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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе [1] изучалась задача вида (см. [2, 3])

𝑑𝑋

𝑑𝑡
=𝐴(𝑡)𝑋+𝑋𝐵(𝑡)+𝐹 (𝑡,𝑋), (1)

𝑀𝑋(0)+𝑁𝑋(𝜔)= 0, (2)

где 𝐴,𝐵∈𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝐼=[0, 𝜔], 𝜔>0, 𝐹 ∈𝐶(𝐷𝜌,R𝑛×𝑛), 𝐷𝜌={(𝑡,𝑋) : 𝑡∈𝐼, ‖𝑋‖<𝜌}, 0<𝜌⩽+∞,
функция 𝐹 (𝑡,𝑋) удовлетворяет в области 𝐷𝜌 условию Липшица относительно 𝑋 (локально),
𝑀 и 𝑁 — вещественные 𝑛×𝑛-матрицы. Отметим, что в статье [2] эта задача изучалась
только при 𝜌=+∞.

В [1] установлена принципиальная возможность получения алгоритмов с неявными вы-
числительными схемами построения приближённых решений задачи (1), (2) (в частности,
периодической) в классе допустимых функций, т.е. функций класса 𝐶1(𝐼,R𝑛×𝑛), которые
подчинены условию (2).

Задачу (1), (2) будем изучать, как и в [1], в конечномерной банаховой алгебре ℬ(𝑛)
непрерывных матриц-функций с нормой ‖𝑋‖𝐶 =max𝑡∈𝐼 ‖𝑋(𝑡)‖, где ‖·‖ — какая-либо норма
матрицы в рамках определения этой алгебры.

Введём следующие обозначения:

𝐻̃(𝜔)=

𝜔ˆ

0

𝐻(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐻 ∈{𝐴,𝐵}, 𝐷𝜌= {(𝑡,𝑋) : 𝑡∈ 𝐼, ‖𝑋‖⩽ 𝜌<𝜌},

𝑅=𝑁−1(𝑀+𝑁+𝑁𝐴(𝜔)), 𝑆=−𝐵̃(𝜔),

Ψ(𝑡)𝑋 =𝐴(𝑡)𝑋+𝑋𝐵(𝑡), Φ𝑋 =𝑅𝑋−𝑋𝑆,

𝑚= ‖𝑁−1(𝑀+𝑁)‖, 𝛾= ‖Φ−1‖, 𝛼=max
𝑡∈𝐼

‖𝐴(𝑡)‖, 𝛽=max
𝑡∈𝐼

‖𝐵(𝑡)‖,
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ℎ=max
𝑡∈𝐼

‖𝐹 (𝑡, 0)‖, 𝑞= 𝑞(𝜌)= 𝛾𝜔[(𝛼+𝛽+𝐿)(𝑚+(𝛼+𝛽)𝜔/2)+𝐿],

𝑝= 𝛾𝜔ℎ(𝑚+(𝛼+𝛽)𝜔/2+1),

где 𝐿=𝐿(𝜌) — постоянная Липшица функции 𝐹 (𝑡,𝑋) в области 𝐷𝜌, при этом оператор Φ
и при каждом 𝑡∈ 𝐼 оператор Ψ(𝑡) — линейные операторы R𝑛×𝑛→R𝑛×𝑛. Имеет место

Теорема 1 [1]. Пусть выполнены следующие условия: det𝑁 ̸= 0, матрицы 𝑅 и 𝑆 не
имеют общих характеристических чисел, 𝑞 < 1, 𝑝/(1−𝑞)⩽ 𝜌.

Тогда в области 𝐷𝜌 решение 𝑋 =𝑋(𝑡) задачи (1), (2) существует и единственно. Это
решение представимо в виде предела равномерно сходящейся на отрезке 𝐼 последователь-
ности матричных функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношением с
неявной вычислительной схемой и удовлетворяющих условию (2), при этом справедлива
оценка

‖𝑋‖𝐶 ⩽ 𝑝/(1−𝑞).

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Поскольку матрицы 𝑀 и 𝑁 равноправны, влияют только на условия разрешимости
задач и не связаны с выбором вычислительных схем алгоритмов, то естественным является
рассмотрение случая det𝑀 ̸=0.

Предлагаемая работа дополняет результаты статьи [1] и развивает исследования в [3]
в рамках условия det𝑀 ̸=0 в задаче (1), (2).

Введём применительно к этому случаю обозначения

𝑅0=𝑀−1(𝑀𝐴(𝜔)−𝑀−𝑁),

𝑞0= 𝑞0(𝜌)= 𝛾0𝜔[(𝛼+𝛽+𝐿)(𝑚0+(𝛼+𝛽)𝜔/2)+𝐿],

𝑝0= 𝛾0𝜔ℎ(𝑚0+(𝛼+𝛽)𝜔/2+1),

Φ0𝑋 =𝑅0𝑋−𝑋𝑆, 𝑋 ∈R𝑛×𝑛,

𝑚0= ‖𝑀−1(𝑀+𝑁)‖, 𝛾0= ‖Φ−1
0 ‖.

Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия: det𝑀 ̸=0, матрицы 𝑅0 и 𝑆 не имеют
общих характеристических чисел, 𝑞0< 1, 𝑝0/(1−𝑞0)⩽ 𝜌.

Тогда в области 𝐷𝜌 решение 𝑋 =𝑋(𝑡) задачи (1), (2) существует и единственно. Это
решение представимо в виде предела равномерно сходящейся на отрезке 𝐼 последователь-
ности матричных функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношением с
неявной вычислительной схемой и удовлетворяющих условию (2), при этом справедлива
оценка

‖𝑋‖𝐶 ⩽ 𝑝0/(1−𝑞0).

Доказательство. По аналогии с [1] введём оператор

ℒ(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡))=𝑀−1(𝑀+𝑁)

𝜔ˆ

𝑡

(Ψ(𝜏)𝑋(𝜏)+𝐹 (𝜏, 𝑌 (𝜏))) 𝑑𝜏+

+

𝜔ˆ

0

[︀
𝐾𝐴(𝑡, 𝜏)(Ψ(𝜏,𝑋(𝜏))+𝐹 (𝜏, 𝑌 (𝜏)))+(Ψ(𝜏)𝑋(𝜏)+𝐹 (𝜏, 𝑌 (𝜏)))𝐾𝐵(𝑡, 𝜏)

]︀
𝑑𝜏−

𝜔ˆ

0

𝐹 (𝜏, 𝑌 (𝜏)) 𝑑𝜏,
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где

𝐾𝐻(𝑡, 𝜏)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝜏ˆ

0

𝐻(𝜎) 𝑑𝜎, 0⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡⩽𝜔,

−
𝜔ˆ

𝜏

𝐻(𝜎) 𝑑𝜎, 0⩽ 𝑡< 𝜏 ⩽𝜔,

ℒ : 𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛)→𝐶1(𝐼,R𝑛×𝑛).

Согласно условию теоремы матрицы 𝑅0 и 𝑆 не имеют общих характеристических чисел,
поэтому линейный оператор Φ0 однозначно обратим (см. [4, с. 207]). Тогда можно установить,
что задача (1), (2) эквивалентна интегральному уравнению

𝑋(𝑡)=Φ−1
0 ℒ(𝑋(𝑡), 𝑋(𝑡)). (3)

Приближённые решения, построенные классическим методом последовательных прибли-
жений (см., например, [5, c. 607]), применительно к уравнению (3) не обязаны принадлежать
классу допустимых. Поэтому для построения решения интегральной задачи (3) воспользу-
емся алгоритмом [1]

𝑋𝑘(𝑡)=Φ−1
0 ℒ(𝑋𝑘(𝑡), 𝑋𝑘−1(𝑡)), 𝑘∈N, (4)

где в качестве начальной функции 𝑋0 может быть взята любая функция из пространства
𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛) такая, что ‖𝑋0‖𝐶 ⩽ 𝜌.

Как и в [1] можно установить, что приближения {𝑋𝑘(𝑡)}+∞
0 являются допустимыми,

и аналогично доказать, что все члены последовательности {𝑋𝑘(𝑡)}+∞
0 однозначно определя-

ются алгоритмом (4) и принадлежат шару ‖𝑋‖𝐶 ⩽ 𝜌.
Анализ сходимости этой последовательности выполняется на основе рассмотрения соот-

ветствующего матричного ряда. Поскольку

‖𝑋𝑘+1(𝑡)−𝑋𝑘(𝑡)‖≡‖Δ𝑘(𝑡)‖⩽𝛾0

{︃
𝑚0

𝜔ˆ

0

[︀
(‖𝐴(𝜏)‖+‖𝐵(𝜏)‖)‖Δ𝑘(𝜏)‖+𝐿‖Δ𝑘−1(𝜏)‖

]︀
𝑑𝜏+

+

𝜔ˆ

0

(‖𝐾𝐴(𝑡,𝜏)‖+‖𝐾𝐵(𝑡,𝜏)‖)
[︀
(‖𝐴(𝜏)‖+‖𝐵(𝜏)‖)‖Δ𝑘(𝜏)‖+𝐿‖Δ𝑘−1(𝜏)‖

]︀
𝑑𝜏+

𝜔ˆ

0

𝐿‖Δ𝑘−1(𝜏)‖ 𝑑𝜏

}︃
⩽

⩽𝑞0‖Δ𝑘‖𝐶+(𝑞0−𝑞0)‖Δ𝑘−1‖𝐶 ,

то
‖Δ𝑘‖𝐶 ⩽ 𝑞0‖Δ𝑘‖𝐶+(𝑞0−𝑞0)‖Δ𝑘−1‖𝐶 ,

где
𝑞0= 𝛾0(𝛼+𝛽)𝜔[𝑚0+(𝛼+𝛽)𝜔/2]< 1.

Далее
‖Δ𝑘‖𝐶 ⩽ 𝑞1‖Δ𝑘−1‖𝐶 , 𝑘∈N, (5)

где 𝑞1=(𝑞0−𝑞0)/(1−𝑞0)<𝑞0.
Из (5) имеем явную оценку

‖Δ𝑘‖𝐶 ⩽ 𝑞𝑘1‖Δ0‖𝐶 , 𝑘∈N,
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которая является ключевой в обосновании равномерной сходимости построенной последова-
тельности к решению интегральной задачи (3) и получению оценок

‖𝑋−𝑋𝑚‖𝐶 ⩽
𝑞𝑚1 ‖Δ0‖𝐶
1−𝑞1

, ‖𝑋‖𝐶 ⩽ ‖𝑋0‖𝐶+
‖Δ0‖𝐶
1−𝑞1

. (6)

Как и в работе [1], при 𝑋0=0 оценки (6) существенно упрощаются:

‖𝑋−𝑋𝑚‖𝐶 ⩽
𝑞𝑚1

1−𝑞1
𝑝0

1−𝑞0
, ‖𝑋‖𝐶 ⩽

𝑝0
1−𝑞0

. (7)
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ON ONE APPROACH TO CONSTRUCTING A SOLUTION
TO A TWO-POINT BOUNDARY VALUE PROBLEM

FOR A NONLINEAR MATRIX LYAPUNOV EQUATION
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A two-point boundary value problem for a nonlinear generalization of the matrix Lyapunov equation
is considered. An algorithm with an implicit computational scheme for constructing its solution is
proposed.

Keywords: two-point boundary value problem, matrix differential equation, solvability

REFERENCES

1. Laptinskii, V.N. and Makovetskii, I.I., Constructing a solution of a two-point boundary value problem for a
nonlinear matrix Lyapunov equation, Differ. Equat., 2020, vol. 56, no. 1, pp. 135–139.

2. Murty, K.N., Howell, G.W., and Sivasundaram, S., Two (multi) point nonlinear Lyapunov systems — exisence
and uniqueness, J. Anal. Appl., 1992, vol. 167, pp. 505–515.

3. Laptinskii, V.N., Makovetskii, I.I., and Pugin, V.V., Matrichnye differencial’nye uravneniya Lyapunova i Rikkati
(Matrix Differential Equations of Lyapunov and Riccati), Mogilev: Belarusian-Russian University, 2012.

4. Gantmakher, F.R., Teoriya matrits (Theory of Matrices), Moscow: Nauka, 1967.
5. Kantorovich, L.V. and Akilov, G.P., Funktsional’nyi analiz (Functional Analysis), Moscow: Nauka, 1977.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 61 № 3 2025


	Маковецкий И.И. К построению решения двухточечной краевой задачи
	1 Введение. Постановка задачи
	2 Основные результаты
	Конфликт интересов
	Список литературы


