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Для гибридных линейных автономных непрерывно-дискретных систем, не имеющих
свойства полной управляемости, предложен подход к проектированию двух видов ре-
гуляторов, обеспечивающих “неполную финитную стабилизацию”. Реализация одного
из них — регулятора слабой финитной стабилизации по состоянию, основана на зна-
нии значений решения системы управления в дискретные моменты времени, кратные
шагу квантования, а регулятор слабой финитной стабилизации по выходу в качестве
обратной связи использует наблюдаемый выходной сигнал. Построенные регуляторы
содержат вспомогательные переменные, описываемые дополнительными уравнениями с
дискретным временем, а неполная финитная стабилизация подразумевает, что у замкну-
той системы финитными функциями необходимо будут только те компоненты вектора
решения, которые являются компонентами вектора-решения исходной (разомкнутой)
системы. Получены критерии существования указанных регуляторов и метод их про-
ектирования.
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ВВЕДЕНИЕ

В гибридных непрерывно-дискретных системах элементы с непрерывными сигналами
отражают законы функционирования объектов управления, а дискретные составляющие
моделируют работу цифровых управляющих устройств. Такие системы встречаются в при-
кладных задачах управления механическими и электроэнергетическими системами, в управ-
лении летательными аппаратами, технологическими процессами, трафиком в компьютерных
сетях и т.д. (см. [1–5]). Поэтому в настоящее время в связи с развитием и широким ис-
пользованием микропроцессорной техники исследованию гибридных объектов придаётся всё
большее значение [1–15].

Настоящая статья является продолжением исследований проблемы финитной стабили-
зации гибридных линейных непрерывно-дискретных систем с импульсным управляющим
воздействием, начатых автором в работе [15]. Системы такого типа можно интерпретиро-
вать как непрерывные системы при воздействии регуляторов дискретного действия [13, 14].
В статье [15] построены регуляторы финитной стабилизации двух видов: по состоянию,
когда в качестве обратной связи используются значения решения замкнутой системы в
дискретные моменты времени, повторяющиеся с шагом квантования; по наблюдаемому вы-
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ходу — в качестве обратной связи используются значения наблюдаемого выходного сиг-
нала в такие же моменты времени. Для них размерность замкнутой системы получа-
ется больше размерности исходной системы, т.е. регуляторы содержат вспомогательные
переменные, динамика которых описывается дополнительными уравнениями. Указанные
регуляторы финитной стабилизации обеспечивают существование момента времени, начи-
ная с которого решение замкнутой системы равно нулю. В [15] показано, что регулятор
финитной стабилизации по состоянию существует тогда и только тогда, когда исходная
система является полностью управляемой, а регулятор финитной стабилизации по выхо-
ду — когда полностью управляемой и слабо финально наблюдаемой (здесь использует-
ся терминология статей [13, 14]). В настоящей работе исследуется возможность финит-
ной стабилизации в случае, когда нарушается условие полной управляемости; строятся
регуляторы слабой финитной стабилизации по состоянию и по выходу, обеспечивающие
финитность только той части компонент вектора-решения замкнутой системы, которая
содержит все компоненты исходной (разомкнутой) системы. Существование таких регуля-
торов в случае обратной связи по состоянию было установлено для дифференциально-
разностных систем запаздывающего типа [16], а затем перенесено на объекты нейтраль-
ного типа [17] и дифференциально-алгебраические системы с запаздыванием [18]. Прин-
ципиальное отличие настоящей работы от [16–18] заключается не только в ином объекте
исследования, но и в использовании в качестве обратной связи сигналов наблюдаемого
выхода.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть объект управления описывается линейной непрерывно-дискретной системой с им-
пульсным управляющим воздействием и известным выходным сигналом, измеряемым в дис-
кретные моменты времени:

𝑥̇1(𝑡)=𝐴11𝑥1(𝑡)+𝐴12𝑥2(𝑡𝑘)+
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵1𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗), 𝑡∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), (1)

𝑥2(𝑡𝑘+1)=𝐴21𝑥1(𝑡𝑘)+𝐴22𝑥2(𝑡𝑘)+

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵2𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=0, 1, . . . , (2)

𝑦(𝑡𝑘)=

𝑚∑︁
𝑗=0

(𝐶1𝑗𝑥1(𝑡𝑘−𝑗)+𝐶2𝑗𝑥2(𝑡𝑘−𝑗)) , 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . , (3)

где 𝐴𝑖𝑗 ∈R𝑛𝑖×𝑛𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2; 𝐵𝑖𝑗 ∈R𝑛𝑖×𝑟, 𝐶𝑖𝑗 ∈R𝑙×𝑛𝑖 , 𝑖= 1, 2, 𝑗 = 0,𝑚; 𝑢 — управление, 𝑦 —
наблюдаемый выходной сигнал; 𝑡𝑘= 𝑘ℎ, 𝑘∈Z, ℎ> 0 — шаг квантования.

Считаем, что начальное условие для системы (1), (2) имеет вид

𝑥1(0)= 𝑎1, 𝑥2(0)= 𝑎2, 𝑎𝑖 ∈R𝑛𝑖 , 𝑖=1, 2; 𝑢(𝑡𝑗)= 0, 𝑗 < 0. (4)

Под решением системы (1), (2) с начальным условием (4) понимается пара функций
{𝑥1(𝑡), 𝑡⩾ 0, 𝑥2(𝑡𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . .}, удовлетворяющих начальному условию (4) и уравнени-
ям (1), (2), где 𝑥1(𝑡), 𝑡⩾0, — непрерывная функция, дифференцируемая при 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 , 𝑗=0, 1, . . . ,
𝑥2(𝑡𝑘), 𝑘= 0, 1, . . . , — дискретная функция. В уравнении (1) при 𝑡= 𝑡𝑘 понимается право-
сторонняя производная.
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Определим регуляторы двух типов [15]:
— регулятор с обратной связью по состоянию, реализация которого предполагает, что

в каждый момент времени измерению доступен вектор 𝑋(𝑡𝑘):

𝑢(𝑡𝑘)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(︀
𝑉 𝑗
11𝑋(𝑡𝑘−𝑗)+𝑉

𝑗
12𝑥3(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
, 𝑥3(𝑡𝑘+1)=

𝑚1∑︁
𝑗=0

(︀
𝑉 𝑗
21𝑋(𝑡𝑘−𝑗)+𝑉

𝑗
22𝑥3(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
, (5)

𝑘= 𝑘1, 𝑘1+1, . . . , 𝑘1=𝑚+𝑚1;

— регулятор с обратной связью по неполным измерениям, в котором обратная связь
строится по наблюдаемому выходному сигналу (3):

𝑢(𝑡𝑘)=

𝑚2∑︁
𝑗=0

(︀
𝑈 𝑗11𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝑈

𝑗
12𝑥4(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
, 𝑥4(𝑡𝑘+1)=

𝑚2∑︁
𝑗=0

(︀
𝑈 𝑗21𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝑈

𝑗
22𝑥4(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
, (6)

𝑘= 𝑘2, 𝑘2+1, . . . , 𝑘2=2𝑚+𝑚2.

Здесь 𝑋(𝑡𝑘)= col[𝑥1(𝑡𝑘), 𝑥2(𝑡𝑘)], 𝑘=0, 1, . . .; 𝑥𝑖 ∈R𝑛𝑖 , 𝑖=3, 4, — вспомогательные переменные,
удовлетворяющие начальному условию

𝑥𝑖+2(𝑡𝑘)= 𝑎𝑖+2 𝑘, 𝑘=0,𝑚+𝑚𝑖, 𝑖=1, 2, (7)

где 𝑎𝑖+2 𝑘 ∈R𝑛𝑖+2 — любые заданные векторы; 𝑉𝑖𝑗 , 𝑈𝑖𝑗 — постоянные матрицы подходящих
размеров. Для определённости считаем, что при использовании регуляторов (5) и (6) 𝑢(𝑡𝑘)=0,
𝑘=0, 𝑘𝑖−1, где 𝑖=1, 2 соответственно.

Определение 1. Регулятор (5) (регулятор (6)), для которого существует число 𝑘0 ∈N
такое, что, какими бы ни были начальные условия (4), (7) для решения замкнутой сис-
темы (1), (2), (5) (замкнутой системы (1)–(3), (6)), выполняются равенства

𝑥1(𝑡)= 0, 𝑡⩾ 𝑡𝑘0 , 𝑥2(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . . , (8)

назовём регулятором слабой финитной стабилизации по состоянию (регулятором слабой
финитной стабилизации по выходу).

Определение 2. Если в определении 1 одновременно с соотношением (8) выполняются
равенства

𝑥3(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . .
(︀
𝑥4(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . .

)︀
, (9)

то регулятор (5) (регулятор (6)) назовём [15] регулятором финитной стабилизации по
состоянию (регулятором финитной стабилизации по выходу).

Обозначим через 𝐼𝑛 ∈R𝑛×𝑛 единичную матрицу, 𝑛=𝑛1+𝑛2, и введём матрицы

𝐸1= 𝑒𝐴11ℎ, 𝐸2=

ℎˆ

0

𝑒𝐴11(ℎ−𝜏) 𝑑𝜏, 𝐴=

[︂
𝐸1 𝐸2𝐴12

𝐴21 𝐴22

]︂
, 𝐵𝑗 =

[︂
𝐸2𝐵1𝑗

𝐵2𝑗

]︂
, 𝐶𝑗 =

[︀
𝐶1𝑗 , 𝐶2𝑗

]︀
,

𝐵(𝜆)=

𝑚∑︁
𝑗=0

𝜆𝑗𝐵𝑗 , 𝐶(𝜆)=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝜆𝑗𝐶𝑗 .

Рассмотрим следующие два условия:

rank
[︀
𝐼𝑛−𝜆𝐴, 𝐵(𝜆)

]︀
=𝑛 при любом 𝜆∈C; (10)

rank

[︂
𝐼𝑛−𝜆𝐴
𝐶(𝜆)

]︂
=𝑛 при любом 𝜆∈C. (11)
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В работе [15] доказано, что условие (10) является необходимым и достаточным для суще-
ствования регулятора финитной стабилизации по состоянию, условия (10) и (11) являются
необходимыми и достаточными для существования регулятора финитной стабилизации по
выходу. Вместе с тем условие (10) является критерием (следуя терминологии статей [13, 14])
полной управляемости, а (11) — критерием слабой финальной наблюдаемости.

В данной статье предлагается новый подход к финитной стабилизации системы, реализа-
ция которого возможна в случаях, когда условие (10) нарушается, т.е. исходная система не
является полностью управляемой. При этом финитная стабилизация понимается в смысле
равенств (8). Таким образом, решается следующая

Задача. Требуется получить критерий существования и метод проектирования регулято-
ра слабой финитной стабилизации по состоянию (регулятора слабой финитной стабилизации
по выходу).

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Применив к уравнению (1) формулу Коши, получим равенства

𝑥1(𝑡𝑘+1)= 𝑒𝐴11ℎ𝑥1(𝑡𝑘)+

ℎˆ

0

𝑒𝐴11(ℎ−𝜏) 𝑑𝜏

(︃
𝐴12𝑥2(𝑡𝑘)+

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵1𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗)

)︃
, 𝑘=0, 1, . . . (12)

Используя подход работ [13, 14], на основании (12) запишем разностную систему с дис-
кретным временем, которой удовлетворяют векторы 𝑋(𝑡𝑘):

𝑋(𝑡𝑘+1)=𝐴𝑋(𝑡𝑘)+
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵𝑗𝑢(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=0, 1, . . . , (13)

𝑦(𝑡𝑘)=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗𝑋(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . (14)

Начальные условия для системы (13) получаются из равенств (4) и имеют вид

𝑋(0)= col[𝑎1, 𝑎2], 𝑢(𝑡𝑗)= 0, 𝑗 < 0. (15)

Лемма 1. Для того чтобы регулятор (5) (регулятор (6)) был регулятором слабой
финитной стабилизации по состоянию (по выходу) для системы (1)–(3), необходимо и
достаточно, чтобы этот регулятор обеспечивал решению системы (13), (5) (решению
системы (13), (14), (6)) при некотором 𝑘0 ∈N равенства

𝑋(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . . , (16)

какими бы ни были начальные условия (15), (7).
Данное утверждение является обобщением леммы 1 из [15], его доказательство принци-

пиальных трудностей не представляет, поэтому не приводится.
Если замкнуть систему (13) регулятором (5)

(︀
регулятором (6) и в полученной системе

выход 𝑦(𝑡𝑘) заменить выражением
∑︀𝑚

𝑗=0𝐶𝑗𝑋(𝑡𝑘−𝑗)
)︀
, то получим однородную разностную

систему с дискретным временем. Запишем эту систему для случая уравнений (5), (13):

𝑋(𝑡𝑘+1)=

𝑘1∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗𝑋(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘= 𝑘1, 𝑘1+1, . . . , (17)
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где 𝑋(𝑡𝑘) = col[𝑋(𝑡𝑘), 𝑥3(𝑡𝑘)], 𝐴𝑗 ∈R(𝑛+𝑛3)×(𝑛+𝑛3) — некоторые матрицы, вид которых уста-
новить не сложно.

С системой вида (17) свяжем матрицу 𝑊 (𝜆)= 𝐼𝑛+𝑛3−𝜆
∑︀𝑘1

𝑗=0 𝜆
𝑗𝐴𝑗 , которую будем назы-

вать [15] матрицей, ассоциированной с характеристической матрицей системы (17).
Далее будем пользоваться следующим утверждением.
Лемма 2 [15]. Для того чтобы существовало число 𝑘0 ∈ N такое, что решение раз-

ностной системы с дискретным временем (17) удовлетворяет равенствам 𝑋(𝑡𝑘) = 0,
𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . . , независимо от начального условия 𝑋(𝑡𝑗), 𝑗=0, 𝑘1, этой системы, необхо-
димо и достаточно, чтобы определитель матрицы, ассоциированной с характеристической
матрицей системы (17), тождественно равнялся единице: det𝑊 (𝜆)≡ 1.

Для построения регулятора слабой финитной стабилизации по состоянию (по выходу)
важную роль будут играть свойства дескрипторного разностного уравнения с дискретным
временем, которое строится по неоднородной части системы (13) (системы (1), (2)):

𝐵0𝑔(𝑘+1)+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖𝑔(𝑘+1− 𝑖)= 0, 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . (18)

Подробно уравнение (18) исследовано в работах [19, 20], ниже приведём ряд необходимых
фактов.

Последовательность 𝑔(𝑘), 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . , определяемая уравнением (18) и заданными
начальными условиями 𝑔(𝑖)=̃︀𝑔𝑖, 𝑖=1,𝑚, ̃︀𝑔𝑖∈R𝑟, существует в том и только в том случае [19],
когда ̃︀𝑔𝑚+1−𝑖=𝑇𝑖𝑐, 𝑖=1,𝑚, (19)

где 𝑇𝑖∈R𝑟×𝑟0 (𝑟0∈N) — некоторые матрицы (возможен случай нулевых матриц 𝑇𝑖), 𝑐∈R𝑟0 —
произвольный вектор, причём один и тот же для всех матриц 𝑇𝑖. Набор матриц (𝑇𝑖, 𝑖=1,𝑚),
взятых в указанном порядке, назовём базисными матрицами. Процедура построения базис-
ных матриц 𝑇𝑖 всегда возможна и заключается в решении конечной цепочки однородных
алгебраических систем [19]. Матрицы 𝑇𝑖 определяются с точностью до постоянного множи-
теля: если имеется набор базисных матриц {𝑇𝑖, 𝑖=1,𝑚}, то любой другой набор базисных
матриц будет иметь вид {𝑇𝑖𝐶, 𝑖= 1,𝑚}, где 𝐶 ∈R𝑟0×𝑟0 — любая невырожденная матрица
(одна и та же для всех матриц 𝑇𝑖).

Зафиксируем любой набор базисных матриц T= {𝑇𝑖, 𝑖= 1,𝑚}. После этого определим
любую матрицу 𝑆 ∈R𝑟0×𝑟0 , являющуюся решением системы уравнений

𝐵0𝑇1𝑆+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖𝑇𝑖=0, 𝑇𝑘𝑆=𝑇𝑘−1, 𝑘=2,𝑚. (20)

Существование решения этой системы обосновано в статье [19]. Более того, в общем слу-
чае матрица 𝑆, удовлетворяющая уравнению (20), является не единственной. При этом в
некоторых случаях (в зависимости от матриц 𝐵𝑖) можно построить матрицу 𝑆 c напе-
рёд заданным спектром или заданной частью спектра (детали см. в [20]). Множество всех
матриц 𝑆, отвечающих набору базисных матриц T и удовлетворяющих уравнению (20),
обозначим через S(T).

Используя зафиксированные ранее матрицы 𝑇𝑖∈T и любую найденную матрицу 𝑆∈S(T),
положим 𝑇 =𝑇𝑚 и построим матрицы 𝐺0=𝐵0𝑇 , 𝐺𝑖=𝐺𝑖−1𝑆+𝐵𝑖𝑇 , 𝑖=1, 2, . . . В силу соот-
ношений (20) выполняются равенства 𝐺𝑖=0, 𝑖=𝑚,𝑚+1, . . . Обозначим 𝐺(𝜆)=

∑︀𝑚−1
𝑖=0 𝜆𝑖𝐺𝑖.

Ниже понадобится формула [19]

𝐵(𝜆)𝑇 =𝐺(𝜆)(𝐼𝑟0 −𝜆𝑆). (21)
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3. КРИТЕРИИ СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕГУЛЯТОРОВ
ФИНИТНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ

Получим для системы (1)–(3) критерий существования регулятора слабой финитной ста-
билизации по выходу (6). Тогда критерий существования регулятора слабой финитной ста-
билизации по состоянию вида (5) будет его следствием.

Считаем, что построены любые матрицы 𝑇 , 𝑆, 𝐺𝑖, 𝑖=0,𝑚−1, 𝐺(𝜆) (см. п. 2).
Теорема. Для того чтобы для системы (1)–(3) существовал регулятор слабой финит-

ной стабилизации по выходу вида (6), необходимо и достаточно, чтобы

rank
[︀
𝐼𝑛−𝜆𝐴, 𝐵(𝜆), 𝐺(𝜆)

]︀
=𝑛 при любом 𝜆∈C (22)

и выполнялось условие (11).
Замечание 1. В статье [19] показано, что условие (22) не зависит от выбора базисного

набора матриц {𝑇𝑖, 𝑖=1,𝑚} и соответствующей матрицы 𝑆.
Доказательство. Необходимость. Считаем, что существует регулятор (6) такой, что

выполняется равенство (8).
1. Докажем необходимость условия (22). Зафиксируем произвольное начальное условие (4)

(или, что то же самое, начальное условие (15)). Тогда в силу леммы 1 для решения замкнутой
системы (13), (6) выполняются соотношения (16). Поэтому для последовательности векторов
𝑢(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑘0−𝑚, 𝑘0−𝑚+1, . . . , определяемой по формуле (6), выполняются равенства

𝐵0𝑢(𝑡𝑘+1)+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖𝑢(𝑡𝑘+1−𝑖)= 0, 𝑘= 𝑘0−1, 𝑘0, . . .

Это означает, что при 𝑔(𝑘+1) = 𝑢(𝑡𝑘0−𝑚+𝑘), 𝑘 =𝑚,𝑚+1, . . . , разрешимо уравнение (18) с
начальным условием 𝑔(𝑚+1−𝑖)=𝑢(𝑡𝑘0−𝑖), 𝑖=1,𝑚. Следовательно, согласно (19) существует
вектор 𝜈 ∈R𝑟0 такой, что

𝑢(𝑡𝑘0−𝑖)=𝑇𝑖𝜈, 𝑖=1,𝑚. (23)

Предположим, что условие (22) нарушается при некотором 𝜆= 𝜆0 ∈ C. Очевидно, что
𝜆0 ̸=0 и

𝑑′𝐵(𝜆0)= 0, 𝑑′𝐺(𝜆0)= 0, (24)

где 𝑑∈C𝑛 — собственный вектор матрицы 𝐴′, отвечающий собственному значению 𝜆1=1/𝜆0,
𝜆1𝑑

′= 𝑑′𝐴 (здесь и далее штрих обозначает операцию транспонирования).
Рассмотрим систему (13). Запишем следующую очевидную цепочку равенств:

𝜆1𝑑
′𝑋(𝑡𝜌0)=𝜆1𝑑

′𝐴𝑋(𝑡𝜌0−1)+𝜆1𝑑
′
𝑚∑︁
𝑖=0

𝐵𝑖𝑢(𝑡𝜌0−1−𝑖)=

=𝜆21𝑑
′𝑋(𝑡𝜌0−1)+𝜆1𝑑

′
𝑚∑︁
𝑖=0

𝐵𝑖𝑢(𝑡𝜌0−1−𝑖)= . . .

. . .=𝜆𝜌+1
1 𝑑′𝑋(𝑡𝜌0−𝜌)+

𝜌∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘1𝑑
′
𝑚∑︁
𝑖=0

𝐵𝑖𝑢(𝑡𝜌0−𝑘−𝑖), 𝜌0, 𝜌∈N (𝜌0⩾ 𝜌). (25)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 61 № 3 2025



400 В. Е. ХАРТОВСКИЙ

Пусть 𝑢(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑘2, 𝑘2+1, . . . , определяется согласно (6) и 𝑢(𝑡𝑘) = 0, 𝑘=0, 𝑘2−1. Тогда,
полагая в (25) 𝜌0=𝑘0 и 𝜌=𝑘0, учитывая равенства (16), соотношения (23) и условие 𝑢(𝑡𝑘)=0,
𝑘 < 0, получаем

0=𝜆𝑘0+1𝑑′𝑋(𝑡0)+

𝑘0∑︁
𝑘=1

𝑑′𝜆𝑘1

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐵𝑖𝑢(𝑡𝑘0−𝑘−𝑖)=

=𝜆𝑘0+1
1 𝑑′𝑋(𝑡0)+

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑑′𝜆𝑘1

(︃
𝑚−𝑘∑︁
𝑖=0

𝐵𝑖𝑇𝑆
𝑚−𝑘−𝑖𝜈+

𝑚∑︁
𝑖=𝑚−𝑘+1

𝐵𝑖𝑢(𝑡𝑘0−𝑘−𝑖)

)︃
+

+

𝑘0−𝑚∑︁
𝑘=𝑚+1

𝜆𝑘1𝑑
′
𝑚∑︁
𝑖=0

𝐵𝑖𝑢(𝑡𝑘0−𝑘−𝑖)+
𝑚∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘0−𝑚+𝑘
1 𝑑′

𝑚−𝑘∑︁
𝑖=0

𝐵𝑖𝑢(𝑡𝑚−𝑘−𝑖)=

=𝜆𝑘0+1
1 𝑑′𝑋(𝑡0)+𝑑

′𝜆

𝑚∑︁
𝑖=1

𝐺𝑚−𝑖𝜆
𝑖−1
1 𝜈+𝑑′

𝑘0−𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗1

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐵𝑚−𝑖𝜆
𝑖
1𝑢(𝑡𝑘0−𝑚−𝑗)=

=𝜆𝑘01 𝑑
′𝑋(𝑡0)+𝑑

′𝜆𝑚1 𝐺(𝜆0)𝜈+𝑑
′
𝑘0−𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗+𝑚1 𝐵(𝜆0)𝑢(𝑡𝑘0−𝑚−𝑗). (26)

В силу соотношений (24) из равенств (26) при 𝜆1 ̸=0 заключаем, что начальное условие (15)
системы (13) необходимо удовлетворяет равенству 𝑑′𝑋(0)=0 (обратим внимание, что 𝑡0=0).
Полученное необходимое условие на начальное состояние (15) противоречит предположению
о произвольности начального условия (4). Необходимость условия (22) доказана.

2. Докажем необходимость условия (11). Замкнём систему (13) регулятором (6) и в
полученной системе выход 𝑦(𝑡𝑘) заменим выражением

∑︀𝑚
𝑗=0𝐶𝑗𝑋(𝑡𝑘−𝑗). В итоге будем иметь

однородную разностную систему вида

̂︀𝑋(𝑡𝑘+1)=

𝑘2∑︁
𝑗=0

̂︀𝐴𝑗 ̂︀𝑋(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘= 𝑘2, 𝑘2+1, . . . , (27)

где ̂︀𝑋(𝑡𝑘)=col[𝑋(𝑡𝑘), 𝑥4(𝑡𝑘)], ̂︀𝐴𝑗 ∈R(𝑛+𝑛4)×(𝑛+𝑛4) — некоторые матрицы, вид которых очевиден.
Пусть ̂︁𝑊 (𝜆) — матрица, ассоциированная с характеристической матрицей системы (27),̂︁𝑊 (𝜆) = [𝐼𝑛̂−𝜆 ̂︀𝐴(𝜆)], где 𝑛̂= 𝑛+𝑛4, ̂︀𝐴(𝜆) =∑︀𝑘2

𝑗=0 𝜆
𝑗 ̂︀𝐴𝑗 . Запишем матрицу ̂︁𝑊 (𝜆) в более по-

дробном виде:

̂︁𝑊 (𝜆)=

[︃
𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝐵(𝜆)𝑈11(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝑈12(𝜆)

−𝜆𝑈21(𝜆)𝐶(𝜆) 𝐼𝑛4 −𝜆𝑈22(𝜆)

]︃
, (28)

где

𝑈𝑖𝑘(𝜆)=

𝑚2∑︁
𝑗=0

𝜆𝑗𝑈 𝑗𝑖𝑘.

Предположим, что условие (11) нарушается при некотором 𝜆2∈C. Очевидно, что 𝜆2 ̸=0.
Пусть вектор 𝑑2 ∈C𝑛 (𝑑2 ̸=0) найден как решение алгебраической системы (𝐼𝑛−𝜆2𝐴)𝑑2=0,
𝐶(𝜆2)𝑑2 =0. Положим в начальном условии (4) col[𝑎1, 𝑎2] =Re(𝜆−1

2 𝑑2), если действительная
часть не равна нулю, или col[𝑎1, 𝑎2]= Im(𝜆−1

2 𝑑2) в противном случае, a в (7) 𝑎4𝑘=0,𝑚+𝑚2.
Тогда из (28) следует, что ̂︀𝑋(𝑡𝑘) = Re(𝜆

−(𝑘+1)
2 col[𝑑2, 0]) (или ̂︀𝑋(𝑡𝑘) = Im(𝜆

−(𝑘+1)
2 col[𝑑2, 0])),

𝑘=0, 1, . . . Это противоречит равенству (8). Необходимость доказана.
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Достаточность. Введём в рассмотрение вспомогательную систему

˙̃𝑥1(𝑡)=𝐴11𝑥̃1(𝑡)+𝐴12𝑥̃2(𝑡𝑘)+
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵1𝑗 𝑢̃1(𝑡𝑘−𝑗)+
𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝐺1𝑗 𝑢̃2(𝑡𝑘−𝑗), 𝑡∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1),

𝑥̃2(𝑡𝑘+1)=𝐴21𝑥̃1(𝑡𝑘)+𝐴22𝑥̃2(𝑡𝑘)+

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵2𝑗 𝑢̃1(𝑡𝑘−𝑗)+

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝐺2𝑗 𝑢̃2(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=0, 1, . . . ,

𝑦(𝑡𝑘)=

𝑚∑︁
𝑗=0

(𝐶1𝑗 𝑥̃1(𝑡𝑘−𝑗)+𝐶2𝑗 𝑥̃2(𝑡𝑘−𝑗)), 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . , (29)

с начальными условиями 𝑥̃𝑖(0)= 𝑏𝑖, 𝑏𝑖∈R𝑛𝑖 , 𝑢̃𝑖(𝑡𝑗)=0, 𝑗 <0, 𝑖=1, 2. Здесь 𝐺𝑖𝑗 ∈R𝑛𝑖×𝑟0 , 𝑖=1, 2,
𝑗=0,𝑚−1, и [︃

𝐺1𝑗

𝐺2𝑗

]︃
=

[︃
𝐸−1

2 0𝑛1×𝑛2

0𝑛2×𝑛1 𝐼𝑛2

]︃
𝐺𝑗 ,

матрицы 𝐺𝑗 определены ранее; 𝑢̃1, 𝑢̃2 определяют управление; 𝑦 — наблюдаемый выходной
сигнал; 0𝑖×𝑗 ∈R𝑖×𝑗 — нулевой блок. Тогда вектор-функция ̃︀𝑋(𝑡𝑗)= col[𝑥̃1(𝑡𝑗), 𝑥̃2(𝑡𝑗)] опреде-
ляется системой (аналог системы (13), (14))

̃︀𝑋(𝑡𝑘+1)=𝐴 ̃︀𝑋(𝑡𝑘)+

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐵𝑗 𝑢̃1(𝑡𝑘−𝑗)+

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝐺𝑗 𝑢̃2(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=0, 1, . . . ,

𝑦(𝑡𝑘)=

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗 ̃︀𝑋(𝑡𝑘−𝑗), 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . (30)

(𝑦 — наблюдаемый выход). Начальные условия для системы (30) имеют вид ̃︀𝑋(0)=col[𝑏1, 𝑏2],
𝑏𝑖 ∈R𝑛𝑖 , 𝑖=1, 2, 𝑢̃𝑖(𝑡𝑗)= 0, 𝑗 < 0, 𝑖=1, 2.

Условия (11), (22) являются [15] критерием существования для системы (29) регулятора
финитной стабилизации по выходу вида (6). Запишем этот регулятор следующим образом:

𝑢̃1(𝑡𝑘)=

𝑚4∑︁
𝑗=0

(︀
𝐾𝑗

11𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝐾
𝑗
12𝑥̃3(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
,

𝑢̃2(𝑡𝑘)=

𝑚4∑︁
𝑗=0

(︀
𝐾𝑗

21𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝐾
𝑗
22𝑥̃3(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
,

𝑥̃4(𝑡𝑘+1)=

𝑚4∑︁
𝑗=0

(︀
𝐾𝑗

31𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝐾
𝑗
32𝑥̃3(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
, 𝑘= 𝑘2, 𝑘2+1, . . . , (31)

где 𝑥̃4 ∈ R𝑛̃4 — вспомогательная переменная, 𝐾𝑘
𝑖𝑗 — постоянные матрицы соответствую-

щих размерностей. Замкнём систему (30) регулятором (31). Из определения 2 следует, что
существует число 𝑘0 ∈N такое, что независимо от начального состояния для решения си-
стемы (30), (31) будут выполняться соотношения

̃︀𝑋(𝑡𝑘)= 0, 𝑥̃4(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . . (32)
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Пусть матрица ̃︁𝑊 (𝜆) ассоциирована с характеристической матрицей системы (30), (31):

̃︁𝑊 (𝜆)=

[︃
𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝐵(𝜆)𝐾11(𝜆)𝐶(𝜆)−𝜆𝐺(𝜆)𝐾21(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐾12(𝜆)−𝜆𝐺(𝜆)𝐾22(𝜆)

−𝜆𝐾31(𝜆)𝐶(𝜆) 𝐼𝑛̃4−𝜆𝐾31(𝜆)

]︃
, (33)

где 𝐾𝑖𝑗(𝜆)=
∑︀𝑚3

𝑘=0 𝜆
𝑘𝐾𝑘

𝑖𝑗 . В силу равенств (32) и леммы 2 справедливо тождество⃒⃒̃︁𝑊 (𝜆)
⃒⃒
≡ 1. (34)

Используя матрицы регулятора (31), построим для системы (1)–(3) регулятор слабой
финитной стабилизации по выходу вида (6):

𝑢(𝑡𝑘)=

𝑚4∑︁
𝑗=0

(︀
𝐾𝑗

11𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝐾
𝑗
12𝑥41(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
+𝑇𝑥42(𝑡𝑘+1),

𝑥41(𝑡𝑘+1)=

𝑚4∑︁
𝑗=0

(︀
𝐾𝑗

31𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝐾
𝑗
32𝑥41(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
,

𝑥42(𝑡𝑘+1)=𝑆𝑥42(𝑡𝑘)+

𝑚4∑︁
𝑗=0

(︀
𝐾𝑗

21𝑦(𝑡𝑘−𝑗)+𝐾
𝑗
22𝑥41(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
, 𝑘= 𝑘2, 𝑘2+1, . . . , (35)

где 𝑥41∈R𝑛41 (𝑛41= 𝑛̃4), 𝑥42∈R𝑟0 — вспомогательные переменные, матрицы 𝑇 и 𝑆 определены
ранее. Для того чтобы регулятор (35) представить в виде (6), следует выразить 𝑥42(𝑡𝑘+1) в
первом соотношении формул (35) через 𝑥42(𝑡𝑘), 𝑥41(𝑡𝑘−𝑗), 𝑦(𝑡𝑘−𝑗), 𝑗=0,𝑚4, согласно третьему
уравнению в (35), после чего ввести вектор 𝑥4=col[𝑥41, 𝑥42] и положить 𝑛4=𝑛41+𝑟0.

Покажем, что каково бы ни было начальное условие замкнутой системы (1)–(3), (35),
существует число 𝑘0 ∈N такое, что для решения этой системы выполняются равенства

𝑥1(𝑡)= 0, 𝑡⩾ 𝑡𝑘0 , 𝑥2(𝑡𝑘)= 0, 𝑥41(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . . (36)

Рассмотрим ассоциированную с характеристической матрицей системы (13), (14), (35)
матрицу

𝑊1(𝜆)=

⎡⎢⎣𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝐵(𝜆)𝐾11(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝐵(𝜆)𝐾12(𝜆) −𝐵(𝜆)𝑇

−𝜆𝐾31(𝜆)𝐶(𝜆) 𝐼𝑛41 −𝜆𝐾32(𝜆) 0𝑛41×𝑟0

−𝜆𝐾21(𝜆)𝐶(𝜆) −𝜆𝐾22(𝜆) 𝐼𝑟0 −𝜆𝑆

⎤⎥⎦. (37)

Введём

Ω(𝜆)=

⎡⎢⎣ 𝐼𝑛 0𝑛×𝑛41 𝐺(𝜆)

0𝑛41×𝑛 𝐼𝑛41 0𝑛41×𝑟0

0𝑟0×𝑛41 0𝑟0×𝑛41 𝐼𝑟0

⎤⎥⎦. (38)

Заметим, что |Ω(𝜆)|≡ 1, т.е. матрица Ω(𝜆) является унимодулярной. Умножением с исполь-
зованием формулы (21) проверяем, что

Ω(𝜆)𝑊1(𝜆)=

[︃ ̃︁𝑊 (𝜆) 0𝑛41×𝑟0

𝑊21(𝜆) 𝐼𝑟0 −𝜆𝑆

]︃
, (39)

где матрица ̃︁𝑊 (𝜆) определена формулой (33), 𝑊21(𝜆)=
[︀
−𝜆𝐾21(𝜆)𝐶(𝜆), −𝜆𝐾22(𝜆)

]︀
. Очевидно,

что умножение характеристической матрицы системы (или умножение матрицы, ассоцииро-
ванной с характеристической матрицей системы) слева на унимодулярную матрицу Ω(𝜆)
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равносильно проведению следующих элементарных преобразований с уравнениями соответ-
ствующей системы: прибавление к одному уравнению другого уравнения, предварительно
умноженного на оператор 𝑎𝜆ℎ, где 𝑎∈R, 𝜆ℎ — оператор сдвига, действующий по правилу
𝜆ℎ𝑓(𝑡𝑘) = 𝑓(𝑡𝑘−1). Таким образом, равенство (39) показывает, что существуют элементар-
ные преобразования уравнений системы (13), (14), (35), в результате которых можно полу-
чить независимую подсистему, описывающую поведение векторных компонент 𝑋(𝑡𝑘), 𝑥41(𝑡𝑘)
вектора-решения col

[︀
𝑋(𝑡𝑘), 𝑥41(𝑡𝑘), 𝑥42(𝑡𝑘)

]︀
системы (13), (14), (35). При этом матрица,

ассоциированная с характеристической матрицей подсистемы, которая описывает поведение
векторов 𝑋(𝑡𝑘), 𝑥41(𝑡𝑘), совпадает с матрицей ̃︁𝑊 (𝜆). Другими словами, col

[︀
𝑋(𝑡𝑘), 𝑥41(𝑡𝑘)

]︀
есть решение системы (30), (31) (при соответствующем начальном условии, которое ввиду
ненадобности не конкретизируем).

В силу сказанного выше, тождества (34) и леммы 2 для любого решения col
[︀
𝑋(𝑡𝑘), 𝑥41(𝑡𝑘)

]︀
подсистемы, отвечающей матрице ̃︁𝑊 (𝜆), выполняются равенства

𝑋(𝑡𝑘)= 0, 𝑥41(𝑡𝑘)= 0, 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . . , (40)

из которых с учётом леммы 1 следуют соотношения (36). Теорема доказана.
Рассмотрим регулятор финитной стабилизации по состоянию (5). Если в выходе (3)

положить 𝐶10 = col[𝐼𝑛1 , 0𝑛2×𝑛1 ], 𝐶20 = col[0𝑛1×𝑛2 , 𝐼𝑛2 ], 𝐶1𝑗 =0, 𝐶2𝑗 =0, 𝑗 =1,𝑚, то 𝐶(𝜆) = 𝐼𝑛 и
𝑦(𝑡𝑘)=𝑥(𝑡𝑘). В этом случае регулятор (5) совпадёт с регулятором (6) и условие (11) будет
выполнено. Тогда из теоремы вытекает

Следствие. Для того чтобы для системы (1), (2) существовал регулятор слабой фи-
нитной стабилизации по состоянию вида (5), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
условие (22).

Замечание 2. Обозначим 𝐶𝐴=
∑︀𝑚

𝑗=0𝐶𝑗𝐴
𝑚−𝑗 . В работе [15] (см. доказательство теоре-

мы 1) показано, что проверку условия (11) можно заменить проверкой следующего равенства
рангов постоянных матриц:

rank

⎡⎣ 𝐶𝐴
. . .

𝐶𝐴𝐴
𝑛−1

⎤⎦=rank

⎡⎢⎢⎣
𝐶𝐴
. . .

𝐶𝐴𝐴
𝑛−1

𝐴𝑛

⎤⎥⎥⎦.
Аналогично можно показать, что проверку условия (10) также можно заменить проверкой

равенства рангов постоянных матриц:

rank
[︀
𝐵𝐺
𝐴 , . . . , 𝐴

𝑛−1𝐵𝐺
𝐴

]︀
=rank

[︀
𝐵𝐺
𝐴 , . . . , 𝐴

𝑛−1𝐵𝐺
𝐴 , 𝐴

𝑛
]︀
,

где 𝐵𝐺
𝐴 =

∑︀𝑚
𝑗=0𝐴

𝑚−𝑗 [𝐵𝑗 , 𝐺𝑗 ].

4. ПРИМЕРЫ

Рассмотрим два примера, иллюстрирующих идеи настоящего исследования. Пример 1
является существенно простым и иллюстрирует основные идеи работы, пример 2 отражает
конструктивные этапы построения регулятора.

Пример 1. Предположим, что система (1), (2) состоит только из одного уравнения

𝑥2(𝑡𝑘+1)=𝑥2(𝑡𝑘)+𝑢(𝑡𝑘)−𝑢(𝑡𝑘−1), 𝑘=0, 1, . . . (41)

Простая проверка показывает, что система (41) не имеет свойства полной управляемости.
Рассмотрим регулятор слабой финитной стабилизации по состоянию

𝑢(𝑡𝑘)=−𝑥2(𝑡𝑘)+𝑥3(𝑡𝑘), 𝑥3(𝑡𝑘+1)=𝑥3(𝑡𝑘)−𝑥2(𝑡𝑘), 𝑘=1, 2, . . . , (42)
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где 𝑥3∈R — вспомогательная переменная. Матрица, ассоциированная с характеристической
матрицей замкнутой системы (41), (42), при 𝑘=1, 2, . . . имеет вид[︃

1−𝜆2 −𝜆+𝜆2

𝜆 1−𝜆

]︃
. (43)

Пусть далее 𝑘=2, 3, . . . Умножив матрицу (43) слева на матрицу[︂
1 𝜆

0 1

]︂
,

получим матрицу [︂
1 0

𝜆 1−𝜆

]︂
. (44)

Таким образом, при 𝑘=2, 3, . . . матрица, ассоциированная с характеристической матрицей
замкнутой системы (41), (42), элементарными преобразованиями приводится к виду (44),
откуда следует, что переменная 𝑥2(𝑡𝑘) замкнутой системы (41), (42) удовлетворяет уравне-
нию 𝑥2(𝑡𝑘+1) = 0, 𝑘 = 3, 4, . . . Это также можно проверить непосредственным нахождением
решения системы (41), (42) или получить, используя формулы (41), (42), следующим об-
разом: из (42) имеем 𝑢(𝑡𝑘)−𝑢(𝑡𝑘−1) =−𝑥2(𝑡𝑘)+𝑥3(𝑡𝑘)+𝑥2(𝑡𝑘−1)−𝑥3(𝑡𝑘−1), поэтому из (41)
получаем 𝑥2(𝑡𝑘+1)=𝑥3(𝑡𝑘)−𝑥3(𝑡𝑘)= 0.

Пример 2. Пусть система (1)–(3) определяется следующими матрицами (ℎ=1, 𝑚=1):

𝐴11=

[︂
0 1

0 0

]︂
, 𝐴12=

[︂
−1

2

]︂
, 𝐴21= [0, 1], 𝐴22= [1],

𝐵10=

[︂
−1/2 0

−1 0

]︂
, 𝐵11=

[︂
−1/2 0

1 0

]︂
, 𝐵13=0,

𝐵20=0, 𝐵21= [1, −1], 𝐵22= [−1, 1], 𝐶11= [−1, −1], 𝐶12=0.

Вычисляем

𝑒𝐴11𝑡=

[︂
1 𝑡

0 1

]︂
,

1ˆ

0

𝑒𝐴11(1−𝜏) 𝑑𝜏 =

[︂
1 1/2

0 1

]︂
, 𝐴=

⎡⎣1 1 0

0 1 2

0 1 0

⎤⎦ ,
𝐵(𝜆)=

⎡⎣ 𝜆−1 0

𝜆−1 0

−𝜆2+𝜆 𝜆2−𝜆

⎤⎦ , 𝐶(𝜆)= [−1, −1, 0].

Несложная проверка показывает, что для данной системы условие (11) выполнено, а усло-
вие (10) нарушается при 𝜆=1:

[︀
𝐼𝑛−𝜆𝐴, 𝐵(𝜆)

]︀⃒⃒⃒
𝜆=1

=

⎡⎣0 −1 0 0 0

0 0 −2 0 0

0 −1 0 0 0

⎤⎦.
Значит, рассматриваемая система не имеет свойства полной управляемости и результаты
статьи [15] для финитной стабилизации системы в данном случае не применимы.
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Проверим условие (22). Следуя [19], находим

𝑇1=

[︂
1 0 0

1 −1 0

]︂
, 𝑇 =𝑇2=

[︂
0 1 1

0 0 1

]︂
, 𝑆=

⎡⎣1 0 0

0 1 0

1 −1 0

⎤⎦ , 𝐺(𝜆)=

⎡⎣−𝜆 𝜆−1 𝜆−1

−𝜆 𝜆−1 𝜆−1

0 𝜆 0

⎤⎦.
Видно, что условие (22) выполняется. Построим регулятор слабой финитной стабилизации по
выходу (6). Будем следовать методу, заложенному в доказательстве достаточности условий
теоремы.

Сначала построим регулятор финитной стабилизации для системы (29) (см. [15]):

𝑢̃1(𝑡𝑘)=

[︂
1 0 3 3 0

1 0 3 3 0

]︂
𝑥̃3(𝑡𝑘)+

[︂
0 −1 0 0 0

0 −1 0 0 0

]︂
𝑥̃3(𝑡𝑘−1),

𝑢̃2(𝑡𝑘)=

⎡⎣1 0 3 3 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎤⎦ 𝑥̃3(𝑡𝑘)+
⎡⎣0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎤⎦ 𝑥̃3(𝑡𝑘−1),

𝑥̃3(𝑡𝑘+1)=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0

−1 1 −2 −1 0

−1 −3 −5 −1 3

0 0 1 0 0

0 −1 −1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦𝑥̃3(𝑡𝑘)+
⎡⎢⎢⎣
0 −1 0 0 0

0 2 1 0 −1

0 1 0 0 0

0 2 2 0 −2

⎤⎥⎥⎦𝑥̃3(𝑡𝑘−1)+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

−3

0

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦𝑦(𝑡𝑘)+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

0

2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦𝑦(𝑡𝑘−1). (45)

Выпишем матрицу, ассоциированную с характеристической матрицей системы (29), (31)
в случае регулятора (45) (т.е. матрицу (33)):

̃︁𝑊 (𝜆)=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1−𝜆 −𝜆 0 𝜆 −𝜆2 3𝜆 3𝜆 0

0 1−𝜆 −2𝜆 𝜆 −𝜆2 3𝜆 3𝜆 0

0 −𝜆 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1−𝜆 𝜆2 −3𝜆 −3𝜆 0

𝜆2 𝜆2 0 𝜆 1−𝜆−2𝜆2 −𝜆2+2𝜆 3𝜆 𝜆2

−3𝜆 −3𝜆 0 𝜆 3𝜆−𝜆2 1+5𝜆 𝜆 −3𝜆

2𝜆2 2𝜆2 0 0 −2𝜆2 −𝜆−2𝜆2 1 2𝜆2

−𝜆 −𝜆 0 0 𝜆 𝜆 0 1−𝜆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (46)

Непосредственной проверкой убеждаемся, что
⃒⃒̃︁𝑊 (𝜆)

⃒⃒
≡ 1. Поэтому согласно лемме 2 вы-

полняются соотношения (32), а значит, регулятор (45) является регулятором финитной
стабилизации:

Используя параметры регулятора (45) и формулы (35), окончательно получаем для рас-
сматриваемой системы регулятор слабой финитной стабилизации

𝑢(𝑡𝑘)=

[︂
1 0 3 3 0

1 0 3 3 0

]︂
𝑥41(𝑡𝑘)+

[︂
0 −1 0 0 0

0 −1 0 0 0

]︂
𝑥41(𝑡𝑘−1)+

[︂
0 1 1

0 0 1

]︂
𝑥42(𝑡𝑘+1),

𝑥41(𝑡𝑘+1)=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0

−1 1 −2 −1 0

−1 −3 −5 −1 3

0 0 1 0 0

0 −1 −1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦𝑥41(𝑡𝑘)+
⎡⎢⎢⎣
0 −1 0 0 0

0 2 1 0 −1

0 1 0 0 0

0 2 2 0 −2

⎤⎥⎥⎦𝑥41(𝑡𝑘−1)+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

−3

0

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦𝑦(𝑡𝑘)+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

0

2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦𝑦(𝑡𝑘−1),
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𝑥42(𝑡𝑘+1)=

⎡⎣1 0 0

0 1 0

1 −1 0

⎤⎦𝑥42(𝑡𝑘)+
⎡⎢⎣1 0 3 3 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎤⎥⎦𝑥41(𝑡𝑘)+
⎡⎣0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎤⎦𝑥41(𝑡𝑘−1). (47)

Замкнём исходную систему регулятором (47) и выпишем матрицу 𝑊1(𝜆), ассоциирован-
ную с характеристической матрицей замкнутой системы (матрицу (37)):⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1−𝜆 −𝜆 0 −𝜆2+𝜆 𝜆3−𝜆2 −3𝜆2+3𝜆 −3𝜆2+3𝜆 0 0 −𝜆+1 −𝜆+1

0 1−𝜆 −2𝜆 −𝜆2+𝜆 𝜆3−𝜆2 −3𝜆2+3𝜆 −3𝜆2+3𝜆 0 0 −𝜆+1 −𝜆+1

0 −𝜆 1 0 0 0 0 0 0 𝜆2−𝜆 0

0 0 0 1−𝜆 𝜆2 −3𝜆 −3𝜆 0 0 0 0

𝜆2 𝜆2 0 𝜆 1−𝜆−2𝜆2 −𝜆2+2𝜆 3𝜆 𝜆2 0 0 0

−3𝜆 −3𝜆 0 𝜆 3𝜆−𝜆2 1+5𝜆 𝜆 −3𝜆 0 0 0

2𝜆2 2𝜆2 0 0 −2𝜆2 −𝜆−2𝜆2 1 2𝜆2 0 0 0

−𝜆 −𝜆 0 0 𝜆 𝜆 0 1−𝜆 0 0 0

0 0 0 −𝜆 𝜆2 −3𝜆 −3𝜆 0 1−𝜆 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1−𝜆 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −𝜆 𝜆 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Сформировав матрицу Ω(𝜆) (см. (38)), прямым перемножением проверяем, что выпол-
няется равенство (39). Значит, переменные 𝑋, 𝑥41, являющиеся векторными компонентами
решения col

[︀
𝑋, 𝑥41, 𝑥42

]︀
замкнутой системы, удовлетворяют разностной системе с дис-

кретным временем (30), а матрица (46) ассоциирована с характеристической матрицей этой
системы. В силу (34) найдётся 𝑘0∈N такое, что имеют место соотношения (40). Следователь-
но, в силу леммы 1, регулятор (47) является регулятором слабой финитной стабилизации
по выходу.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложен подход к управлению не полностью управляемыми линейными авто-
номными гибридными непрерывно-дискретными системами. Получены критерии существо-
вания и методы проектирования регуляторов слабой финитной стабилизации по состоянию и
по выходу. Отметим, что если в каждом множестве матриц

{︀
𝐵𝑘0, . . . , 𝐵𝑘𝑚

}︀
, 𝑘=1, 2, из урав-

нений (1) и (2) соответственно имеется только по одной, отличной от нулевой, то 𝐺(𝜆)= 0
и условия (10) и (22) равносильны.

Акцентируем внимание на отличительных особенностях регуляторов финитной стабили-
зации и слабой финитной стабилизации. Если для исходной системы (1), (2) выполняется
условие (10) (условия (10), (11)) и система замкнута регулятором финитной стабилизации
по состоянию (по выходу), то найдётся 𝑘3 ∈N такое, что наряду с соотношениями (8), (9)
будет выполняться равенство 𝑢(𝑡𝑘) = 0, 𝑘 = 𝑘3, 𝑘3+1, . . . , т.е. траектория системы посред-
ством регулятора приводится в нуль и остаётся там при “выключенном” управлении. Что
касается регулятора слабой финитной стабилизации по состоянию (по выходу), то он также
приводит траекторию системы в нуль. Однако если условие (10) нарушается, а управление
впоследствии “выключить”, 𝑢(𝑡𝑘)=0, 𝑘=𝑘4, 𝑘4+1, . . . (𝑘4∈N), то траектория системы за счёт
третьего уравнения в соотношениях (35) “выйдет” из нуля, т.е. найдётся 𝑘5 ∈N такое, что
𝑥1(𝑡) ̸=0, 𝑡> 𝑡𝑘5 , или 𝑥2(𝑡𝑘) ̸=0, 𝑘 >𝑘5.
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В статьях [21, 22] показано, что в случае линейных автономных систем нейтрального ти-
па одновременное выполнение условий полной 0-управляемости и финальной наблюдаемости
равносильно существованию регулятора финитной стабилизации по выходу, что представля-
ет собой определённый аналог с выполнением условий (10) и (11) для систем вида (1)–(3).
Поэтому представляется актуальным получить для систем нейтрального типа условия, ана-
логичные условиям теоремы и являющиеся достаточными для существования регуляторов
слабой финитной стабилизации по выходу.
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FINITE STABILIZATION OF NOT FULLY CONTROLLED HYBRID LINEAR
CONTINUOUS-DISCRETE SYSTEMS
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For hybrid linear autonomous continuous-discrete systems that do not have the property of complete
controllability, an approach to designing two types of controllers that provide “incomplete finite sta-
bilization” is proposed. The implementation of one of them — a controller of weak finite state stabi-
lization — is based on knowledge of the values of the control system solution at discrete moments of
time, multiples of the quantization step. The second type of controller — a weak finite stabilization
controller by output — uses the observed output signal as feedback. The constructed regulators contain
auxiliary variables described by additional equations with discrete time, and incomplete finite stabi-
lization implies that for a closed system, finite functions will only be required for those components of
the solution vector that are components of the solution vector of the initial (open) system. Criteria for
the existence of the specified regulators and a method for their design are obtained.

Keywords: linear hybrid continuous-discrete system, observed output signal, controller, finite stabiliza-
tion
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Birkhäuser, 2002.

5. Bortakovsky, A.S. and Uryupin, I.V., Optimization of switchable systems’ trajectories, J. Comput. Syst. Sci.
Int., 2021, vol. 60, no. 5, pp. 701–718.

6. Bortakovskiy, A.S., Optimizatsiya pereklyuchayushchikh sistem (Optimization of Switching Systems), Moscow:
Izd-vo MAI, 2016.

7. Maksimov, V.P., Continuous-discrete dynamic models, Ufa Math. J., 2021, vol. 13, no. 3, pp. 95–103.
8. Baturin, V.A., Goncharova E.V., and Maltugueva, N.S., Iterative methods for solution of problems of optimal

control of logic-dynamic systems, J. Comput. Syst. Sci. Int., 2010, vol. 49, no. 5, pp. 731–739.
9. Gabasov, R., Kirillova, F.M., and Paulianok, N.S., Optimal control of some hybrid systems, J. Comput. Syst.

Sci. Int., 2010, no. 49, pp. 872–882.
10. Agranovich, G., Observer for discrete-continuous LTI systems with continuous-time measurements, Funct. Differ.

Equat., 2011, no. 18 (1), pp. 3–12.
11. Branicky, M., Borkar, V., and Mitter S., A unified framework for hybrid control: model and optimal control

theory, IEEE Trans. Automat. Control, vol. 43, no. 1, pp. 31–45.
12. De la Sen, M., On the controller synthesis for linear hybrid systems, IMA J. of Math. Control and Information,

2001, no. 18 (4), pp. 503–529.
13. Marchenko, V.M., Hybrid discrete-continuous systems. Controllability and reachability, Differ. Equat., 2013,

vol. 49, no. 1, pp. 112–125.
14. Marchenko, V.M., Observability of hybrid discrete-continuous systems, Differ. Equat., 2013, vol. 49, no. 11,

pp. 1389–1404.
15. Khartovskii, V.E., Finite stabilization controllers for hybrid linear continuous-discrete systems, Differ. Equat.,

2024, vol. 60, no. 10, pp. 1463–1475.
16. Metel’skii, A.V., Urban, O.I., and Khartovskii, V.E., Damping of a solution of linear autonomous difference–dif-

ferential systems with many delays using feedback, J. Comput. Syst. Sci. Int., 2015, vol. 54, no. 2, pp. 202–211.
17. Metel’skii, A.V., Khartovskii, V.E., and Urban O.I., Solution damping controllers for linear systems of the neutral

type, Differ. Equat., 2016, vol. 52, no. 3, pp. 386–399.
18. Metel’skii, A.V. and Khartovskii, V.E., Synthesis of damping controllers for the solution of completely regular

differential-algebraic delay systems, Differ. Equat., 2017, vol. 53, no. 4, pp. 539–550.
19. Khartovskii, V.E., On a linear autonomous descriptor equation with discrete time. I. Appendix to the 0-

controllability problem, Vestnik Udmurtskogo Universiteta. Matematika. Mekhanika. Komp’yuternye Nauki, 2020,
iss. 2, pp. 290–311.

20. Khartovskii, V.E., On a linear autonomous descriptor equation with discrete time. II. Canonical representation
and structural properties, Izvestiya Instituta Matematiki i Informatiki Udmurtskogo Gosudarstvennogo Univer-
siteta, 2020, vol. 55, pp. 102–121.

21. Khartovskii, V.E., Finite stabilization and finite spectrum assignment by a single controller based on incomplete
measurements for linear systems of the neutral type, Differ. Equat., 2024, vol. 60, no. 5, pp. 686–706.

22. Khartovskii, V.E. and Urban O.I., Incomplete measurements-based finite stabilization of neutral systems by
controllers with lumped commensurate delays, Automation and Remote Control, 2025, no. 1, pp. 3–26.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 61 № 3 2025


	Хартовский В.Е. Финитная стабилизация непрерывно-дискретных систем
	Введение
	1 Постановка задачи
	2 Вспомогательные результаты
	3 Критерии существования регуляторов финитной стабилизации
	4 Примеры
	Заключение
	Финансирование работы
	Конфликт интересов
	Список литературы


