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ВВЕДЕНИЕ

В релятивистской физике (в том числе и в квантовой теории поля) для изучения явле-
ний используются математические модели (согласованные со специальной теорией относи-
тельности) с дифференциальными уравнениями с частными производными, инвариантными
относительно преобразований Лоренца, в частности, уравнениями Максвелла, Дирака, Янга–
Миллса, Клейна–Гордона и др. Для создания новых и/или развития существующих моделей
предлагаются новые классы “лоренцинвариантных” уравнений, удовлетворяющих тем или
иным дополнительным условиям. Например, в работе [1] выделен класс ковариантно осна-
щённых систем уравнений и доказана корректность постановки задачи Коши для уравнений
из этого класса. В статье [2] введён в рассмотрение класс 𝒦 полевых уравнений для волно-
вой функции, состоящей из двух спиноров Вейля. Из него выделено уравнение, с помощью
которого предложено описывать нейтрино с ненулевой массой.

В настоящей работе, обобщая результаты статьи [2], введены классы 𝒦𝑝,𝑞 полевых урав-
нений для волновой функции, состоящей из 𝑛= 𝑝+𝑞 спиноров Вейля (𝑝, 𝑞 — целые неот-
рицательные числа, 𝑛∈N). В классе уравнений 𝒦𝑝,𝑞 выделены два подкласса уравнений —
уравнения майорановского типа (в частности, при 𝑝 = 𝑛, 𝑞 = 0 или 𝑝 = 0, 𝑞 = 𝑛) и урав-
нения дираковского типа (при чётном 𝑛 и 𝑝= 𝑞 = 𝑛/2). Показано, что уравнение Дирака
(1928 г.) входит в подкласс уравнений дираковского типа, а уравнение Майораны (1937 г.) —
в подкласс уравнений майорановского типа. Обсуждена возможность расширения подкласса
уравнений дираковского типа за счёт использования теоремы Мура–Пенроуза о существо-
вании псевдообратных матриц. Доказано, что уравнения для Elko спиноров [3] входят в
подкласс уравнений дираковского типа класса 𝒦4,4.
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1. КЛАСС ПОЛЕВЫХ УРАВНЕНИЙ 𝒦𝑝,𝑞

Пусть R1,3 — пространство Минковского с декартовыми координатами 𝑥𝜇, 𝜇= 0, 1, 2, 3,
с частными производными 𝜕𝜇= 𝜕/𝜕𝑥𝜇 и с метрическим тензором, заданным диагональной
матрицей Минковского

𝜂= ‖𝜂𝜇𝜈‖= ‖𝜂𝜇𝜈‖=diag(1,−1,−1,−1).

В [2] даны определения правых и левых спиноров Вейля и определены операторы ∇, ∇̃, ‡,
отображающие спиноры Вейля в спиноры Вейля противоположной киральности, а также
введены следующие множества спиноров (спинорных полей) Вейля и пар спиноров Вей-
ля: (𝐿) — множество левых (левокиральных) спиноров Вейля; (𝑅) — множество правых
(правокиральных) спиноров Вейля; (𝐿𝐿) — множество пар левых спиноров Вейля; (𝑅𝑅) —
множество пар правых спиноров Вейля; (𝐿𝑅) — множество пар спиноров Вейля, первый из
которых является левым, а второй правым.

Введём следующие обозначения для множеств из 𝑛= 𝑝+ 𝑞 спиноров Вейля (𝑝, 𝑞 ∈ Z+,
𝑛∈N), где 𝑝 — число левых спиноров Вейля и 𝑞 — число правых спиноров Вейля: (𝐿𝑛) — 𝑛
левых спиноров Вейля (𝑝=𝑛, 𝑞=0), при 𝑛=1 имеем (𝐿1)= (𝐿); (𝑅𝑛) — 𝑛 правых спиноров
Вейля (𝑝=0, 𝑞=𝑛), при 𝑛=1 имеем (𝑅1)=(𝑅); (𝐿𝑝𝑅𝑞) — 𝑛 спиноров Вейля, первые 𝑝 штук
из которых являются левыми, а вторые 𝑞 штук являются правыми (𝑝 ̸=0, 𝑞 ̸=0).

Левые спиноры Вейля будем обозначать 𝜉, 𝜉1, 𝜉2, . . . , а правые — 𝜒, 𝜒1, 𝜒2, . . .
Совокупности из 𝑛 спиноров Вейля будем обозначать (𝜉1; . . . ; 𝜉𝑛)∈ (𝐿𝑛), (𝜒1; . . . ;𝜒𝑛)∈ (𝑅𝑛),
(𝜉1; . . . ; 𝜉𝑝;𝜒𝑝+1; . . . ;𝜒𝑛)∈ (𝐿𝑝𝑅𝑞) и называть 𝑛-спинорами Вейля.

Для произвольных чисел 𝑛=𝑝+𝑞 определим класс 𝒦𝑝,𝑞 систем дифференциальных урав-
нений следующими постулатами∗.

I. В уравнениях из класса 𝒦𝑝,𝑞 неизвестными являются 𝑛-спиноры Вейля из (𝐿𝑝𝑅𝑞) (2𝑛 не-
известных комплексных функций R1,3→C, являющихся компонентами 𝑛 спиноров Вейля).

II. В уравнениях из класса 𝒦𝑝,𝑞 используются только операторы, отображающие спиноры
Вейля в спиноры Вейля.

III. В класс 𝒦𝑝,𝑞 входят уравнения первого порядка (в уравнения входят частные произ-
водные 𝜕𝜇 не выше первого порядка) с нулевой правой частью. Число уравнений равно числу
неизвестных (системы из 2𝑛 комплексных уравнений для 2𝑛 комплексных неизвестных).

IV. Если 𝑛 спиноров Вейля удовлетворяют уравнению (системе уравнений) из 𝒦𝑝,𝑞,
то каждый из этих спиноров Вейля удовлетворяет соответствующему уравнению Клейна–
Гордона.

Следуя линии рассуждения в [2], с помощью постулатов I–IV определим класс 𝒦𝑛,0

(систем) уравнений∗∗ для 𝑛-спинора Вейля (𝜉1; . . . ; 𝜉𝑛)∈ (𝐿𝑛):

∇̃𝜉𝑘+𝑚𝛼𝑠𝑘𝜉‡𝑠 =0, 𝑘=1, 𝑛, (1)

где 𝑚 — вещественная константа (в дальнейшем будет интерпретироваться как масса ча-
стицы); 𝛼𝑠𝑘 — набор из 𝑛2 комплексных констант, образующих матрицу (верхний индекс
нумерует столбцы матрицы, а нижний — строки матрицы)

𝛼= ‖𝛼𝑠𝑘‖∈Mat(𝑛,C).

∗В статье [2] с помощью этих постулатов (при 𝑛=2) определены классы уравнений 𝒦2,0, 𝒦0,2, 𝒦1,1,
которые там обозначены через 𝒦1, 𝒦2, 𝒦3.

∗∗Далее индексы 𝑘, 𝑙, 𝑠, . . . пробегают значения от 1 до 𝑛 и по повторяющимся индексам ведётся
суммирование.
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Покажем, что требование выполнения постулата IV позволяет найти простое условие на
матрицу 𝛼. Действительно, подействовав на левую часть уравнения (1) оператором дуаль-
ности ‡, получим

∇(𝜉‡𝑠)=𝑚𝛼̄𝑙𝑠𝜉𝑙. (2)

Теперь подействуем на (1) оператором ∇ и воспользуемся равенством (2). Будем иметь

0=∇∇̃𝜉𝑘+𝑚𝛼𝑠𝑘∇(𝜉‡𝑠)=∇∇̃𝜉𝑘+𝑚2𝛼𝑠𝑘𝛼̄
𝑙
𝑠𝜉𝑙.

В соответствии с постулатом IV правая часть этого равенства должна быть равна оператору
Клейна–Гордона, действующему на 𝜉𝑘:

∇∇̃𝜉𝑘+𝑚2𝜉𝑘.

Поэтому 𝛼𝑠𝑘𝛼̄
𝑙
𝑠𝜉𝑙= 𝜉𝑘 и

𝛼𝑠𝑘𝛼̄
𝑙
𝑠= 𝛿𝑙𝑘, (3)

где 𝛿𝑙𝑘 — символ Кронекера. Обозначив через 𝛼̄ матрицу с комплексно-сопряжёнными эле-
ментами 𝛼̄=‖𝛼̄𝑙𝑠‖∈Mat(𝑛,C), условие для компонент матриц (3) запишем в виде матричного
равенства

𝛼̄=𝛼−1. (4)

Оно не только выглядит проще условия, выписанного для 𝑛 = 2 в статье [2] (форму-
лы (21), (22)), но и даёт естественное обобщение на произвольную размерность 𝑛∈N.

Таким образом, определён класс 𝒦𝑛,0 уравнений вида (1) с условием (4) на коэффициенты
уравнений. Из класса уравнений 𝒦𝑛,0 легко получить все остальные классы уравнений 𝒦𝑝,𝑞

с 𝑝+ 𝑞 = 𝑛, 𝑞 > 0. Прежде всего определим класс уравнений 𝒦0,𝑛. Для этого подействуем
оператором дуальности ‡ на уравнения (1) и введём обозначения для правых спиноров Вейля

𝜒𝑘= 𝜉‡𝑘, 𝑘=1, 𝑛.

Получим уравнения
∇𝜒𝑘+𝑚𝛼̄𝑠𝑘𝜒‡

𝑠=0, 𝑘=1, 𝑛,

которые при выполнении условий на коэффициенты (4) составляют класс уравнений 𝒦0,𝑛.
Для определения классов уравнений 𝒦𝑝,𝑞 с 𝑝+𝑞=𝑛, 𝑝> 0, 𝑞 > 0, уравнения (1) разделим

на две группы:

∇̃𝜉𝑎+𝑚

(︃
𝑝∑︁
𝑏=1

𝛼𝑏𝑎𝜉
‡
𝑏+

𝑛∑︁
𝑐=𝑝+1

𝛼𝑐𝑎𝜉
‡
𝑐

)︃
=0, 𝑎=1, 𝑝;

∇̃𝜉𝑑+𝑚

(︃
𝑝∑︁
𝑏=1

𝛼𝑏𝑑𝜉
‡
𝑏+

𝑛∑︁
𝑐=𝑝+1

𝛼𝑐𝑑𝜉
‡
𝑐

)︃
=0, 𝑑= 𝑝+1, 𝑛.

Теперь на эти уравнения подействуем оператором ‡ и выполним замену переменных

𝜒𝑑= 𝜉‡𝑑, 𝑑= 𝑝+1, 𝑛.

Придём к системе уравнений для 𝑛-спинора Вейля Θ=(𝜉1; . . . ; 𝜉𝑝;𝜒𝑝+1; . . . ;𝜒𝑛)∈ (𝐿𝑝𝑅𝑞):

∇̃𝜉𝑎+𝑚

(︃
𝑝∑︁
𝑏=1

𝛼𝑏𝑎𝜉
‡
𝑏+

𝑛∑︁
𝑐=𝑝+1

𝛼𝑐𝑎𝜒𝑐

)︃
=0, 𝑎=1, 𝑝; (5)

∇𝜒𝑑+𝑚

(︃
−

𝑝∑︁
𝑏=1

𝛼̄𝑏𝑑𝜉𝑏+

𝑛∑︁
𝑐=𝑝+1

𝛼̄𝑐𝑑𝜒
‡
𝑐

)︃
=0, 𝑑= 𝑝+1, 𝑛. (6)
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Введём обозначения для множеств матриц

𝒜𝑛= {𝛼∈Mat(𝑛,C) : 𝛼̄=𝛼−1}, 𝑛∈N.

Множество систем уравнений вида (5), (6) с произвольной матрицей 𝛼∈𝒜𝑛 составляет
класс уравнений 𝒦𝑝,𝑞 для 𝑛-спиноров Вейля из (𝐿𝑝𝑅𝑞).

Если 𝑛-спинор Вейля Θ= (𝜉1; . . . ; 𝜉𝑝;𝜒𝑝+1; . . . ;𝜒𝑛) ∈ (𝐿𝑝𝑅𝑞) удовлетворяет уравнению из
класса 𝒦𝑝,𝑞 (т.е. системе уравнений (5), (6) с некоторой матрицей 𝛼∈Mat(𝑛,C), удовлетво-
ряющей условию (4)), то левые и правые спиноры Вейля, составляющие 𝑛-спинор Вейля Θ,
удовлетворяют соответствующим уравнениям Клейна–Гордона

∇∇̃𝜉𝑎+𝑚2𝜉𝑎=0, 𝑎=1, 𝑝; ∇̃∇𝜒𝑑+𝑚2𝜒𝑑=0, 𝑑= 𝑝+1, 𝑛.

2. ПОДКЛАСС ℳ(𝒦𝑝,𝑞) ПОЛЕВЫХ УРАВНЕНИЙ МАЙОРАНОВСКОГО ТИПА

Класс полевых уравнений 𝒦𝑝,𝑞, 𝑝+𝑞=𝑛, определяется целыми неотрицательными числами
𝑝, 𝑞 и множеством матриц 𝛼∈𝒜𝑛 коэффициентов уравнений. Далее выделим два подкласса
полевых уравнений и для этого выделим два подмножества множества матриц 𝒜𝑛.

Обозначим через Mat(𝑝,𝑞,C) множества комплексных матриц, у которых 𝑝 строк и 𝑞 столб-
цов (𝑝⩾ 1, 𝑞⩾ 1), в частности, Mat(𝑛, 𝑛,C)=Mat(𝑛,C).

Матрицу 𝛼∈𝒜𝑛, 𝑛⩾ 2, запишем в блочном виде

𝛼=

[︂
𝛼1 𝛼3

𝛼4 𝛼2

]︂
, (7)

где 𝛼1 ∈Mat(𝑝,C), 𝛼2 ∈Mat(𝑞,C), 𝛼3 ∈Mat(𝑝, 𝑞,C), 𝛼4 ∈Mat(𝑞, 𝑝,C).
Из множества матриц (7) выделим подмножество блочно-диагональных матриц (с 𝛼3=0,

𝛼4=0)

𝛼=

[︂
𝛼1 0
0 𝛼2

]︂
. (8)

Условие 𝛼∈𝒜𝑛 для таких матриц даёт условия

𝛼1 ∈𝒜𝑝, 𝛼2 ∈𝒜𝑞. (9)

Подмножество матриц (8) с условиями (9) выделяет из класса полевых уравнений 𝒦𝑝,𝑞

подкласс уравнений вида

∇̃𝜉𝑎+𝑚
𝑝∑︁
𝑏=1

𝛼𝑏𝑎𝜉
‡
𝑏 =0, 𝑎=1, 𝑝; ∇𝜒𝑑+𝑚

𝑛∑︁
𝑐=𝑝+1

𝛼̄𝑐𝑑𝜒
‡
𝑐=0, 𝑑= 𝑝+1, 𝑛, (10)

который будем обозначать ℳ(𝒦𝑝,𝑞)⊆𝒦𝑝,𝑞 и называть подклассом уравнений майорановского
типа. Отметим, что при 𝑝=𝑛, 𝑞=0 и 𝑝=0, 𝑞=𝑛

ℳ(𝒦𝑛,0)=𝒦𝑛,0, ℳ(𝒦0,𝑛)=𝒦0,𝑛,

а при 𝑝⩾1, 𝑞⩾1 система уравнений (10) распадается на две независимые системы уравнений.
Пример 1. Рассмотрим класс уравнений 𝒦1,0=ℳ(𝒦1,0), который описывается комплекс-

ной матрицей 𝛼 первого порядка, т.е. числом 𝛼∈C, удовлетворяющим условию 𝛼̄=𝛼−1, а
значит, |𝛼|=1. Уравнения из 𝒦1,0 для левого спинора Вейля 𝜉= 𝜉1 ∈ (𝐿) имеют вид

∇̃𝜉+𝑚𝑒𝑖𝜑𝜉‡=0, 𝑒𝑖𝜑=𝛼, 𝜑∈R. (11)

Уравнение (11) является уравнением Майораны для левого спинора Вейля (см. [2]).
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Уравнения из класса 𝒦0,1=ℳ(𝒦0,1) для правого спинора Вейля 𝜒∈ (𝑅) являются урав-
нениями Майораны (с фазовыми множителями 𝑒𝑖𝜓)

∇𝜒+𝑚𝑒𝑖𝜓𝜒‡=0.

Этот пример обосновывает название подкласс уравнений майорановского типа для уравнений
из ℳ(𝒦𝑝,𝑞).

Пример 2. Рассмотрим класс уравнений 𝒦2,0=ℳ(𝒦2,0) для пары левых спиноров Вейля
(𝜉1; 𝜉2)∈ (𝐿2):

∇̃𝜉1+𝑚(𝛼1
1𝜉

‡
1+𝛼

2
1𝜉

‡
2)= 0, ∇̃𝜉2+𝑚(𝛼1

2𝜉
‡
1+𝛼

2
2𝜉

‡
2)= 0, (12)

где матрица 𝛼= ‖𝛼𝑘𝑙 ‖∈Mat(2,C) удовлетворяет условию 𝛼̄=𝛼−1. В [2] предложено исполь-
зовать эту систему уравнений для описания динамики нейтрино с ненулевой массой 𝑚.
В качестве представителя класса там выбрана система уравнений с матрицей, зависящей от
двух параметров 𝜆, 𝜀∈R, 𝜀 ̸=0:

𝛼=

[︂
0 −𝜀𝑖𝑒𝑖𝜆

−𝑖𝑒𝑖𝜆/𝜀 0

]︂
. (13)

В силу доказанной в [2] теоремы о модельной эквивалентности всех уравнений из класса
𝒦2,0 выбор конкретного представителя класса не играет существенной роли для теории.

В качестве уравнения для антинейтрино в работе [2] предложено использовать уравнение
из класса 𝒦0,2=ℳ(𝒦0,2) для пары правых спиноров Вейля (𝜒1;𝜒2)∈ (𝑅2):

∇𝜒1+𝑚(𝛼̄1
1𝜒

‡
1+ 𝛼̄

2
1𝜒

‡
2)= 0, ∇𝜒2+𝑚(𝛼̄1

2𝜒
‡
1+ 𝛼̄

2
2𝜒

‡
2)= 0,

с комплексно-сопряжённой матрицей (13).

3. ПОДКЛАСС 𝒟(𝒦𝑝,𝑞) ПОЛЕВЫХ УРАВНЕНИЙ ДИРАКОВСКОГО ТИПА

Выделим из множества матриц (7) подмножество матриц (с 𝛼1=0, 𝛼2=0)

𝛼=

[︂
0 𝛼3

𝛼4 0

]︂
. (14)

Матрицы 𝛼3 ∈Mat(𝑝, 𝑞,C), 𝛼4 ∈Mat(𝑞, 𝑝,C) имеют вид

𝛼3=

⎡⎢⎣𝛼
𝑝+1
1 · · · 𝛼𝑛1
...

...
𝛼𝑝+1
𝑝 · · · 𝛼𝑛𝑝

⎤⎥⎦, 𝛼4=

⎡⎢⎣𝛼
1
𝑝+1 · · · 𝛼𝑝𝑝+1
...

...
𝛼1
𝑛 · · · 𝛼𝑝𝑛

⎤⎥⎦.
Условие 𝛼∈𝒜𝑛 для таких матриц даёт условия

𝛼̄3𝛼4= 𝐼𝑑𝑝, 𝛼̄4𝛼3= 𝐼𝑑𝑞, (15)

где 𝐼𝑑𝑝, 𝐼𝑑𝑞 — единичные матрицы размерностей 𝑝 и 𝑞 соответственно. Равенства (15)
могут быть выполнены только при чётном 𝑛 и 𝑝= 𝑞=𝑛/2. В этом случае матрицы 𝛼3, 𝛼4 ∈
∈Mat(𝑛/2,C) невырождены и

𝛼̄3=𝛼−1
4 . (16)
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Подмножество матриц (14) с условием (16) выделяет из класса полевых уравнений 𝒦𝑝,𝑝

подкласс уравнений (для 2𝑝-спинора Вейля Θ=(𝜉1; . . . ; 𝜉𝑝;𝜒𝑝+1; . . . ;𝜒2𝑝)∈ (𝐿𝑝𝑅𝑝)) вида

∇̃𝜉𝑎+𝑚
2𝑝∑︁

𝑐=𝑝+1

𝛼𝑐𝑎𝜒𝑐=0, 𝑎=1, 𝑝; ∇𝜒𝑑−𝑚
𝑝∑︁
𝑏=1

𝛼̄𝑏𝑑𝜉𝑏=0, 𝑑= 𝑝+1, 2𝑝, (17)

который будем обозначать 𝒟(𝒦𝑝,𝑝) ⊂ 𝒦𝑝,𝑝 и называть подклассом уравнений дираковского
типа.

Пример 3. Рассмотрим подкласс уравнений дираковского типа 𝒟(𝒦1,1) для пары спи-
норов Вейля (𝜉1;𝜒2)∈ (𝐿𝑅):

∇̃𝜉1+𝑚𝛼2
1𝜒2=0, ∇𝜒2−𝑚𝛼̄1

2𝜉1=0,

где

𝛼=

[︂
0 𝛼2

1

𝛼1
2 0

]︂
и комплексные числа 𝛼1

2, 𝛼2
1 таковы, что 𝛼̄1

2𝛼
2
1=1.

В частности, если возьмём 𝛼1
2 =𝛼2

1 = 𝑖, то получим уравнение Дирака в представлении
Вейля (см. [2]) ∇̃𝜉+ 𝑖𝑚𝜒=0, ∇𝜒+ 𝑖𝑚𝜉=0, где 𝜉= 𝜉1, 𝜒=𝜒2.

Этот пример обосновывает название подкласс уравнений дираковского типа для уравнений
из 𝒟(𝒦𝑝,𝑝).

Замечание. По теореме Мура–Пенроуза [4, 5] для любой матрицы 𝐴∈Mat(𝑝, 𝑞,C) су-
ществует псевдообратная матрица 𝐴𝑔 ∈Mat(𝑞, 𝑝,C) такая, что 𝐴𝐴𝑔𝐴=𝐴. Если два равен-
ства (15) заменить одним (более слабым) равенством

𝛼3𝛼̄4𝛼3=𝛼3, (18)

то можем получить 𝛼̄4=𝛼
𝑔
3, что даст возможность расширить подкласс уравнений дираков-

ского типа 𝒟(𝒦𝑝,𝑞), включив в него уравнения с произвольными натуральными 𝑝, 𝑞. Вместе
с тем для уравнений с 𝑝 ̸= 𝑞 и с условием (18) постулат IV будет ослаблен и этот факт
требует дальнейшего изучения.

4. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ELKO СПИНОРОВ ИЗ ПОДКЛАССА 𝒟(𝒦4,4)

В 2005 году в работе [3] были введены так называемые Elko∗ спиноры, являющиеся
собственными спинорами оператора зарядового сопряжения. Те же авторы предложили ис-
пользовать Elko спиноры для описания тёмной материи [6]. Это направление исследований
активно развивается (см. обзор [7] и критические замечания [8]).

Покажем, что система уравнений для Elko спиноров принадлежит подклассу 𝒟(𝒦4,4). Для
этого воспользуемся формой записи системы уравнений для Elko спиноров, приведённой в
статье [9]:

𝛾𝜇𝑝𝜇𝜓
+
++ 𝑖𝑚𝜓+

− =0, 𝛾𝜇𝑝𝜇𝜓
+
−− 𝑖𝑚𝜓+

+ =0, 𝛾𝜇𝑝𝜇𝜓
−
+− 𝑖𝑚𝜓−

− =0, 𝛾𝜇𝑝𝜇𝜓
−
−+ 𝑖𝑚𝜓−

+ =0, (19)

где 𝑝𝜇= 𝑖𝜕𝜇 и 𝛾-матрицы Дирака взяты в представлении Вейля

𝛾𝜇=

[︂
0 𝜎𝜇

𝜎̃𝜇 0

]︂
, 𝜇=0, 1, 2, 3. (20)

∗“Eigenspinoren des Ladungskonjugations Operators” (нем.).
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Четыре спинора Дирака 𝜓±
± запишем с использованием 8-спинора Вейля

(𝜉1; 𝜉2; 𝜉3; 𝜉4;𝜒5;𝜒6;𝜒7;𝜒8)∈ (𝐿4𝑅4)

в виде

𝜓+
+ =

[︂
𝜉1
𝜒5

]︂
, 𝜓+

− =

[︂
𝜉2
𝜒6

]︂
, 𝜓−

+ =

[︂
𝜉3
𝜒7

]︂
, 𝜓−

− =

[︂
𝜉4
𝜒8

]︂
.

Подставляя их в (19), используя формулу

𝛾𝜇𝑝𝜇

[︂
𝜉
𝜒

]︂
=

[︂
𝑖𝜎𝜇𝜕𝜇𝜒
𝑖𝜎̃𝜇𝜕𝜇𝜉

]︂
=

[︂
𝑖∇𝜒
𝑖∇̃𝜉

]︂
,

и в получившейся системе уравнений упорядочивая последовательность уравнений, придём
к системе уравнений (17) с 𝑝=4 и матрицей 𝛼∈Mat(8,C) вида (14) с двумя ненулевыми
блоками

𝛼3=−𝛼4=

⎡⎢⎢⎣
0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

⎤⎥⎥⎦.
В этом случае, как легко убедиться, 𝛼̄3 = 𝛼−1

4 . Тем самым доказано, что система уравне-
ний для Elko спиноров входит в подкласс 𝒟(𝒦4,4) уравнений дираковского типа (в рамках
предлагаемой в этой статье классификации).

Учитывая научный интерес к уравнениям для Elko спиноров из подкласса 𝒟(𝒦4,4) урав-
нений дираковского типа, отметим, что подклассы 𝒟(𝒦2,2) и 𝒟(𝒦3,3), по мнению автора,
также заслуживают внимания специалистов (напомним, что уравнение Дирака (1928 г.)
принадлежит подклассу 𝒟(𝒦1,1)).

Автор благодарен сотрудникам отдела математической физики Математического инсти-
тута имени В.А. Стеклова РАН, а также сотрудникам лаборатории геометрической алгебры
и приложений Национального исследовательского университета “Высшая школа экономики”
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