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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе изучается система Дирака

𝐵y′+𝑉 y=𝜆y, (1)

где y=col(𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥)),

𝐵=

(︂
−𝑖 0
0 𝑖

)︂
, 𝑉 =

(︂
0 𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥) 0

)︂
,

функции 𝑃,𝑄∈𝐿1(0, 𝜋), с двухточечными краевыми условиями

𝑈1(y)= 𝑎11𝑦1(0)+𝑎12𝑦2(0)+𝑎13𝑦1(𝜋)+𝑎14𝑦2(𝜋)= 0,

𝑈2(y)= 𝑎21𝑦1(0)+𝑎22𝑦2(0)+𝑎23𝑦1(𝜋)+𝑎24𝑦2(𝜋)= 0, (2)

где коэффициенты 𝑎𝑗𝑘 — произвольные комплексные числа, а строки матрицы

𝐴=

(︃
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14

𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24

)︃
линейно независимы. Обозначим через 𝐴𝑗𝑘 (1⩽ 𝑗 <𝑘⩽4) определитель, составленный из 𝑗-го
и 𝑘-го столбцов матрицы 𝐴.

Оператор Ly = 𝐵y′+𝑉 y является линейным в пространстве H = 𝐿2(0, 𝜋)⊕𝐿2(0, 𝜋) с
областью определения 𝐷(L) = {y ∈𝑊 1

1 [0, 𝜋]⊕𝑊 1
1 [0, 𝜋] : Ly ∈ H, 𝑈𝑗(y) = 0, 𝑗 = 1, 2}. В про-

странстве H вводится скалярное произведение

⟨f ,g⟩=
𝜋ˆ

0

(︀
𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑥)+𝑓2(𝑥)𝑔2(𝑥)

)︀
𝑑𝑥,

где f =col(𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥)), g=col(𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥)). Всюду в дальнейшем норму ‖f‖H будем обозна-
чать как ‖f‖.
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Задачи вида (1), (2) изучались многими авторами. В частности, В.A. Марченко [1] устано-
вил свойство полноты для систем корневых функций оператора L с регулярными краевыми
условиями и непрерывным матричным потенциалом 𝑉 . Это ограничение связано с тем,
что операторы преобразования, использованные в [1] при доказательстве, были построены
только для непрерывных потенциалов. Позднее M.M. Maлaмуд и Л.Л. Оридорога [2] уста-
новили полноту для регулярных краевых задач для произвольных 𝑛×𝑛 систем первого
порядка обыкновенных дифференциальных уравнения (ОДУ) с интегрируемым матричным
потенциалом 𝑉 ∈𝐿1([0, 𝜋];C𝑛×𝑛) (этот результат был анонсирован в работе [3]).

Наиболее полные результаты о базисности Рисса краевых задач для 2×2 систем Дирака
с потенциалом 𝑉 ∈𝐿1([0, 1];C2×2) и усиленно регулярными краевыми условиями были полу-
чены независимо и одновременно (но разными методами) A.M. Савчуком и A.A. Шкалико-
вым [4] с одной стороны и A.A. Лунёвым и M.M. Maлaмудом [5, 6] с другой. Блок-базисность
Рисса в случае 𝐿1-потенциальной матрицы и регулярных краевых условий впервые была
доказана в статье [4].

Заметим, что если условия (2) не являются регулярными, то спектр рассматриваемо-
го оператора может значительно отличаться от спектра соответствующего невозмущённого
оператора. Например, в [7] были построены примеры потенциалов 𝑉 (𝑥), обеспечивающих
неограниченный рост кратностей собственных значений. Свойство полноты также суще-
ственно зависит от потенциала 𝑉 (𝑥), в частности, в этом случае система корневых функций
невозмущённого оператора (𝑃 (𝑥)=𝑄(𝑥)= 0) неполна в пространстве H (см. [1]).

Первый результат о полноте для 2×2 оператора Дирака L с краевыми условиями, не
являющимися регулярными, был установлен в статье [2]: получены необходимые условия
полноты и доказана следующая

Теорема 1. Если 𝐴14 = 𝐴32 = 0, но 𝐴13𝐴42 ̸= 0 и 0 /∈ supp(𝑅1(𝑥)∪𝑅2(𝑥)), где 𝑅1(𝑥) =
=𝐴13𝑃 (𝑥)−𝐴42𝑄(𝑥−𝜋), 𝑅2(𝑥)=𝐴13𝑃 (𝜋−𝑥)−𝐴42𝑄(𝑥), то система корневых функций непол-
на в пространстве H.

В работе [8] A.П. Koсарев и A.A. Шкаликов доказали полноту системы корневых функций
задачи вида (1), (2), если коэффициенты абсолютно непрерывны и удовлетворяют некото-
рым дополнительным условиям на концах основного интервала. В [9] автором получены
достаточные условия полноты системы корневых функций задачи (1), (2), если 𝑉 ∈𝐿1.

Заметим, что в исследованиях [10, 11] A.A. Лунёв и M.M. Maламуд установили ряд
результатов о полноте (неполноте) системы корневых векторов для общих 𝑛×𝑛-систем ОДУ
первого порядка в форме

1

𝑖
𝐵
𝑑y

𝑑𝑥
+𝑄(𝑥)y=𝜆y, y=col(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛),

где 𝐵 — невырожденная диагональная 𝑛×𝑛-матрица:

𝐵=diag
(︀
𝑏−1
1 𝐼𝑛1 , . . . , 𝑏

−1
𝑟 𝐼𝑛𝑟

)︀
∈C𝑛×𝑛, 𝑛=𝑛1+ . . .+𝑛𝑟,

с комплексными элементами 𝑏𝑗 ̸= 𝑏𝑘; 𝑄(𝑥) — потенциальная матрица. При этом авторы на-
кладывали определённые условия на гладкость коэффициентов рассматриваемого оператора.

Основной целью настоящей работы является исследование базисных свойств систем кор-
невых функций задачи (1), (2) с нерегулярными краевыми условиями.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Обозначим через

𝐸(𝑥, 𝜆)=

(︃
𝑒11(𝑥, 𝜆) 𝑒12(𝑥, 𝜆)

𝑒21(𝑥, 𝜆) 𝑒22(𝑥, 𝜆)

)︃
(3)
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матрицу фундаментальных решений уравнения (1) с краевым условием 𝐸(0, 𝜆)= 𝐼, где 𝐼 —
единичная матрица, и через

𝐸0(𝑥, 𝜆)=

(︃
𝑒011(𝑥, 𝜆) 𝑒012(𝑥, 𝜆)

𝑒021(𝑥, 𝜆) 𝑒022(𝑥, 𝜆)

)︃
систему фундаментальных решений уравнения L0y= 𝜆y с краевым условием 𝐸0(0, 𝜆) = 𝐼,
где L0y=𝐵y′. Очевидно, 𝑒011(𝑥, 𝜆)= 𝑒𝑖𝜆𝑥, 𝑒022(𝑥, 𝜆)= 𝑒−𝑖𝜆𝑥, 𝑒012(𝑥, 𝜆)= 𝑒021(𝑥, 𝜆)= 0.

Собственные значения задачи (1), (2) являются корнями характеристического уравнения

Δ(𝜆)= 0,
где

Δ(𝜆)=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑈1(𝐸

[1](·, 𝜆)) 𝑈1(𝐸
[2](·, 𝜆))

𝑈2(𝐸
[1](·, 𝜆)) 𝑈2(𝐸

[2](·, 𝜆))

⃒⃒⃒⃒
⃒,

𝐸[𝑘](𝑥, 𝜆) — 𝑘-й столбец матрицы (3). В [6] с помощью треугольного оператора преобразования
было показано, что характеристический определитель Δ(𝜆) задачи (1), (2) может быть
приведён к виду

Δ(𝜆)=𝐴12+𝐴34+𝐴32𝑒11(𝜋, 𝜆)+𝐴14𝑒22(𝜋, 𝜆)+𝐴13𝑒12(𝜋, 𝜆)+𝐴42𝑒21(𝜋, 𝜆)=

=Δ0(𝜆)+

𝜋ˆ

0

𝑟1(𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡 𝑑𝑡+

𝜋ˆ

0

𝑟2(𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡 𝑑𝑡,

где функция
Δ0(𝜆)=𝐴12+𝐴34−𝐴23𝑒

𝑖𝜋𝜆+𝐴14𝑒
−𝑖𝜋𝜆

является характеристическим определителем задачи

𝐵y′=𝜆y, 𝑈(y)= 0, (4)

а функции 𝑟𝑗 ∈𝐿1(0, 𝜋), 𝑗=1, 2.
Отсюда следует, что Δ(𝜆) является целой функцией экспоненциального типа, следова-

тельно, для оператора задачи (1), (2) существуют только следующие возможности: 1) спектр
отсутствует; 2) спектр является конечным непустым множеством; 3) спектр представляет
собой счётное множество, не имеющее конечной предельной точки; 4) спектр заполняет всю
комплексную плоскость.

В работе [7] было установлено, что случай 2) не реализуется.
Определение 1. Краевые условия (2) называются регулярными, если

𝐴14𝐴23 ̸=0, (5)

и усиленно регулярными, если кроме (5) они удовлетворяют условию

(𝐴12+𝐴34)
2+4𝐴14𝐴23 ̸=0.

Регулярные краевые условия называются регулярными, но не усиленно регулярными, если
они удовлетворяют условию

(𝐴12+𝐴34)
2+4𝐴14𝐴23=0.

Известно, что для регулярных краевых условий имеют место формулы

𝜆𝑛,1=2𝑛+
ln 𝑧1
𝑖𝜋

+𝜀𝑛,1, 𝜆𝑛,2=2𝑛+
ln 𝑧2
𝑖𝜋

+𝜀𝑛,2,

где 𝑧𝑗 являются корнями уравнения 𝐴23𝑧
2−(𝐴12+𝐴34)𝑧−𝐴14=0, 𝜀𝑛,𝑗 = 𝑜(1), 𝑗=1, 2.
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Определение 2. Краевые условия (2) называются нерегулярными, если

𝐴14𝐴23=0, (𝐴12+𝐴34)(|𝐴23|+ |𝐴14|) ̸=0, (6)

и вырожденными, если

𝐴14𝐴23=0, (𝐴12+𝐴34)(|𝐴23|+ |𝐴14|)= 0.

Очевидно, что характеристическое уравнение Δ0(𝜆)=0 для вырожденных краевых усло-
вий либо не имеет корней, либо Δ0(𝜆)≡ 0.

Обозначим (𝑗=1, 2)

ℰ𝑗1(𝑎, 𝑥, 𝜆)= 𝑒𝑗1(𝑥, 𝜆)𝑒22(𝑎, 𝜆)−𝑒𝑗2(𝑥, 𝜆)𝑒21(𝑎, 𝜆),

ℰ𝑗2(𝑎, 𝑥, 𝜆)= 𝑒𝑗2(𝑥, 𝜆)𝑒11(𝑎, 𝜆)−𝑒𝑗1(𝑥, 𝜆)𝑒12(𝑎, 𝜆),

ℰ0
𝑗1(𝑎, 𝑥, 𝜆)= 𝑒0𝑗1(𝑥, 𝜆)𝑒

0
22(𝑎, 𝜆)−𝑒0𝑗2(𝑥, 𝜆)𝑒021(𝑎, 𝜆),

ℰ0
𝑗2(𝑎, 𝑥, 𝜆)= 𝑒0𝑗2(𝑥, 𝜆)𝑒

0
11(𝑎, 𝜆)−𝑒0𝑗1(𝑥, 𝜆)𝑒012(𝑎, 𝜆).

Для функции Грина задачи (1), (2) справедливо [12] представление

𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜆)=
𝑖

Δ(𝜆)

(︃
𝐴12

(︃
ℰ11(𝑡, 𝑥, 𝜆) −ℰ12(𝑡, 𝑥, 𝜆)
ℰ21(𝑡, 𝑥, 𝜆) −ℰ22(𝑡, 𝑥, 𝜆)

)︃
+

+

(︃
ℰ11(𝜋, 𝑥, 𝜆) −ℰ12(𝜋, 𝑥, 𝜆)
ℰ21(𝜋, 𝑥, 𝜆) −ℰ22(𝜋, 𝑥, 𝜆)

)︃(︃
𝐴14 𝐴24

𝐴13 𝐴23

)︃(︃
𝑒22(𝑡, 𝜆) 𝑒12(𝑡, 𝜆)

−𝑒21(𝑡, 𝜆) −𝑒11(𝑡, 𝜆)

)︃
−

−Δ(𝜆)𝜒𝑡>𝑥(𝑡, 𝑥)

(︃
ℰ11(𝑡, 𝑥, 𝜆) −ℰ12(𝑡, 𝑥, 𝜆)
ℰ21(𝑡, 𝑥, 𝜆) −ℰ22(𝑡, 𝑥, 𝜆)

)︃)︃
, (7)

где 𝜒𝑡>𝑥 является характеристической функцией в треугольнике 𝑡>𝑥.
Перемножая матрицы в правой части (7), получаем

𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜆)=
𝑖𝐻(𝑡, 𝑥, 𝜆)

Δ(𝜆)
− 𝑖𝜒𝑡>𝑥(𝑡, 𝑥)

(︃
ℰ11(𝑡, 𝑥, 𝜆) −ℰ12(𝑡, 𝑥, 𝜆)
ℰ21(𝑡, 𝑥, 𝜆) −ℰ22(𝑡, 𝑥, 𝜆)

)︃
, (8)

где матрица 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝜆)= ‖ℎ𝑗𝑘(𝑡, 𝑥, 𝜆)‖ имеет элементы (𝑗=1, 2)

ℎ𝑗1(𝑡, 𝑥, 𝜆)=𝐴12ℰ𝑗1(𝑡, 𝑥, 𝜆)+[𝐴14ℰ𝑗1(𝜋, 𝑥, 𝜆)−𝐴13ℰ𝑗2(𝜋, 𝑥, 𝜆)]𝑒22(𝑡, 𝜆)−

− [𝐴24ℰ𝑗1(𝜋, 𝑥, 𝜆)−𝐴23ℰ𝑗2(𝜋, 𝑥, 𝜆)]𝑒21(𝑡, 𝜆),

ℎ𝑗2(𝑡, 𝑥, 𝜆)=−𝐴12ℰ𝑗2(𝑡, 𝑥, 𝜆)+[𝐴14ℰ𝑗1(𝜋, 𝑥, 𝜆)−𝐴13ℰ𝑗2(𝜋, 𝑥, 𝜆)]𝑒12(𝑡, 𝜆)−

− [𝐴24ℰ𝑗1(𝜋, 𝑥, 𝜆)−𝐴23ℰ𝑗2(𝜋, 𝑥, 𝜆)]𝑒11(𝑡, 𝜆).

В полосе Π: | Im𝜆|<𝐶 справедливы [12] оценки

𝑒𝑗𝑘(𝑥, 𝜆)= 𝑒0𝑗𝑘(𝑥, 𝜆)+𝑜(1), ℰ𝑗𝑘(𝑡, 𝑥, 𝜆)= ℰ0
𝑗𝑘(𝑡, 𝑥, 𝜆)+𝑜(1), (9)

выполняющиеся равномерно по 𝑡, 𝑥 (𝑗, 𝑘=1, 2).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 61 № 3 2025



О СВОЙСТВАХ ОПЕРАТОРА ДИРАКА 309

Из результатов в [12] следует, что функция Грина 𝐺0(𝑡, 𝑥, 𝜆) невозмущённой задачи (4)
может быть представлена в виде

𝐺0(𝑡, 𝑥, 𝜆)=
𝑖𝐻0(𝑡, 𝑥, 𝜆)

Δ0(𝜆)
− 𝑖𝜒𝑡>𝑥(𝑡, 𝑥)

(︃
𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑡) 0

0 −𝑒𝑖𝜆(𝑡−𝑥)

)︃
,

где

𝐻0(𝑡, 𝑥, 𝜆)= ‖ℎ0𝑗𝑘(𝑡, 𝑥, 𝜆)‖=

(︃
𝐴12𝑒

𝑖𝜆(𝑥−𝑡)+𝐴14𝑒
𝑖𝜆(𝑥−𝜋−𝑡) −𝐴24𝑒

𝑖𝜆(𝑥−𝜋+𝑡)

−𝐴13𝑒
𝑖𝜆(𝜋−𝑥−𝑡) −𝐴12𝑒

𝑖𝜆(𝑡−𝑥)+𝐴23𝑒
𝑖𝜆(𝜋−𝑥+𝑡)

)︃
=

=

(︂
𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑡)(𝐴12+𝐴14𝑒

−𝑖𝜋𝜆) −𝐴24𝑒
𝑖𝜆(𝑥−𝜋+𝑡)

−𝐴13𝑒
𝑖𝜆(𝜋−𝑥−𝑡) 𝑒𝑖𝜆(𝑡−𝑥)(−𝐴12+𝐴23𝑒

𝑖𝜋𝜆)

)︂
.

Из (9) вытекает, что в полосе Π имеют место равенства

ℎ𝑗𝑘(𝑡, 𝑥, 𝜆)=ℎ0𝑗𝑘(𝑡, 𝑥, 𝜆)+𝑜(1), 𝑗, 𝑘=1, 2. (10)

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Далее считаем, что краевые условия (2) нерегулярны, т.е. имеют место соотношения (6).
Тогда характеристический определитель может быть приведён к одному из следующих видов:

Δ(𝜆)= 𝑑−𝑒𝑖𝜋𝜆+
𝜋ˆ

0

𝑟1(𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡 𝑑𝑡+

𝜋ˆ

0

𝑟2(𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡 𝑑𝑡 (11)

или

Δ(𝜆)= 𝑑−𝑒−𝑖𝜋𝜆+
𝜋ˆ

0

𝑟1(𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡 𝑑𝑡+

𝜋ˆ

0

𝑟2(𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡 𝑑𝑡,

где 𝑑 ̸=0. Будем полагать, что выполняется равенство (11) (второй случай рассматривается
аналогично).

Теорема 2. Пусть собственные значения задачи (1), (2), (6) лежат внутри полосы Π:

| Im𝜆|⩽𝑀. (12)

Тогда система корневых функций задачи (1), (2), (6) образует безусловный базис в за-
мыкании своей линейной оболочки. Если 𝑃,𝑄 ∈ 𝐿2(0, 𝜋), то система корневых функций
задачи (1), (2), (6) неполна в пространстве H.

Доказательство. Характеристическое уравнение невозмущённой задачи (4), (6) имеет
вид

Δ0(𝜆)= 𝑑−𝑒𝑖𝜋𝜆=0, (13)

где 𝑑 ̸=0. Пусть 𝑑= 𝑒𝑖𝜋𝑑0 , 0⩽Re 𝑑0< 2. Из тривиального равенства

1−𝑒𝑖𝜋𝜆=−2𝑖𝑒𝑖𝜋𝜆/2 sin
𝜋𝜆

2

и хорошо известного разложения функции sin 𝑧 в бесконечное произведение следует, что

Δ0(𝜆)= 𝑒𝑖𝜋𝑑0 −𝑒𝑖𝜋𝜆= 𝑒𝑖𝜋𝑑0(1−𝑒𝑖𝜋(𝜆−𝑑0))= 𝑖𝜋𝑒𝑖𝜋(𝑑0+𝜆)/2(𝜆−𝑑0)
+∞∏︁

𝑛=−∞, 𝑛 ̸=0

2𝑛+𝑑0−𝜆
2𝑛

,
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стало быть, уравнение (13) имеет корни

𝜆0𝑛=2𝑛+𝑑0, 𝑛∈Z. (14)

Обозначим Δ(𝜆)−Δ0(𝜆)= 𝑓(𝜆). Из (11) вытекает, что в полосе Π

lim
|𝜆|→∞

𝑓(𝜆)= 0.

Обозначим через Γ(𝑧, 𝑟) окружность с центром в точке 𝑧 и радиуса 𝑟. Легко видеть,
что для любого числа 0< 𝛿 < 1 существуют 𝜎(𝛿)> 0 и 𝐶(𝛿)> 0 такие, что вне множества
Ω=∪𝑛∈ZΓ(2𝑛+𝑑0, 𝛿) в полосе Π при |Re𝜆|>𝐶(𝛿) справедливы неравенства

|Δ0(𝜆)|>𝜎(𝛿), |𝑓(𝜆)|<𝜎(𝛿)/2, (15)

откуда по теореме Руше следует, что при всех 𝑛 таких, что

|2𝑛+Re 𝑑0|⩾𝐶(𝛿)+1, (16)

внутри каждой окружности Γ(2𝑛+𝑑0, 𝛿) функция Δ(𝜆) имеет ровно один корень 𝜆𝑛=2𝑛+
+𝑑0+𝜀𝑛, где |𝜀𝑛|<𝛿. Отсюда, в частности, имеем 𝜀𝑛→0 при |𝑛|→∞. Обозначим множество
номеров 𝑛, удовлетворяющих неравенству (16) при некотором фиксированном 𝛿0 (0<𝛿0<1)
через Z′, а множество соответствующих чисел 𝜆𝑛 — через Λ′. Очевидно, что множество Z∖Z′

конечно или пусто, обозначим число входящих в него элементов через 𝑁̂ . Из неравенств (15)
также следует, что вне Ω в полосе Π при |Re𝜆| > 𝐶 функция Δ(𝜆) не имеет корней.
В прямоугольнике Π∩{|Re𝜆|⩽𝐶+Re 𝑑0+1} функция Δ(𝜆) может иметь не более конечного
числа корней (или не иметь совсем). Обозначим те из них, которые не входят в Λ′, через
𝜆̃𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁0. Отсюда заключаем, что спектром задачи (1), (2), (6) является множество
Λ= Λ̃∪Λ′, где Λ̃= {𝜆̃𝑘}.

Пусть 𝑌 ={ỹ𝑘}∪{y𝑛} — cистема собственных и присоединённых функций задачи (1), (2),
(6), где ỹ𝑘 — корневая функция, отвечающая собственному значению 𝜆̃𝑘, а y𝑛=col(𝑦

[1]
𝑛 , 𝑦

[2]
𝑛 ) —

собственная функция, отвечающая собственному значению 𝜆𝑛. Биортогонально сопряжённой
к ней является система собственных и присоединённых функций 𝑍={z̃𝑘}∪{z𝑛} сопряжённой
задачи, где z̃𝑘 — корневая функция, отвечающая собственному значению 𝜆̃𝑘, а z𝑛 — соб-
ственная функция, отвечающая собственному значению 𝜆̄𝑛. Докажем, что система функций
𝑌 образует безусловный базис в замыкании своей линейной оболочки H′.

Так как 𝜆𝑛 является простым собственным значением задачи (1), (2), (6), то [13] главная
часть функции Грина 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜆) в окрестности 𝜆𝑛 имеет вид

y𝑛(𝑥)z𝑛(𝑡)
т

𝜆−𝜆𝑛
.

Отсюда и из (8) следует, что

y𝑛(𝑥)z𝑛(𝑡)
т
=
𝑖𝐻(𝑡, 𝑥, 𝜆𝑛)

Δ′(𝜆𝑛)
. (17)

Дифференцируя равенство (11), находим

Δ′(𝜆)=−𝑖𝜋𝑒𝑖𝜋𝜆− 𝑖
𝜋ˆ

0

𝑡𝑟1(𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡 𝑑𝑡+ 𝑖

𝜋ˆ

0

𝑡𝑟2(𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡 𝑑𝑡.
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Отсюда и из леммы Римана вытекает, что при всех достаточно больши́х 𝑛

0<𝑐1< |Δ′(𝜆𝑛)|<𝑐2. (18)

Из (8), (10), (17), (18) имеем

‖y𝑛‖2‖z𝑛‖2=
2∑︁

𝑗,𝑙=1

⃦⃦
𝑦[𝑗]𝑛 𝑧

[𝑙]
𝑛

⃦⃦2
𝐿2((0,𝜋)×(0,𝜋))

<𝑐3 (19)

для любого 𝑛. Перенумеруем функции системы 𝑌 в произвольном порядке и получим си-
стему собственных и присоединённых функций задачи (1), (2), (6) {𝜓𝑚}, 𝑚∈N. Занумеруем
функции системы 𝑍 так, чтобы в полученной биортогональной системе собственных и при-
соединённых функций 𝜙𝑚 функция 𝜓𝑚 стояла в паре с 𝜙𝑚. Из результатов статьи [14]
следует, что системы функций {𝜓𝑚/‖𝜓𝑚‖} и {𝜙𝑚/‖𝜙𝑚‖} бесселевы в H.

Обозначим

𝑃𝑛f =

𝑛∑︁
𝑚=1

⟨f , 𝜙𝑚⟩𝜓𝑚(𝑥), f ∈H, 𝑛∈N.

Используя (19) и повторяя рассуждения [14, с. 591], находим, что для любой функции f ∈H

‖𝑃𝑛f‖⩽𝐶‖f‖,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛. Так как система {𝜓𝑚} полна и минимальна в H′, то из по-
следнего неравенства вытекает [15, с. 11], что {𝜓𝑚} образует базис в H′. В силу произвольной
нумерации функций 𝜓𝑚 отсюда следует, что система 𝑌 является безусловным базисом в H′.

Докажем вторую часть теоремы. Из (14) следует, что собственные функции невозмущён-
ной задачи (4), (6) имеют вид

ẙ𝑛=col
(︀
𝛼𝑛𝑒

𝑖(2𝑛+𝑑0)𝑥, 𝛽𝑛𝑒
−𝑖(2𝑛+𝑑0)𝑥)︀,

где |𝛼𝑛|+ |𝛽𝑛|> 0, 𝑛∈Z. Обозначим

𝑌 =
⋃︁
𝑛∈Z

ẙ𝑛=

(︃ ⋃︁
𝑛∈Z∖Z′

ẙ𝑛

)︃
∪

(︃ ⋃︁
𝑛∈Z′

ẙ𝑛

)︃
.

Рассмотрим задачу (4), где краевые условия определяются матрицей(︃
1 0 −𝑑 0

0 −𝑑 0 1

)︃
. (20)

Краевые условия (20) являются регулярными, но не усиленно регулярными. Известно [16],
что задача (4), (20) имеет двукратные собственные значения 𝜆𝑛,𝑗=2𝑛+𝑑0, где 𝑛∈Z, 𝑗=1, 2,
причём все корневые подпространства состоят из двух собственных функций. В качестве
одной из них выберем ẙ𝑛, вторую обозначим ẘ𝑛 (𝑛∈Z). Обозначим также 𝑊̊ =

⋃︀
𝑛∈Z ẘ𝑛.

Система 𝑌 ∪𝑊̊ полна и минимальна в H.
Докажем, что ∑︁

𝑛∈Z′

‖y𝑛− ẙ𝑛‖2<𝐶1. (21)
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Из (10), (11) и (14) находим

𝑑(𝑒𝑖𝜋𝜀𝑛 −1)=

𝜋ˆ

−𝜋

𝑟(𝑡)𝑒𝑖(2𝑛+𝑑0+𝜀𝑛)𝑡 𝑑𝑡, 𝑟∈𝐿2(0, 𝜋).

Отсюда и из бесселевости системы функций {𝑒𝑖(2𝑛+𝜀𝑛)𝑡} (𝑛∈Z′) вытекает, что

∑︁
𝑛∈Z′

|𝜀𝑛|2⩽ 𝑐4
∑︁
𝑛∈Z′

|𝑒𝑖𝜋𝜀𝑛 −1|2⩽ 𝑐5
∑︁
𝑛∈Z′

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜋ˆ

−𝜋

𝑒𝑖𝑑0𝑡𝑟(𝑡)𝑒𝑖(2𝑛+𝜀𝑛)𝑡 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

<𝑐6. (22)

Так как 𝑒𝑖(2𝑛+𝑑0)𝜋 = 𝑒𝑖𝑑0𝜋, 𝑒−𝑖(2𝑛+𝑑0)𝜋 = 𝑒−𝑖𝑑0𝜋 для любого 𝑛, то

𝑈𝑗
(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 2𝑛+𝑑0)

)︀
= 𝛾𝑗𝑘,

причём 𝛾𝑗𝑘 не зависят от 𝑛. Поскольку 𝜆0𝑛 = 2𝑛+𝑑0 — простые собственные значения, то
хотя бы одно из чисел 𝛾𝑗𝑘 не равно нулю. Пусть, например, 𝛾22 ̸=0. Тогда [17, с. 84] функция

ẙ𝑛=𝑈2

(︀
𝐸

[2]
0 (·, 𝜆0𝑛)

)︀
𝐸

[1]
0 (𝑥, 𝜆0𝑛)−𝑈2

(︀
𝐸

[1]
0 (·, 𝜆0𝑛)

)︀
𝐸

[2]
0 (𝑥, 𝜆0𝑛)=

= 𝛾22 col(𝑒
𝑖(2𝑛+𝑑0)𝜋𝑥, 0)−𝛾21 col(0, 𝑒−𝑖(2𝑛+𝑑0)𝜋𝑥). (23)

Легко видеть, что
0<𝑐7< ‖̊y𝑛‖<𝑐8,

т.е. что система функций 𝑌 почти нормирована.
Из (10) вытекает, что

𝑈𝑗
(︀
𝐸[𝑘](·, 𝜆𝑛)

)︀
−𝑈𝑗

(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆𝑛)

)︀
= 𝑜(1), 𝑗, 𝑘=1, 2.

Очевидно,
𝑈𝑗
(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆𝑛)

)︀
−𝑈𝑗

(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆0𝑛)

)︀
<𝑐9|𝜀𝑛|.

Из двух последних неравенств имеем

𝑈𝑗
(︀
𝐸[𝑘](·, 𝜆𝑛)

)︀
−𝑈𝑗

(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆0𝑛)

)︀
= 𝑜(1). (24)

Из (23) и (24) вытекает, что при всех достаточно больши́х 𝑛⃒⃒
𝑈2

(︀
𝐸[2](·, 𝜆𝑛)

)︀⃒⃒
⩾ 𝛿 > 0,

следовательно [17, c. 84], функция

y𝑛=𝑈2

(︀
𝐸[2](·, 𝜆𝑛)

)︀
𝐸[1](𝑥, 𝜆𝑛)−𝑈2

(︀
𝐸[1](·, 𝜆𝑛)

)︀
𝐸[2](𝑥, 𝜆𝑛)

является собственной функцией задачи (1), (2), (6), отвечающей собственному значению 𝜆𝑛.
Тогда для любых 𝑖, 𝑗, 𝑘=1, 2 и любого 𝑥∈ [0, 𝜋]⃒⃒

𝑈𝑗
(︀
𝐸[𝑘](·, 𝜆𝑛)

)︀
𝐸[𝑖](𝑥, 𝜆𝑛)−𝑈𝑗

(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆𝑛)

)︀
𝐸

[𝑖]
0 (𝑥, 𝜆𝑛)

⃒⃒
⩽

⩽
⃒⃒
𝑈𝑗
(︀
𝐸[𝑘](·, 𝜆𝑛)

)︀⃒⃒⃒⃒
𝐸[𝑖](𝑥, 𝜆𝑛)−𝐸[𝑖]

0 (𝑥, 𝜆𝑛)
⃒⃒
+
⃒⃒
𝑈𝑗
(︀
𝐸[𝑘](·, 𝜆𝑛)

)︀
−𝑈𝑗

(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆𝑛)

)︀⃒⃒⃒⃒
𝐸

[𝑖]
0 (𝑥, 𝜆𝑛)

⃒⃒
⩽

⩽ 𝑐10
(︀⃒⃒
𝐸[𝑖](𝑥, 𝜆𝑛)−𝐸[𝑖]

0 (𝑥, 𝜆𝑛)
⃒⃒
+
⃒⃒
𝑈𝑗
(︀
𝐸[𝑘](·, 𝜆𝑛)

)︀
−𝑈𝑗

(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆𝑛)

)︀⃒⃒)︀
.
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Из последнего неравенства с учётом результатов [18, с. 716] следует, что∑︁
𝑛∈Z′

⃒⃒
𝑈𝑗
(︀
𝐸[𝑘](·, 𝜆𝑛)

)︀
𝐸[𝑖](𝑥, 𝜆𝑛)−𝑈𝑗

(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆𝑛)

)︀
𝐸

[𝑖]
0 (𝑥, 𝜆𝑛)

⃒⃒2
⩽ 𝑐11. (25)

Из явного вида функций 𝐸
[𝑘]
0 получаем⃒⃒

𝑈𝑗
(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆𝑛)

)︀
𝐸

[𝑖]
0 (𝑥, 𝜆𝑛)−𝑈𝑗

(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆0𝑛)

)︀
𝐸

[𝑖]
0 (𝑥, 𝜆0𝑛)

⃒⃒2
<𝑐12|𝜀𝑛|.

Отсюда и из (22) вытекает, что∑︁
𝑛∈Z′

⃒⃒
𝑈𝑗
(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆𝑛)

)︀
𝐸

[𝑖]
0 (𝑥, 𝜆𝑛)−𝑈𝑗

(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆0𝑛)

)︀
𝐸

[𝑖]
0 (𝑥, 𝜆0𝑛)

⃒⃒2
<𝑐13. (26)

Из (25) и (26) выводим∑︁
𝑛∈Z′

⃒⃒
𝑈𝑗
(︀
𝐸[𝑘](·, 𝜆𝑛)

)︀
𝐸[𝑖](𝑥, 𝜆𝑛)−𝑈𝑗

(︀
𝐸

[𝑘]
0 (·, 𝜆0𝑛)

)︀
𝐸

[𝑖]
0 (𝑥, 𝜆0𝑛)

⃒⃒2
<𝑐14. (27)

Обозначим
y̆𝑛=𝑈2

(︀
𝐸[2](·, 𝜆𝑛)

)︀
𝐸[1](𝑥, 𝜆𝑛)−𝑈2

(︀
𝐸

[1]
0 (·, 𝜆𝑛)

)︀
𝐸

[2]
0 (𝑥, 𝜆𝑛).

Из (25) и (27), соответственно, имеем∑︁
𝑛∈Z′

‖y𝑛− y̆𝑛‖2<𝑐15,
∑︁
𝑛∈Z′

‖y̆𝑛− ẙ𝑛‖2<𝑐16.

Из двух последних неравенств вытекает справедливость оценки (21), следовательно, систе-
ма 𝑌 почти нормирована.

Далее рассмотрим три случая.
1. 𝑁̂ =𝑁0. Тогда можно установить взаимно однозначное соответствие между функция-

ми ỹ𝑘, 𝑘=1, 𝑁0, и ẙ𝑛, 𝑛∈Z∖Z′. Пусть функции ỹ𝑘 соответствует функция ẙ𝑘. Очевидно,

𝑁0∑︁
𝑘=1

‖ỹ𝑘− ẙ𝑘‖2<𝑐17. (28)

Из (21) и (28) следует, что системы 𝑌 и 𝑌 квадратично близки в пространстве H.
Предположим, что 𝑌 полна в H, тогда, согласно доказанному ранее, 𝑌 образует базис Рисса
в H. Система 𝑌 минимальна и квадратично близка к 𝑌 [19, теорема 2.3], следовательно, 𝑌
является базисом Рисса в H, что является противоречием, так как она неполна в H.

2. 𝑁0<𝑁̂ . Тогда, удалив из системы
⋃︀
𝑛∈Z∖Z′ ẙ𝑛 произвольные 𝑁̂−𝑁0 собственных функ-

ций, получим систему 𝑌 ′′, состоящую из 𝑁0 элементов. Отсюда следует, что можно уста-
новить взаимно однозначное соответствие между функциями ỹ𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁0, и функциями
системы 𝑌 ′′. Рассуждая далее аналогично случаю 1, получаем утверждение теоремы.

3. 𝑁0>𝑁̂ . Тогда, добавив к системе ∪𝑛∈Z∖Z′ ẙ𝑛 произвольные 𝑁0−𝑁̂ собственных функций
из системы 𝑊̊, получим систему 𝑌 ′′′, состоящую из 𝑁0 элементов. Отсюда следует, что
можно установить взаимно однозначное соответствие между функциями ỹ𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁0, и
функциями системы 𝑌 ′′′. Система 𝑌 ′′′∪

(︀⋃︀
𝑛∈Z′ 𝑌𝑛

)︀
неполна и минимальна в H. Рассуждая

далее аналогично случаю 1, получаем утверждение теоремы.
Замечание 1. Любая задача вида (1), (2), (6) имеет подпоследовательность собственных

значений, удовлетворяющую условию (12).
Замечание 2. Существование задач (1), (2), (6) с потенциалами 𝑉 ∈ 𝐿2(0, 𝜋) (𝑉 ̸≡ 0),

спектр которых удовлетворяет условию (12), было установлено в работе [20].
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ON PROPERTIES OF DIRAC OPERATOR WITH IRREGULAR BOUNDARY CONDITIONS
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The paper is concerned with the basis properties of root functions of the 2×2 Dirac operator with
summable complex-valued potential and irregular boundary conditions. When certain conditions on the
spectrum of the operator under consideration are satisfied, we prove that the system of root functions of
this operator is incomplete in the space 𝐿2(0, 𝜋)⊕𝐿2(0, 𝜋) but forms unconditional basis in the closure
of its linear hull.
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