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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящее время дифференциальные операторы на графах нашли широкое применение
в таких областях как квантовая механика, химия, теория волноводов [1, 2]. Математическая
теория дифференциальных операторов на графах начала развиваться в конце XX — начале
XXI века и сейчас этой тематике посвящено большое количество работ (см., например, [3–5]
и литературу в них). Прямые и обратные спектральные задачи на графах изучались в
статьях [6–10].

В работе [11] рассматривался граф–звезда — связный граф, в котором все три ребра
с заданным на каждом из них оператором Штурма–Лиувилля исходят из одной вершины;
были доказаны теоремы об асимптотическом представлении собственных значений и соб-
ственных функций оператора в случае, когда на всех трёх рёбрах были заданы одинаковые
сингулярные потенциалы: 𝑞=𝑢′, где 𝑢∈𝐿2. Теория операторов с сингулярными потенциала-
ми берёт своё начало в исследованиях А.М. Савчука и А.А. Шкаликова [12, 13]. В данной
статье будет рассмотрен случай различных потенциалов на рёбрах графа–звезды.

Пусть на каждом из трёх рёбер графа–звезды с длинами 𝑙1, 𝑙2 и 𝑙3 задан оператор
Штурма–Лиувилля, порождённый дифференциальным выражением 𝑙(ℎ)=−ℎ′′+𝑞(𝑥)ℎ и кра-
евыми условиями Дирихле. Параметризуем каждое ребро вещественным параметром 𝑥𝑗 , из-
меняющимся от 0 до 𝑙𝑗 , причём значения параметров 𝑙𝑗 соответствуют вершине, инцидентной
всем трём ребрам. На свободных концах зададим условие Дирихле ℎ0(0)=ℎ2(0)=ℎ3(0)=0,
а в общей вершине — условие непрерывности ℎ1(𝑙1) = ℎ2(𝑙2) = ℎ3(𝑙3) и условие Кирхгофа
ℎ
[1]
1 (𝑙1)+ℎ

[1]
2 (𝑙2)+ℎ

[1]
3 (𝑙3) = 0, где через ℎ[1] = ℎ′−𝑢ℎ обозначена квазипроизводная. В случае

293



294 К.П. ЗУЕВ

нулевого потенциала считаем, что 𝑢=0, где 𝑢 — первообразная потенциала, тогда квазипро-
изводная, очевидно, совпадает с обычной производной: ℎ[1]=ℎ′. Всюду в дальнейшем будем
полагать, что рёбра имеют одинаковую длину: 𝑙1= 𝑙2= 𝑙3= 𝑙.

Заметим, что спектральную задачу на графе можно свести к системе

−h′′+q(𝑥)h=𝜆h,

где h(𝑥)= (ℎ1(𝑥), ℎ2(𝑥), ℎ3(𝑥))
т, q(𝑥)=diag{𝑞1(𝑥), 𝑞2(𝑥), 𝑞3(𝑥)}, с краевыми условиями

ℎ1(0)=ℎ2(0)=ℎ3(0)= 0, ℎ1(𝑙)=ℎ2(𝑙)=ℎ3(𝑙), ℎ
[1]
1 (𝑙)+ℎ

[1]
2 (𝑙)+ℎ

[1]
3 (𝑙)= 0. (1)

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть оператор 𝐿𝑢 порождается дифференциальным выражением ℓ(h)= 𝑧2h, где

ℓ(h)=−(h[1])′−uh[1]−u2h. (2)

Характеристический определитель имеет вид

Δ(𝜆)=𝜓
[1]
1 (𝑙, 𝑧)𝜓2(𝑙, 𝑧)𝜓3(𝑙, 𝑧)+𝜓1(𝑙, 𝑧)𝜓

[1]
2 (𝑙, 𝑧)𝜓3(𝑙, 𝑧)+𝜓1(𝑙, 𝑧)𝜓2(𝑙, 𝑧)𝜓

[1]
3 (𝑙, 𝑧). (3)

Для записи остатков в асимптотических формулах определим функции: если (𝑗, 𝑙) ∈
∈{(1, 2), (3, 4), (5, 6)}, то

𝜐𝑗𝑘𝑙(𝑠, 𝑥, 𝑧)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(±)𝑗𝑘(±)𝑙𝑘

𝑡2ˆ

𝑡1

𝑢(𝑡)𝑒2𝑖𝑧(𝑥−𝑡) 𝑑𝑡 при 𝑘= 𝑙,

(±)𝑗𝑘(±)𝑙𝑘

𝑡2ˆ

𝑡1

𝑢(𝑡)𝑒−2𝑖𝑧(𝑡−𝑠) 𝑑𝑡 при 𝑘= 𝑗;

в остальных случаях 𝜐𝑗𝑘𝑙(𝑠, 𝑥, 𝑧)= 0.
Пределы интегрирования выбираются следующим образом (считаем, что интеграл равен

нулю, если 𝑡1>𝑡2): ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑡1=𝑥, 𝑡2= 𝑠 при 𝑗, 𝑙 < 𝑘,

𝑡1=max{𝑥, 𝑠}, 𝑡2= 𝑙 при 𝑗 <𝑘⩽ 𝑙,

𝑡1=0, 𝑡2=min{𝑥, 𝑠} при 𝑙 < 𝑘⩽ 𝑗,

𝑡1= 𝑠, 𝑡2=𝑥 при 𝑘⩽ 𝑗, 𝑙.

Введём также функцию

ϒ(𝑢; 𝑧)=ϒ(𝑧)= max
𝑗,𝑘,𝑙,𝑠,𝑥

|𝜐𝑗𝑘𝑙(𝑠, 𝑥, 𝑧)|. (4)

Определение. Назовём последовательность 𝑧𝑛 ∈Π𝛼1,𝛼2 = {𝑧 ∈C : 𝛼1 < Im 𝑧 < 𝛼2}, 𝑛 ∈N,
несгущающейся, если найдётся такое число 𝛽>0, что в любом прямоугольнике Re 𝑧∈ [𝑥, 𝑥+1],
Im 𝑧 ∈ [𝛼1, 𝛼2] заключено не более 𝛽 элементов этой последовательности.

Непосредственно из определения следует оценка

𝐶1𝑛⩽ |𝑧𝑛|⩽𝐶2𝑛, 𝑛∈N, 𝐶1, 𝐶2> 0.
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В данной работе нам потребуется
Утверждение 1 [14, следствие 7.1]. Пусть {𝑧𝑛} — некоторая несгущающаяся последо-

вательность, 𝑧𝑛 ∈Π𝛼1,𝛼2. Тогда справедлива оценка

‖ϒ(𝑢; 𝑧𝑛)‖𝑙2 ⩽𝐶‖𝑢‖𝐿2 ,

где константа 𝐶 зависит только от последовательности {𝑧𝑛}.
При выводе асимптотических формул для собственных функций и собственных значе-

ний нам понадобится утверждение об асимптотиках фундаментальной системы решений
уравнения Штурма–Лиувилля на отрезке, доказанное в работе [15].

Теорема 1 [15, теорема 3.13]. Пусть 𝜙(𝑥, 𝑧) и 𝜓(𝑥, 𝑧) — фундаментальная система
решений уравнения

−𝑦′′(𝑥)+𝑢′(𝑥)𝑦(𝑥)= 𝑧2𝑦(𝑥)

с начальными условиями

𝜙(0, 𝑧)=𝜓[1](0, 𝑧)= 1, 𝜙[1](0, 𝑧)=𝜓(0, 𝑧)= 0.

Тогда для любой полосы Π𝛼= {| Im 𝑧|<𝛼} найдётся число 𝑘=𝑘(‖𝑢‖, 𝛼) такое, что при всех
{𝑧 ∈Π𝛼 : ϒ(𝑧)+ |𝑧|−1<𝑘} справедливы представления

𝜙(𝑥, 𝑧)= cos(𝑧𝑥)+

𝑥ˆ

0

𝑢(𝑡) cos(𝑧(2𝑡−𝑥)) 𝑑𝑡− sin(𝑧𝑥)

2𝑧

𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) 𝑑𝑡+

+
1

2𝑧

𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) sin(𝑧(2𝑡−𝑥)) 𝑑𝑡+
𝑥ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢(𝑡)𝑢(𝑠) cos(𝑧(2𝑠−2𝑡+𝑥)) 𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝜁1(𝑥, 𝑧),

𝜙[1](𝑥, 𝑧)= 𝑧

[︃
− sin(𝑧𝑥)+

𝑥ˆ

0

𝑢(𝑡) sin(𝑧(2𝑡−𝑥)) 𝑑𝑡− cos(𝑧𝑥)

2𝑧

𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) 𝑑𝑡−

− 1

2𝑧

𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) cos(𝑧(2𝑡−𝑥)) 𝑑𝑡−
𝑥ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢(𝑡)𝑢(𝑠) sin(𝑧(2𝑠−2𝑡+𝑥)) 𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝜁2(𝑥, 𝑧)

]︃
,

𝜓(𝑥, 𝑧)=
1

𝑧

[︃
sin(𝑧𝑥)+

𝑥ˆ

0

𝑢(𝑡) sin(𝑧(2𝑡−𝑥)) 𝑑𝑡+ cos(𝑧𝑥)

2𝑧

𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) 𝑑𝑡−

− 1

2𝑧

𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) cos(𝑧(2𝑡−𝑥)) 𝑑𝑡+
𝑥ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢(𝑡)𝑢(𝑠) sin(𝑧(2𝑠−2𝑡+𝑥)) 𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝜁3(𝑥, 𝑧)

]︃
, (5)

𝜓[1](𝑥, 𝑧)= cos(𝑧𝑥)−
𝑥ˆ

0

𝑢(𝑡) cos(𝑧(2𝑡−𝑥)) 𝑑𝑡− sin(𝑧𝑥)

2𝑧

𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) 𝑑𝑡−

− 1

2𝑧

𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) sin(𝑧(2𝑡−𝑥)) 𝑑𝑡+
𝑥ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢(𝑡)𝑢(𝑠) cos(𝑧(2𝑠−2𝑡+𝑥)) 𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝜁4(𝑥, 𝑧), (6)

где остаточные члены подчинены оценке

4∑︁
𝑗=1

max
𝑥∈[0,𝜋]

|𝜁𝑗(𝑥, 𝑧)|⩽𝐶(ϒ(𝑧)+ |𝑧|−1)2, 𝐶 =𝐶(‖𝑢‖, 𝛼).
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Для упрощения записи договоримся обозначать через {𝜁𝑛} любую последовательность,
члены которой подчинены оценке

|𝜁𝑛|⩽𝐶(ϒ(𝑢(𝑥); 𝜉𝑛)+ϒ(𝑥𝑢(𝑥); 𝜉𝑛)+ |𝜉𝑛|−1)2 (7)

для некоторой константы 𝐶 и некоторой несгущающейся последовательности {𝜉𝑛}. Из опре-
деления (4) функции ϒ(𝑢; 𝑧) и утверждения 1 следует, что для любой последовательности,
удовлетворяющей оценке (7), справедливо

{𝜁𝑛}+∞
𝑛=1 ∈ 𝑙1, поскольку 𝑢∈𝐿2[0, 𝑙].

Теорема 2 [11]. Пусть 𝜆𝑛 — собственные значения оператора 𝐿u, порождённого диффе-
ренциальным выражением (2) и краевыми условиями (1), причём 𝑢1=𝑢2=𝑢3=𝑢. Тогда су-
ществует номер 𝑁 ∈N такой, что для любого 𝑛⩾𝑁 их можно разбить на серию простых
собственных значений {𝜆𝑛,1} и серию собственных значений {𝜆𝑛,2 = 𝜆𝑛,3} алгебраической
кратности 2, при этом справедливы асимптотические равенства

(𝜆𝑛,1)
1/2=

𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
− 1

𝑙

𝑙ˆ

0

𝑢(𝑡) sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡− 1

𝜋+2𝜋𝑛

𝑙ˆ

0

𝑢2(𝑡) 𝑑𝑡+

+
1

𝜋+2𝜋𝑛

𝑙ˆ

0

𝑢2(𝑡) cos

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡− 2

𝑙

𝑙ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢(𝑡)𝑢(𝑠) cos

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

𝑙
𝑠

)︂
𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝜁𝑛,

(𝜆𝑛,2)
1/2=

𝜋𝑛

𝑙
− 1

𝑙

𝑙ˆ

0

𝑢(𝑡) sin

(︂
2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡− 1

2𝜋𝑛

𝑙ˆ

0

𝑢2(𝑡) 𝑑𝑡+
1

2𝜋𝑛

𝑙ˆ

0

𝑢2(𝑡) cos

(︂
2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡−

− 2

𝑙

𝑙ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢(𝑡)𝑢(𝑠) cos

(︂
2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
sin

(︂
2𝜋𝑛

𝑙
𝑠

)︂
𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝜁𝑛,

где последовательность {𝜁𝑛} удовлетворяет оценке (7).
Теорема 3 [11]. Пусть 𝐿u — оператор, порождённый дифференциальным выражени-

ем (2) и краевыми условиями (1), причём 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑢. Тогда найдётся номер 𝑁 ∈ N
такой, что при всех 𝑛⩾𝑁 оператор 𝐿u имеет серию простых собственных значений {𝜆𝑛,1}
и серию собственных значений {𝜆𝑛,2=𝜆𝑛,3} алгебраической и геометрической кратности 2.
Обозначим через y𝑛,𝑗 , 𝑛⩾𝑁 , собственные функции оператора 𝐿u, отвечающие собствен-
ным значениям 𝜆𝑛,𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, и нормированные начальным условием y

[1]
𝑛,1(0) = (1, 1, 1)т,

y
[1]
𝑛,2(0) = (1, 0,−1)т, y

[1]
𝑛,3(0) = (1,−2, 1)т. Тогда y𝑛,1 = (𝑦𝑛,1, 𝑦𝑛,1, 𝑦𝑛,1)

т, y𝑛,2 = (𝑦𝑛,2, 0,−𝑦𝑛,2)т,
y𝑛,3=(𝑦𝑛,3,−2𝑦𝑛,3, 𝑦𝑛,3)

т, где

𝑦𝑛,1(𝑥)=
2𝑙

𝜋+2𝜋𝑛

[︃
sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
𝑥

)︂
+𝜇𝑛𝑥 cos

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
𝑥

)︂
+

𝑙

𝜋+2𝜋𝑛
cos

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
𝑥

)︂ 𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) 𝑑𝑡+

+

𝑥ˆ

0

𝑢(𝑡) sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡− 𝑙

𝜋+2𝜋𝑛

𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) cos

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡+

+

𝑥ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢(𝑡)𝑢(𝑠) sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
(2𝑠−2𝑡+𝑥)

)︂
𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝑟𝑛,1(𝑥)

]︃
;
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𝑦𝑛,2(𝑥)= 𝑦𝑛,3(𝑥)=
𝑙

𝜋𝑛

[︃
sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑥

)︂
+𝜈𝑛𝑥 cos

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑥

)︂
+

𝑥ˆ

0

𝑢(𝑡) sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡+

+
𝑙

2𝜋𝑛
cos

(︂
𝜋𝑛𝑥

𝑙

)︂ 𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) 𝑑𝑡− 𝑙

2𝜋𝑛

𝑥ˆ

0

𝑢2(𝑡) cos

(︂
𝜋𝑛

𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡+

+

𝑥ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢(𝑡)𝑢(𝑠) sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
(2𝑠−2𝑡+𝑥)

)︂
𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝑟𝑛,2(𝑥)

]︃
.

Здесь

𝜇𝑛=−1

2
𝑏2𝑛+1+

1

2(2𝑛+1)
𝐴2𝑛+1−

1

𝜋(2𝑛+1)
𝑈(𝑙)−𝑤2𝑛+1,

𝜈𝑛=−1

2
𝑏2𝑛+

1

4𝑛
𝐴2𝑛−

1

2𝜋𝑛
𝑈(𝑙)−𝑤2𝑛,

а функции 𝑟𝑛,𝑗 подчинены оценке

max
𝑗=1,2

+∞∑︁
𝑛=𝑁

max
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑟𝑛,𝑗(𝑥)|⩽𝐶 <+∞. (8)

Следуя [15], введём обозначения

𝑏𝑛=
2

𝑙

𝑙ˆ

0

𝑢(𝑡) sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡, 𝐴𝑛=

2

𝜋

𝑙ˆ

0

𝑢2(𝑡) cos

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡,

𝑤𝑛=
2

𝑙

𝑙ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢(𝑡)𝑢(𝑠) cos

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑠

)︂
𝑑𝑠 𝑑𝑡, 𝑈(𝑙)=

𝑙ˆ

0

𝑢2(𝑡) 𝑑𝑡. (9)

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть на всех трёх ребрах графа заданы различные потенциалы 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3.
Утверждение 2 [15, утверждение 3.4]. Пусть 𝑢∈𝐿2[0, 𝜋]. Тогда для последовательности

{𝑤𝑛}, определённой в (9), справедливы следующие оценки:

{𝑤𝑛}∞𝑛=1 ∈ 𝑙𝑝, {𝑤𝑛 ln−𝑝(𝑛+1)}∞𝑛=1 ∈ 𝑙1 при любом 𝑝> 1. (10)

Для упрощения записи договоримся обозначать через {𝜅𝑛} любую последовательность,
удовлетворяющую оценкам (10).

Теорема 4. Пусть 𝜆𝑛 — собственные значения оператора 𝐿u, порождённого дифферен-
циальным выражением (2) и краевыми условиями (1). Тогда существует такое 𝑁 ∈N, что
при всех 𝑛⩾𝑁 собственные значения можно разбить на три серии: {𝜆𝑛,1}, {𝜆𝑛,2±}, причём
справедливы асимптотические равенства∗

(𝜆𝑛,1)
1/2=

𝜋(𝑛+1/2)

𝑙
− 1

3𝑙

𝑙ˆ

0

(𝑢1(𝑡)+𝑢2(𝑡)+𝑢3(𝑡)) sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡+𝜅𝑛, (11)

∗Из асимптотических формул видно, что серия {𝜆𝑛,1} является асимптотически простой, а серии {𝜆𝑛,2±}
асимптотически сближаются.
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(𝜆𝑛,2±)
1/2=

𝜋𝑛

𝑙
− 1

3𝑙

[︃ 𝑙ˆ

0

(𝑢1(𝑡)+𝑢2(𝑡)+𝑢3(𝑡)) sin

(︂
2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡+

+
√︁
𝐼21,𝑛+𝐼

2
2,𝑛+𝐼

2
3,𝑛−𝐼1,𝑛𝐼2,𝑛−𝐼1,𝑛𝐼3,𝑛−𝐼2,𝑛𝐼3,𝑛

]︃
+𝜒𝑛, (12)

где

𝐼𝑗,𝑛=

𝑙ˆ

0

𝑢𝑗(𝑡) sin

(︂
2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡, 𝑗=1, 2, 3,

последовательность {𝜒𝑛}∈ 𝑙𝑝 при любом 𝑝>4/3, а последовательность {𝜅𝑛} удовлетворяет
условиям (10). Знаки ± в представлении (12) соответствуют различному выбору ветвей
квадратного корня.

Доказательство. В силу представления (3) уравнение на собственные значения имеет
вид

𝜓
[1]
1 (𝑙, 𝑧)𝜓2(𝑙, 𝑧)𝜓3(𝑙, 𝑧)+𝜓1(𝑙, 𝑧)𝜓

[1]
2 (𝑙, 𝑧)𝜓3(𝑙, 𝑧)+𝜓1(𝑙, 𝑧)𝜓2(𝑙, 𝑧)𝜓

[1]
3 (𝑙, 𝑧)= 0.

Подставив сюда представления (5), (6) для 𝜓𝑖 и 𝜓[1]
𝑖 , получим уравнение вида 𝑓(𝑧)+𝑔(𝑧)=0,

где 𝑓(𝑧)= 3 cos(𝑧𝑙) sin2(𝑧𝑙). Обозначим через 𝑧0𝑛 нули функции 𝑓(𝑧).
Для произвольного 𝜀>0 рассмотрим систему кругов 𝑈𝑛 с центрами в точках 𝑧0𝑛 радиуса 𝜀.

Число 𝜀 выберем настолько малым, чтобы круги 𝑈𝑛 не пересекались и лежали в полосе Π𝛼
(введена в формулировке теоремы 1). В силу периодичности функции 𝑓 найдётся такое
число 𝑚, что на всех окружностях 𝜕𝑈𝑛 будет выполняться неравенство |𝑓(𝑧)|⩾𝑚. Отметим,
что в силу принципа минимума модуля то же неравенство выполняется везде в полосе
вне объединения кругов 𝑈𝑛. Функция 𝑔(𝑧)→ 0 при |𝑧|→+∞ в полосе Π𝛼, таким образом,
функция 𝑓+𝑔 не может иметь нулей вне объединения кругов 𝑈𝑛 при |𝑧|⩾𝑅 для некоторого
𝑅>0. Кроме того, по теореме Руше при |𝑧|⩾𝑅 число нулей функции 𝑓+𝑔 внутри каждого
круга 𝑈𝑛 совпадает с числом нулей функции 𝑓 (а именно, в каждом круге с центром в
точке 𝜋(𝑛+1/2)/𝑙 есть один корень, а в круге с центром в 𝜋𝑛/𝑙 — два корня). Обозначим
эти корни через 𝑧𝑛. В силу произвольности выбора 𝜀 видим, что |𝑧𝑛−𝑧0𝑛|→ 0 при 𝑛→+∞.
Тогда можно разбить последовательность {𝑧𝑛} на две серии: 𝑧𝑛,𝑗 = 𝑧0𝑛,𝑗+𝜇𝑛,𝑗 , где 𝜇𝑛,𝑗 → 0

при 𝑛→+∞, 𝑗=1, 2. Здесь, как и раньше, 𝑧0𝑛,1=𝜋(𝑛+1/2)/𝑙, 𝑧0𝑛,2=𝜋𝑛/𝑙.
Так же как и в теореме 2, последовательность {𝜇2𝑛,𝑗} удовлетворяет оценкам (7) (а зна-

чит, (10)). Тогда

0= 𝑓(𝑧𝑛,𝑗)+𝑔(𝑧𝑛,𝑗)= 𝑓(𝑧0𝑛,𝑗+𝜇𝑛,𝑗)+𝑔(𝑧
0
𝑛,𝑗+𝜇𝑛,𝑗)= 𝑓(𝑧0𝑛,𝑗)+𝑓

′(𝑧0𝑛,𝑗)𝜇𝑛,𝑗+
𝑓 ′′(𝑧0𝑛,𝑗)

2
𝜇2𝑛,𝑗+

+𝑔(𝑧0𝑛,𝑗)+𝑔
′(𝑧0𝑛,𝑗)𝜇𝑛,𝑗+

𝑔′′(𝑧0𝑛,𝑗)

2
𝜇2𝑛,𝑗+𝑜(𝜇

2
𝑛,𝑗), 𝑛→+∞, 𝑗=1, 2. (13)

Отсюда, с учётом того что 𝑓(𝑧0𝑛,𝑗)= 0, 𝑓 ′(𝑧0𝑛,𝑗)= 3(−1)𝑛+1𝑙, получаем

𝜇0𝑛,1=
(−1)𝑛+1

3𝑙

(︀
𝑔(𝑧0𝑛,1)+𝑔

′(𝑧0𝑛,1)𝜇𝑛,1
)︀
+𝜅𝑛.

Введём следующие обозначения (𝑖=1, 2, 3, 𝑗=1, 2):

𝐼𝑖(𝑧)=

𝑙ˆ

0

𝑢𝑖(𝑡) sin(𝑧(2𝑡− 𝑙)) 𝑑𝑡, 𝐽𝑖(𝑧)=

𝑙ˆ

0

𝑢𝑖(𝑡) cos(𝑧(2𝑡− 𝑙)) 𝑑𝑡.
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Из представлений (5), (6) и (10) следуют равенства

𝑔(𝑧0𝑛,1)=−
𝑙ˆ

0

(𝑢1(𝑡)+𝑢2(𝑡)+𝑢3(𝑡)) cos(𝑧
0
𝑛,1(2𝑡− 𝑙)) 𝑑𝑡+𝜅𝑛= 𝐽1(𝑧

0
𝑛,1)+𝐽2(𝑧

0
𝑛,1)+𝐽3(𝑧

0
𝑛,1)+𝜅𝑛,

𝑔′(𝑧0𝑛,1)𝜇𝑛,1=(−2𝑙(𝐼1(𝑧
0
𝑛,1)+𝐼2(𝑧

0
𝑛,1)+𝐼3(𝑧

0
𝑛,1))+𝜅𝑛)𝜇𝑛,1=𝜅𝑛,

откуда

𝜇𝑛,1=−(−1)𝑛

3𝑙

𝑙ˆ

0

(𝑢1(𝑡)+𝑢2(𝑡)+𝑢3(𝑡)) cos(𝑧
0
𝑛,1(2𝑡− 𝑙)) 𝑑𝑡+𝜅𝑛.

Здесь учтено, что

𝑔(𝑧)= 2 sin(𝑧𝑙) cos(𝑧𝑙)(𝐼1(𝑧)+𝐼2(𝑧)+𝐼3(𝑧))−sin2(𝑧𝑙)(𝐽1(𝑧)+𝐽2(𝑧)+𝐽3(𝑧))+

+cos(𝑧𝑙)
(︀
𝐼1(𝑧)𝐼2(𝑧)+𝐼1(𝑧)𝐼3(𝑧)+𝐼2(𝑧)𝐼3(𝑧)

)︀
−

−sin(𝑧𝑙)
(︀
𝐽1(𝑧)𝐼2(𝑧)+𝐽1(𝑧)𝐼3(𝑧)+𝐽2(𝑧)𝐼1(𝑧)+𝐽2(𝑧)𝐼3(𝑧)+𝐽3(𝑧)𝐼1(𝑧)+𝐽3(𝑧)𝐼2(𝑧)

)︀
−

−
(︀
𝐽1(𝑧)𝐼2(𝑧)𝐼3(𝑧)+𝐽2(𝑧)𝐼1(𝑧)𝐼3(𝑧)+𝐽3(𝑧)𝐼1(𝑧)𝐼2(𝑧)

)︀
+ℎ(𝑧)=

=2 sin(𝑧𝑙) cos(𝑧𝑙)(𝐼1(𝑧)+𝐼2(𝑧)+𝐼3(𝑧))−sin2(𝑧𝑙)(𝐽1(𝑧)+𝐽2(𝑧)+𝐽3(𝑧))+ℎ(𝑧) (14)

(через ℎ(𝑧) обозначена произвольная функция, удовлетворяющая условию ℎ(𝑧0𝑛,𝑗)=𝜅𝑛). Так
как

cos(𝑧0𝑛,1(2𝑡− 𝑙))= cos

(︂
𝜋(𝑛+1/2)

𝑙
(2𝑡− 𝑙)

)︂
=(−1)𝑛 sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
,

равенство (11) доказано.
Для доказательства соотношения (12) подставим в (13) 𝑧0𝑛,2=𝜋𝑛/𝑙 и, с учётом того, что

𝑓(𝜋𝑛/𝑙)= 𝑓 ′(𝜋𝑛/𝑙)= 0, 𝑓 ′′(𝜋𝑛/𝑙)= (−1)𝑛6𝑙2, получим

(−1)𝑛3𝑙2𝜇2𝑛,2+𝑔

(︂
𝜋𝑛

𝑙

)︂
+𝑔′

(︂
𝜋𝑛

𝑙

)︂
𝜇𝑛,2+

1

2
𝑔′′
(︂
𝜋𝑛

𝑙

)︂
𝜇2𝑛,2+𝑜(𝜇

2
𝑛,2)= 0,

где из представления (14)

𝑔

(︂
𝜋𝑛

𝑙

)︂
=(−1)𝑛

(︀
𝐼1(𝑧

0
𝑛,2)𝐼2(𝑧

0
𝑛,2)+𝐼1(𝑧

0
𝑛,2)𝐼3(𝑧

0
𝑛,2)+𝐼2(𝑧

0
𝑛,2)𝐼3(𝑧

0
𝑛,2)
)︀
+𝛾𝑛,

𝑔′
(︂
𝜋𝑛

𝑙

)︂
𝜇𝑛,2=2𝑙

(︀
𝐼1(𝑧

0
𝑛,2)+𝐼2(𝑧

0
𝑛,2)+𝐼3(𝑧

0
𝑛,2)
)︀
𝜇𝑛,2+𝛾𝑛,

1

2
𝑔′′
(︂
𝜋𝑛

𝑙

)︂
𝜇2𝑛,2= 𝛾𝑛,

через {𝛾𝑛} обозначена произвольная последовательность, представляющая собой произве-
дение некоторой последовательности из 𝑙2 и последовательности {𝜅𝑛}, удовлетворяющей
условиям (10).

Учитывая тождество sin(𝑧0𝑛,2(2𝑡− 𝑙))= (−1)𝑛 sin(2𝜋𝑛𝑡/𝑙) и обозначая

𝐼𝑗,𝑛=

𝑙ˆ

0

𝑢𝑗(𝑡) sin

(︂
2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡, 𝑗=1, 2, 3,
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получаем квадратное уравнение относительно 𝜇𝑛,2 вида

3𝑙2𝜇2𝑛,2+2𝑙(𝐼1,𝑛+𝐼2,𝑛+𝐼3,𝑛)𝜇𝑛,2+𝐼1,𝑛𝐼2,𝑛+𝐼1,𝑛𝐼3,𝑛+𝐼2,𝑛𝐼3,𝑛+𝛾𝑛=0. (15)

Обозначим

𝑡𝑛= 𝑙2(𝐼1,𝑛+𝐼2,𝑛+𝐼3,𝑛)
2−3𝑙2(𝐼1,𝑛𝐼2,𝑛+𝐼1,𝑛𝐼3,𝑛+𝐼2,𝑛𝐼3,𝑛)=

= 𝑙(𝐼21,𝑛+𝐼
2
2,𝑛+𝐼

2
3,𝑛−𝐼1,𝑛𝐼2,𝑛−𝐼1,𝑛𝐼3,𝑛−𝐼2,𝑛𝐼3,𝑛).

Несложно видеть, что последовательность {𝑡𝑛} ∈ 𝑙1, а дискриминант квадратного уравне-
ния имеет вид 𝐷𝑛 = 𝑡𝑛+𝑠𝑛, где {𝑠𝑛} является произведением последовательности из 𝑙2 и
последовательности, удовлетворяющей условиям (10).

Выберем 𝜑𝑛=arg 𝑡𝑛 и 𝜃𝑛=arg 𝑠𝑛 так, чтобы 𝜑𝑛−𝜃𝑛∈(−𝜋, 𝜋], и положим 𝑞±𝑛 =
√
𝐷𝑛

±−
√
𝑡𝑛

±,
где

√
𝐷𝑛

±
=±

√︀
|𝐷𝑛|𝑒𝑖𝜃𝑛/2,

√
𝑡𝑛

±
=±

√︀
|𝑡𝑛|𝑒𝑖𝜑𝑛/2. Тогда

|𝑞±𝑛 |=
⃒⃒√︀

𝐷𝑛
±
−
√
𝑡𝑛

±⃒⃒
=

|𝑠𝑛|⃒⃒√
𝐷𝑛

±
+
√
𝑡𝑛

±⃒⃒ ⩽ |𝑠𝑛|1/2,

поскольку можем оценить знаменатель следующим образом:

⃒⃒
(±)
√︀

|𝐷𝑛|𝑒𝑖𝜃𝑛/2+(±)
√︀
|𝑡𝑛|𝑒𝑖𝜑𝑛/2

⃒⃒2
⩾ |𝐷𝑛|+ |𝑡𝑛|+2

√︀
|𝐷𝑛| |𝑡𝑛| cos

𝜑−𝜃
2

⩾ |𝐷𝑛|+ |𝑡𝑛|⩾ |𝑠𝑛|.

Тогда решения уравнения (15) можно записать в виде

𝜇𝑛,2±=− 1

3𝑙
(𝐼1,𝑛+𝐼2,𝑛+𝐼3,𝑛+

√
𝑡𝑛

±
+𝜒𝑛),

где {𝜒𝑛}={𝑞𝑛±}∈ 𝑙𝑝 при любом 𝑝>4/3. Это сразу следует из условия |𝑞±𝑛 |⩽
√︀

|𝑠𝑛|, последова-
тельность {𝑠𝑛} является произведением некоторой последовательности из пространства 𝑙2 и
некоторой другой последовательности, которая лежит в 𝑙𝑝 при всех 𝑝>1. Представление (12)
доказано.

Теорема 5. Пусть 𝐿u — оператор, порождённый дифференциальным выражением (2) и
краевыми условиями (1). Тогда найдётся номер 𝑁 ∈N такой, что при всех 𝑛⩾𝑁 оператор 𝐿u

имеет три серии собственных значений: 𝜆𝑛,1, 𝜆𝑛,2+, 𝜆𝑛,2−. Обозначим через y𝑛,1, y𝑛,2+, y𝑛,2−,
𝑛⩾𝑁, собственные функции оператора 𝐿u, отвечающие собственным значениям 𝜆𝑛,1, 𝜆𝑛,2+

и 𝜆𝑛,2− соответственно и нормированные начальным условием y
[1]
𝑛,1(0)= (1, 1, 1)т, y

[1]
𝑛,2+(0)=

=(1,0,−1)т, y
[1]
𝑛,2−(0)=(1,−2,1)т. Тогда y𝑛,1=(𝑦1𝑛,1,𝑦

2
𝑛,1,𝑦

3
𝑛,1)

т, y𝑛,2+=(𝑦1𝑛,2+,0,−𝑦3𝑛,2+)т, y𝑛,2−=

=(𝑦1𝑛,2−,−2𝑦2𝑛,2−,𝑦
3
𝑛,2−)

т, где

𝑦𝑘𝑛,1(𝑥)=
𝑙

𝜋(𝑛+1/2)

[︃
sin

(︂
𝜋(𝑛+1/2)

𝑙
𝑥

)︂
+𝜇𝑛𝑥 cos

(︂
𝜋(𝑛+1/2)

𝑙
𝑥

)︂
+

+

𝑥ˆ

0

𝑢𝑘(𝑡) sin

(︂
𝜋(𝑛+1/2)

𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡+κ𝑛,1(𝑥)

]︃
, 𝑘=1, 2, 3, (16)

𝑦𝑘𝑛,2±(𝑥)=
𝑙

𝜋𝑛

[︃
sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑥

)︂
+𝜈𝑛,±𝑥 cos

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑥

)︂
+

𝑥ˆ

0

𝑢𝑘(𝑡) sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡+κ𝑛,2(𝑥)

]︃
, (17)
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𝜇𝑛=−1

2
𝑏2𝑛+1, 𝜈𝑛,±=−

[︂
1

2
𝑏2𝑛+𝑐2𝑛,±

]︂
,

𝑏𝑛=
2

3𝑙

𝑙ˆ

0

(𝑢1(𝑡)+𝑢2(𝑡)+𝑢3(𝑡)) sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡,

𝑐𝑛,±=
1

3𝑙
(𝐼21,𝑛+𝐼

2
2,𝑛+𝐼

2
3,𝑛−𝐼1,𝑛𝐼2,𝑛−𝐼1,𝑛𝐼3,𝑛−𝐼2,𝑛𝐼3,𝑛)1/2, (18)

𝐼𝑗,𝑛 определены в теореме 4, а функции κ𝑛,𝑗 подчинены оценкам

+∞∑︁
𝑛=𝑁

max
𝑥∈[0,𝑙]

|κ𝑛,1(𝑥)|𝑝⩽𝐶 <+∞,
+∞∑︁
𝑛=𝑁

max
𝑥∈[0,𝑙]

|κ𝑛,1(𝑥)| ln−𝑝(𝑛+1)⩽𝐶 <+∞ (19)

при любом 𝑝> 1;
+∞∑︁
𝑛=𝑁

max
𝑥∈[0,𝑙]

|κ𝑛,2(𝑥)|𝑝⩽𝐶 <+∞ (20)

при любом 𝑝> 4/3.
Доказательство. Заметим, что 𝑦𝑘𝑛,𝑗(𝑥)=𝜓𝑘(𝑥, 𝑧𝑛,𝑗), где 𝑧𝑛,𝑗=

√︀
𝜆𝑛,𝑗 , 𝑗=1, 2±, а функции

𝜓𝑘 получены из функции 𝜓, определённой в (5), подстановкой 𝑢=𝑢𝑘.
Начнём с доказательства соотношений (16). Воспользовавшись представлением (11), под-

ставим в выражение для 𝜓𝑘

𝑧𝑛,1=
𝜋(𝑛+1/2)

𝑙
+𝜇𝑛+𝜅𝑛=

𝜋(𝑛+1/2)

𝑙
+𝜇′𝑛.

Рассуждая аналогично как при доказательстве теоремы 3, при выполнении оценки (8) по-
лучаем

𝑦𝑘𝑛,1(𝑥)=
2𝑙

𝜋+2𝜋𝑛

[︃
sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
𝑥

)︂
+𝜇𝑛𝑥 cos

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
𝑥

)︂
+

𝑙

𝜋+2𝜋𝑛
cos

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
𝑥

)︂ 𝑥ˆ

0

𝑢2𝑘(𝑡) 𝑑𝑡+

+

𝑥ˆ

0

𝑢𝑘(𝑡) sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡− 𝑙

𝜋+2𝜋𝑛

𝑥ˆ

0

𝑢2𝑘(𝑡) cos

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡+

+

𝑥ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢𝑘(𝑡)𝑢𝑘(𝑠) sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
(2𝑠−2𝑡+𝑥)

)︂
𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝑟𝑛,1(𝑥)

]︃
.

Легко видеть, что слагаемые

𝑙

𝜋+2𝜋𝑛
cos

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
𝑥

)︂ 𝑥ˆ

0

𝑢2𝑘(𝑡) 𝑑𝑡,
𝑙

𝜋+2𝜋𝑛

𝑥ˆ

0

𝑢2𝑘(𝑡) cos

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡

удовлетворяют оценкам (19).
Рассмотрим функцию

𝜂𝑛(𝑥)=

𝑥ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢𝑘(𝑡)𝑢𝑘(𝑠) sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
(2𝑠−2𝑡+𝑥)

)︂
𝑑𝑠 𝑑𝑡.
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В утверждении 3.6 из работы [15] показано, что
{︀
sup𝑥∈[0,𝑙] |𝜂𝑛(𝑥)|

}︀
допускает оценку вели-

чиной ϒ2(2𝑛), следовательно, удовлетворяет также оценкам (19).
Теперь перейдём к доказательству (17). Воспользуемся представлением (12) и подставим

в выражение для 𝜓𝑘

𝑧𝑛,2±=
𝜋𝑛

𝑙
+𝜈𝑛,±+𝜒𝑛=

𝜋𝑛

𝑙
+𝜈 ′𝑛,±.

Таким же образом при выполнении оценки (8) получим

𝑦𝑘𝑛,2±(𝑥)=
𝑙

𝜋𝑛

[︃
sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑥

)︂
+𝜈 ′𝑛,±𝑥 cos

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑥

)︂
+

𝑥ˆ

0

𝑢𝑘(𝑡) sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡+

+
𝑙

2𝜋𝑛
cos

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑥

)︂ 𝑥ˆ

0

𝑢2𝑘(𝑡) 𝑑𝑡−
𝑙

2𝜋𝑛

𝑥ˆ

0

𝑢2𝑘(𝑡) cos

(︂
𝜋𝑛

𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡+

+

𝑥ˆ

0

𝑡ˆ

0

𝑢𝑘(𝑡)𝑢𝑘(𝑠) sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
(2𝑠−2𝑡+𝑥)

)︂
𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝑟𝑛,2(𝑥)

]︃
.

Дальнейшие рассуждения полностью аналогичны.
Следствие 1. Пусть 𝜆𝑛 — собственные значения оператора 𝐿u, порождённого диффе-

ренциальным выражением (2) и краевыми условиями (1), причём 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑢. Тогда
найдётся такой номер 𝑁 ∈ N, что при всех 𝑛 ⩾𝑁 оператор 𝐿u имеет серию простых
собственных значений 𝜆𝑛,1 и серию собственных значений 𝜆𝑛,2=𝜆𝑛,3 алгебраической и гео-
метрической кратности 2, при этом справедливы асимптотические равенства

(𝜆𝑛,1)
1/2=

𝜋+2𝜋𝑛

2𝑙
− 1

𝑙

𝑙ˆ

0

𝑢(𝑡) sin

(︂
𝜋+2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡+𝜅𝑛,

(𝜆𝑛,2)
1/2=

𝜋𝑛

𝑙
− 1

𝑙

𝑙ˆ

0

𝑢(𝑡) sin

(︂
2𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡+𝜒𝑛,

где последовательность {𝜅𝑛} ∈ 𝑙𝑝 при всех 𝑝 > 1, а последовательность {𝜒𝑛} ∈ 𝑙𝑝 при всех
𝑝> 4/3.

Следствие 2. Пусть 𝐿u — оператор, порождённый дифференциальным выражени-
ем (2) и краевыми условиями (1), причём 𝑢1=𝑢2=𝑢3=𝑢. Номер 𝑁 введён в следствии 1.
Обозначим через y𝑛,𝑗 , 𝑛⩾𝑁 , собственные функции оператора 𝐿u, отвечающие собствен-
ным значениям 𝜆𝑛,𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, и нормированные начальным условием y

[1]
𝑛,1(0) = (1, 1, 1)т,

y
[1]
𝑛,2(0) = (1, 0,−1)т, y

[1]
𝑛,3(0) = (1,−2, 1)т. Тогда y𝑛,1 = (𝑦𝑛,1, 𝑦𝑛,1, 𝑦𝑛,1)

т, y𝑛,2 = (𝑦𝑛,2, 0,−𝑦𝑛,2)т,
y𝑛,3=(𝑦𝑛,3,−2𝑦𝑛,3, 𝑦𝑛,3)

т, где

𝑦𝑛,1(𝑥)=
𝑙

𝜋(𝑛+1/2)

[︃
sin

(︂
𝜋(𝑛+1/2)

𝑙
𝑥

)︂
+𝜇𝑛𝑥 cos

(︂
𝜋(𝑛+1/2)

𝑙
𝑥

)︂
+

+

𝑥ˆ

0

𝑢(𝑡) sin

(︂
𝜋(𝑛+1/2)

𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡+κ𝑛,1(𝑥)

]︃
,
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𝑦𝑛,2(𝑥)= 𝑦𝑛,3(𝑥)=
𝑙

𝜋𝑛

[︃
sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑥

)︂
+𝜈𝑛𝑥 cos

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑥

)︂
+

𝑥ˆ

0

𝑢(𝑡) sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
(2𝑡−𝑥)

)︂
𝑑𝑡+κ𝑛,2(𝑥)

]︃
,

𝜇𝑛=−1

2
𝑏2𝑛+1, 𝜈𝑛=−1

2
𝑏2𝑛, 𝑏𝑛=

2

3𝑙

𝑙ˆ

0

(𝑢1(𝑡)+𝑢2(𝑡)+𝑢3(𝑡)) sin

(︂
𝜋𝑛

𝑙
𝑡

)︂
𝑑𝑡,

функции κ𝑛,𝑗 подчинены оценкам (19) и (20).
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ASYMPTOTICS OF EIGENVALUES AND EIGENFUNCTIONS
OF THE STURM–LIOUVILLE OPERATOR WITH SINGULAR POTENTIAL

ON A STAR GRAPH. II
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Spectral problems on a star-graph consisting of three edges with a Sturm–Liouville operator defined on
each of them are investigated. The spectral properties of such operators have been studied, in partic-
ular, asymptotic formulas for eigenvalues and eigenfunctions of the operator with Dirichlet boundary
conditions at free ends and continuity and Kirchhoff conditions at a common vertex have been ob-
tained. The potential in the Sturm–Liouville problem is assumed to be singular, it is a derivative of a
quadratically summable function in sense of distributions.

Keywords: differential operator on graphs, Sturm–Liouville operator, spectral problem, singular poten-
tial
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