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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Впервые формула, восстанавливающая голоморфную функцию в области одного специ-
ального вида по её значениям на части границы, была предложена Т. Карлеманом. Впо-
следствии подобные формулы стали называть формулами Карлемана, появилось множество
работ, в которых рассматривались как одномерные, так и многомерные формулы Карлемана.

В данной статье, используя идеи М.М. Лаврентьева и Ш.Я. Ярмухамедова, построена
в явном виде матрица Карлемана, на её основе получен аналог формулы Карлемана и
установлен критерий разрешимости задачи Коши для системы моментной теории упругости.

Рассмотрим в пространстве R3 ограниченную односвязную область 𝐷 с кусочно-гладкой
границей 𝜕𝐷, обозначим через 𝑆 гладкую открытую часть поверхности этой границы.

Пусть вектор-функция 𝑈(𝑥) = (𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)) = (𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), 𝑢3(𝑥), 𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥), 𝑣3(𝑥)), 𝑥 =
=(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑦=(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3), удовлетворяет в области 𝐷 системе уравнений моментной теории
упругости [1, с. 46]{︃

(𝜇+𝛼)Δ𝑢+(𝜆+𝜇−𝛼) grad div 𝑢+2𝛼 rot 𝑣+𝜌𝜔2𝑢+𝜌𝑓 =0,

(𝜈+𝛽)Δ𝑣+(𝜀+𝜈−𝛽) grad div 𝑣+2𝛼 rot𝑢−4𝛼𝑣+𝜃𝜔2𝑣+𝜌𝑔=0,

где 𝑓 — массовая сила, 𝑔 — массовый момент, 𝜔 — частота колебания, 𝜌 — плотность среды,
𝜃 — положительный коэффициент, а параметры 𝛼, 𝛽, 𝜀, 𝜆, 𝜇, 𝜈, характеризующие среду,
удовлетворяют условиям

𝛼> 0, 𝛽 > 0, 𝜇> 0, 3𝜆+2𝜇> 0, 3𝜀+2𝜈 > 0.

Для краткости изложения в дальнейшем запишем эту систему в матричной форме:

𝑀(𝜕𝑥)𝑈(𝑥)+𝜌𝐹 (𝑥)= 0, 𝑥∈𝐷, 𝑈 =

(︂
𝑢
𝑣

)︂
, 𝐹 =

(︂
𝑓
𝑔

)︂
. (1)

Определение 1. Функцию 𝑈 называем регулярной, если 𝑈 ∈𝐶2(𝐷)∩𝐶1(𝐷).
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Рассмотрим следующую задачу Коши: требуется найти регулярное решение 𝑈(𝑥) урав-
нения (1) в области 𝐷, удовлетворяющее начальным условиям

𝑈(𝑦)=𝑈0(𝑦), 𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))𝑈(𝑦)=𝑈1(𝑦), 𝑦 ∈𝑆, (2)

где 𝑈0 ∈𝐶1(𝑆)∩𝐿1(𝑆), 𝑈1 ∈𝐶(𝑆)∩𝐿1(𝑆), 𝐹 ∈𝐶(𝐷).
Известно, что эта задача некорректна. В работах [2; 3, гл. 2, § 1] была разработана кон-

цепция условно корректных задач и получены не только условия разрешимости таких задач,
но и формулы для их решений в виде ряда, что позволило построить удовлетворительные
приближённые решения путём суммирования конечного числа членов ряда.

В настоящей статье основным приёмом построения решения является разложение элемен-
тов подходящего пространства в ряд по однородным гармоническим функциям, образующим
базис на сфере. Получены условия разрешимости и формула Карлемана задачи Коши для
системы уравнений установившихся колебаний моментной теории упругости. В частности,
построена формула для восстановления решения системы уравнений установившихся коле-
баний моментной теории упругости в области специального вида по заданным смещению и
напряжению на открытом связном подмножестве границы области.

2. КРИТЕРИЙ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ

Справедлива следующая
Теорема 1 [4, с. 349]. Для любой функции 𝑈 ∈𝐶1(𝐷) со значениями в R6, такой что

𝑀(𝜕𝑥)𝑈 ∈𝐿1(𝐷), имеет место равенство
ˆ

𝜕𝐷

[︀
(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))Ψ(𝑦−𝑥))т𝑈(𝑦)−Ψ(𝑥−𝑦)(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))𝑈(𝑦))

]︀
𝑑𝑠𝑦+

+
ˆ

𝐷

Ψ(𝑥−𝑦)𝑀(𝜕𝑦)𝑈(𝑦) 𝑑𝑦=

{︃
𝑈(𝑥), 𝑥∈𝐷,
0, 𝑥 /∈𝐷.

(3)

Здесь 𝑇 (𝜕𝑥, 𝑛(𝑥)) — оператор напряжения.
Для решения задачи (1), (2) определим функцию

𝒰(𝑥)=
ˆ

𝑆

(︀
{𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))Ψ(𝑦−𝑥)}т𝑈0(𝑦)−Ψ(𝑥−𝑦)𝑈1(𝑦)

)︀
𝑑𝑠𝑦−

−
ˆ

𝐷

Ψ(𝑥−𝑦)𝜌𝐹 (𝑦) 𝑑𝑦, 𝑥∈R3 ∖𝑆. (4)

Так как фундаментальное решение Ψ уравнения (3) является вещественным и анали-
тичным в R3, кроме начала координат, то функция 𝒰 является вещественной и аналитич-
ной в R3 ∖𝐷. Кроме того, функция 𝒰 является решением однородной системы (так как
Ψт(𝑥−𝑦)=Ψ(𝑦−𝑥))

𝑀(𝜕𝑥)𝑈(𝑥)= 0, 𝑥∈R3 ∖𝐷. (5)

Если 𝑥0∈𝑆, то интегралы 𝒰 и 𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))𝒰 имеют скачки, равные 𝑈0 и 𝑈1 соответственно:

lim
𝜀→0

(︀
𝒰(𝑥0−𝜀𝑛(𝑥0))−𝒰(𝑥0+𝜀𝑛(𝑥0))

)︀
=𝑈0(𝑥0),

lim
𝜀→0

(︀
𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))𝒰(𝑥0−𝜀𝑛(𝑥0))−𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))𝒰(𝑥0+𝜀𝑛(𝑥0))

)︀
=𝑈1(𝑥0),

где 𝑛(𝑥) = (𝑛1(𝑥), 𝑛2(𝑥), 𝑛3(𝑥)) — единичный вектор нормали в точке 𝑥 ∈ 𝜕𝐷, внешней по
отношению к области 𝐷.
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Теорема 2. Для существования решения 𝑈 ∈𝐶1(𝐷∪𝑆) задачи Коши (1), (2) необходимо
и достаточно, чтобы интеграл (4) можно было продолжить из R3 ∖𝐷 через 𝑆 в 𝐷 как
вещественную аналитическую функцию.

Доказательство аналогично доказательству соответствующей теоремы в статье [5].

3. ФОРМУЛА КАРЛЕМАНА

Пусть область 𝐷 является частью шара 𝐵𝑅⊂R3 с центром в начале координат и радиусом
𝑅>0, 𝑆 — гладкая замкнутая поверхность в 𝐵𝑅, разбивающая её на две связные компоненты
𝐵𝑅

+ и 𝐵𝑅
− и ориентированная как граница 𝐵𝑅

−, 0∈𝐵𝑅
+, 0 /∈𝑆. Пусть 𝐷=𝐵𝑅

− и её граница
состоит из 𝑆 и части границы сферы 𝜕𝐵𝑅.

Верна следующая
Теорема 3 [5]. Для фундаментального решения уравнения Гельмгольца в R3 имеет

место разложение

− 1

4𝜋

exp{𝑖𝑘|𝑥−𝑦|}
|𝑥−𝑦|

=

+∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑐𝑛,𝑚(𝑦, 𝑘)𝐽𝑛(𝑘|𝑥|)𝑃𝑛,𝑚(𝑥), (6)

где ряд сходится равномерно вместе со всеми своими производными на компактных под-
множествах конуса 𝒦= {(𝑥, 𝑦)∈R3×R3 : |𝑥|< |𝑦|}.

Представление (6) позволяет получить формулу Карлемана для восстановления решения
однородной системы (5)

Ψ(𝑦−𝑥)=
+∞∑︁
𝑛=0

Ψ𝑛(𝑥, 𝑦), (7)

где ряд равномерно сходится вместе со всеми производными на компактных подмножествах
конуса 𝒦 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R3×R3 : |𝑥|< |𝑦|}, а каждая Ψ𝑛 является блок-матрицей размерности
3×3 такой, что

Ψ
(1)
𝑛,𝑘𝑗(𝑥, 𝑦)=

4∑︁
𝑞=1

(︂
𝛿𝑘𝑗𝑎𝑞+𝑏𝑞

𝜕2

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑗

)︂ 𝑛∑︁
𝑚=0

𝑐𝑛,𝑚(𝑦, 𝑘𝑞)𝐽𝑛(𝑘|𝑥|)𝑃𝑛,𝑚(𝑥),

Ψ
(2)
𝑛,𝑘𝑗(𝑥, 𝑦)=Ψ

(3)
𝑛,𝑘𝑗(𝑥, 𝑦)=

2𝛼

𝜇+𝛼

4∑︁
𝑞=1

3∑︁
𝑝=1

𝜀𝑞𝜀𝑘𝑗𝑝
𝜕

𝜕𝑥𝑝

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑐𝑛,𝑚(𝑦, 𝑘𝑞)𝐽𝑛(𝑘|𝑥|)𝑃𝑛,𝑚(𝑥),

Ψ
(4)
𝑛,𝑘𝑗(𝑥, 𝑦)=

4∑︁
𝑞=1

(︂
𝛿𝑘𝑗𝑐𝑞+𝑑𝑞

𝜕2

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑗

)︂ 𝑛∑︁
𝑚=0

𝑐𝑛,𝑚(𝑦, 𝑘𝑞)𝐽𝑛(𝑘|𝑥|)𝑃𝑛,𝑚(𝑥),

где 𝑘, 𝑗=1, 2, 3.
Если здесь заменим 𝜕/𝜕𝑥𝑖 на −𝜕/𝜕𝑦𝑖, то получим следующее утверждение.
Теорема 4. Каждый член Ψ𝑛(𝑥, 𝑦) ряда (7) является вещественной аналитической

матрицезначной функцией на R3×(R3 ∖{0}), удовлетворяющей уравнениям

𝑀(𝜕𝑥, )Ψ𝑛(𝑥, 𝑦)= 0, 𝑀 ′(𝜕𝑦)(Ψ𝑛(𝑥, 𝑦))
т =0.

Пусть

Ψ(𝑛)(𝑥, 𝑦)=Ψ(𝑥−𝑦)−
𝑛∑︁

𝜈=0

Ψ𝜈(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)∈R3×(R3 ∖{0}).
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Теорема 5. Для любой вектор-функции 𝑈 ∈𝐶1(𝐷̄) и любого 𝑥∈𝐷 верно интегральное
представление

𝑈(𝑥)= lim
𝑛→+∞

ˆ

𝑆

[︀(︀
𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛)(Ψ

(𝑛)(𝑥, 𝑦))т
)︀т
𝑈(𝑦)−Ψ(𝑛)(𝑥, 𝑦)(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛)𝑈(𝑦))

]︀
𝑑𝑠𝑦+

+ lim
𝑛→+∞

ˆ

𝐷

Ψ(𝑛)(𝑥, 𝑦)𝑀(𝜕𝑦)𝑈(𝑦) 𝑑𝑦.

Вывод данного представления аналогичен приведённому в статье [5].
Обозначим

𝑉(𝑛)(𝑥)=
𝑛∑︁

𝑚=0

(︃ˆ
𝑆

[︀
(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛)(Ψ𝑚(𝑥, 𝑦))т

)︀т
𝑈0(𝑦)−Ψ𝑚(𝑥, 𝑦)𝑈1(𝑦)

]︀
𝑑𝑠𝑦−

ˆ

𝐷

Ψ𝑚(𝑦, 𝑥)𝜌𝐹 (𝑦) 𝑑𝑦

)︃
.

Из последних результатов и теоремы 2 получим следующее условие разрешимости для
задачи (1), (2).

Следствие 1. Если последовательность {𝑉(𝑛)} сходится равномерно на компактных
подмножествах шара 𝐵𝑅, то задача Коши (1), (2) разрешима.

Доказательство аналогично соответствующему доказательству в статье [5].

4. КРИТЕРИЙ РАЗРЕШИМОСТИ НА ЯЗЫКЕ МАТРИЦЫ КАРЛЕМАНА

Рассмотрим задачу Коши для однородной системы (5) моментной теории упругости.
Введём следующие обозначения: 𝑥′=(0, 𝑥2, 𝑥3), 𝑦′=(0, 𝑦2, 𝑦3),

𝑠=𝛼2= |𝑥′−𝑦′|2, 𝑟2= |𝑦−𝑥|2= 𝑠+(𝑦1−𝑥1)2;

𝐺𝜌=

{︂
𝑦 ∈R3 : |𝑦′|<𝜏𝑦1, 𝑦1> 0, 𝜏 =tg

𝜋

2𝜌
, 𝜌> 1

}︂
,

𝜕𝐺𝜌=

{︂
𝑦 ∈R3 : |𝑦′|= 𝜏𝑦1, 𝑦1> 0, 𝜏 =tg

𝜋

2𝜌
, 𝜌> 1

}︂
, 𝐺𝜌=𝐺𝜌∪𝜕𝐺𝜌;

𝐺𝜀
𝜌=

{︂
𝑦 ∈R3 : |𝑦′|<𝜏(𝑦1−𝜀), 𝑦1>𝜀, 𝜏 =tg

𝜋

2𝜌
, 𝜌> 1

}︂
,

𝜕𝐺𝜀
𝜌=

{︂
𝑦 ∈R3 : |𝑦′|= 𝜏(𝑦1−𝜀), 𝑦1>𝜀, 𝜏 =tg

𝜋

2𝜌
, 𝜌> 1

}︂
,

𝐺𝜀
𝜌=𝐺𝜀

𝜌∪𝜕𝐺𝜀
𝜌, 𝜏1=sin

𝜋

2𝜌
, 𝜌> 1,

где 𝜀, 𝜀1 и 𝜀2 — достаточно малые положительные числа.
Пусть 𝐷𝜌 — ограниченная односвязная область с границей 𝜕𝐷𝜌, состоящей из части

поверхности конуса 𝜕𝐺𝜌 (в двумерном случае из отрезков лучей с общим началом) и гладкой
поверхности 𝑆 (гладкой кривой), лежащей внутри конуса (угла) 𝐺𝜌. Случай 𝜌=1 предельный,
здесь 𝐺1 — полупространство 𝑦1 > 0 и 𝜕𝐺1 — гиперплоскость 𝑦1 = 0; 𝐷1 — ограниченная
односвязная область с границей, состоящей из компактной связной части гиперплоскости
𝑦1=0 (в двумерном случае из отрезка 𝑎⩽𝑦2⩽ 𝑏) и гладкой поверхности 𝑆 (гладкой кривой),
лежащей в полупространстве 𝑦1 > 0, 𝐷𝜌 =𝐷𝜌∪𝜕𝐷𝜌; 𝑆0 — множество внутренних точек 𝑆,
т.е. поверхность без края.

Решение задачи Коши будем строить в области 𝐷𝜌, когда данные Коши заданы на части 𝑆
границы 𝜕𝐷𝜌.
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Требуется найти регулярное решение 𝑈(𝑥), удовлетворяющее условиям

𝑀(𝜕𝑥)𝑈(𝑥)= 0, 𝑥∈𝐷𝜌, (8)

𝑈(𝑦)=𝑈0(𝑦), 𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))𝑈(𝑦)=𝑈1(𝑦), 𝑦 ∈𝑆, (9)

где 𝑈0 ∈𝐶1(𝑆), 𝑈1 ∈𝐶(𝑆).
Для решения задачи (8), (9) для данной односвязной области используется метод функ-

ции Карлемана, т.е. строится матрица Карлемана и с её помощью выводится формула
нахождения решения внутри области.

Определение 2. Матрицей Карлемана области 𝐷 и поверхности 𝑆 называется 6×6-мат-
рица Π(𝑦, 𝑥, 𝜎), зависящая от двух точек 𝑦, 𝑥∈𝐷 и положительного числового параметра 𝜎,
удовлетворяющая следующим условиям:

Π(𝑦, 𝑥, 𝜎)=Ψ(𝑦−𝑥)+𝐺(𝑦, 𝑥, 𝜎),

где матрица 𝐺(𝑦, 𝑥, 𝜎) удовлетворяет по переменной 𝑦 системе (8) всюду в области 𝐷,
Ψ(𝑦−𝑥) — матрица фундаментальных решений системы (8);

ˆ

𝜕𝐷∖𝑆

(︀
|Π(𝑦, 𝑥, 𝜎)|+ |𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛)Π(𝑦, 𝑥, 𝜎)|

)︀
𝑑𝑠𝑦 ⩽ 𝜀(𝜎),

𝜀(𝜎)→ 0 при 𝜎→∞, |Π| — евклидова норма матрицы Π.
Теперь, учитывая теорему 1 и формулу Грина, на основе определения матрицы Карлемана

при 𝑀(𝜕𝑦)𝑈(𝑦)= 0 для области 𝐷𝜌 имеем

ˆ

𝜕𝐷𝜌

[︀
(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))Π(𝑦, 𝑥, 𝜎))

т𝑈(𝑦)−Π(𝑦, 𝑥, 𝜎)(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))𝑈(𝑦))
]︀
𝑑𝑠𝑦 =

{︃
𝑈(𝑥), 𝑥∈𝐷𝜌,

0, 𝑥 /∈𝐷𝜌.
(10)

Используя матрицу Карлемана, легко вывести оценку устойчивости решения задачи
Коши (8), (9), а также указать метод эффективного решения этой задачи.

Для получения приближённого решения задачи (8), (9) построим матрицу Карлемана
следующим образом:

Π(𝑦, 𝑥, 𝜎)=

(︃
Π(1)(𝑦, 𝑥, 𝜎) Π(2)(𝑦, 𝑥, 𝜎)

Π(3)(𝑦, 𝑥, 𝜎) Π(4)(𝑦, 𝑥, 𝜎)

)︃
,

Π(𝑞)(𝑦, 𝑥, 𝜎)=
(︀
Π

(𝑞)
𝑘𝑗 (𝑦, 𝑥, 𝜎)

)︀
3×3

, 𝑞=1, 4,

Π
(1)
𝑘𝑗 (𝑦, 𝑥, 𝜎)=

4∑︁
𝑞=1

(︂
𝛿𝑘𝑗𝑎𝑞+𝑏𝑞

𝜕2

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑗

)︂
Φ𝜏 (𝑦, 𝑥, 𝑖𝜆𝑞), 𝑘, 𝑗=1, 2, 3,

Π
(2)
𝑘𝑗 (𝑦, 𝑥, 𝜎)=Π

(3)
𝑘𝑗 (𝑦, 𝑥, 𝜎)=

2𝛼

𝜇+𝛼

4∑︁
𝑞=1

3∑︁
𝑚=1

𝜀𝑞𝜀𝑘𝑗𝑠
𝜕

𝜕𝑥𝑚
Φ𝜎(𝑦, 𝑥, 𝑖𝜆𝑞), 𝑘, 𝑗=1, 2, 3,

Π
(4)
𝑘𝑗 (𝑦, 𝑥, 𝜎)=

4∑︁
𝑞=1

(︂
𝛿𝑘𝑗𝑐𝑞+𝑑𝑞

𝜕2

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑗

)︂
Φ𝜎(𝑦, 𝑥, 𝑖𝜆𝑞), 𝑘, 𝑗=1, 2, 3, (11)
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где

Φ𝜎(𝑦, 𝑥, 𝜆)=Φ𝜎(𝑦−𝑥, 𝜆)=
1

−2𝜋2

+∞ˆ

0

Im

[︂
𝐾𝜎(𝑤)

𝑤

]︂
cos(𝜆𝑢) 𝑑𝑢√
𝑢2+𝛼2

, (12)

𝐾𝜎(𝑤)= exp{𝑤2}𝐸𝜌(𝜎𝑤), 𝑤= 𝑖
√︀
𝑢2+𝛼2+𝑦1−𝑥1.

Из результатов работы [6] вытекает
Лемма. Матрица Π(𝑦, 𝑥, 𝜎), определённая формулами (11), (12), является матрицей

Карлемана задачи (8), (9).
Положим

𝑈𝜎(𝑥)=
ˆ

𝑆

[︀
(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))Π(𝑦, 𝑥, 𝜎))

т𝑈(𝑦)−Π(𝑦, 𝑥, 𝜎)(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))𝑈(𝑦))
]︀
𝑑𝑠𝑦, 𝑥∈𝐷𝜌. (13)

Имеет место
Теорема 6. Пусть 𝑈(𝑥) — регулярное решение системы (8) в области 𝐷𝜌, удовлетво-

ряющее условию
|𝑈(𝑦)|+ |𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛(𝑦))𝑈(𝑦)|⩽𝑀, 𝑦 ∈ 𝜕𝐷𝜌 ∖𝑆.

Тогда для 𝜎⩾ 1 и 𝑥∈𝐷𝜌 верна оценка

|𝑈(𝑥)−𝑈𝜎(𝑥)|⩽
𝑀𝐶2(𝑥)

𝜎3
,

где 𝐶2(𝑥)=
´
𝜕𝐷𝜌

𝑟−2 𝑑𝑠𝑦, 𝑟= |𝑥−𝑦|.
Доказательство теоремы следует из формул (10)–(13).
Следствие 2. При выполнении условия теоремы 6 справедливы следующие эквивалент-

ные формулы продолжения:

𝑈(𝑥)= lim
𝜎→+∞

ˆ

𝑆

[︀
(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛)Π(𝑦, 𝑥, 𝜎))

т𝑈(𝑦)−Π(𝑦, 𝑥, 𝜎)(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛)𝑈(𝑦))
]︀
𝑑𝑠𝑦, (14)

𝑈(𝑥)=
ˆ

𝑆

[︀
(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛)Ψ(𝑦−𝑥))т𝑈(𝑦)−Ψ(𝑥−𝑦)(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛)𝑈(𝑦))

]︀
𝑑𝑠𝑦+

+∞ˆ

0

ℛ(𝜎, 𝑥) 𝑑𝜎, (15)

где

ℛ(𝜎, 𝑥)=
ˆ

𝑆

[︀
(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛)Ω(𝑦, 𝑥, 𝜎))

т𝑈(𝑦)−Ω(𝑦, 𝑥, 𝜎)(𝑇 (𝜕𝑦, 𝑛)𝑈(𝑦))
]︀
𝑑𝑠𝑦,

Ω(𝑦, 𝑥, 𝜎)=
𝜕

𝜕𝜎
Π(𝑦, 𝑥, 𝜎)=

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝜎
Π

(𝑖)
𝑘𝑗 (𝑦, 𝑥, 𝜎)

⃦⃦⃦⃦
, 𝑖=1, 2, 3, 4.

Эквивалентность (14) и (15) вытекает из формулы

lim
𝜎→+∞

𝑈𝜎(𝑥)=

+∞ˆ

0

𝑑𝑈𝜎(𝑥)

𝑑𝜎
𝑑𝜎+𝑈0(𝑥),

здесь существование предела в левой части равенства эквивалентно существованию несоб-
ственного интеграла в правой части.
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