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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Краевые задачи для обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений четвёрто-
го порядка часто встречаются в механике твёрдых тел и довольно подробно изучены. Однако
публикаций, посвящённых краевым задачам для нелинейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений (ОДУ) четвёртого порядка с симметричными граничными условиями,
относительно немного, отметим среди них последние работы [1–3]. Результаты, близкие к
полученным настоящей статье, можно найти в [4–7].

Один из наиболее часто используемых элементов в таких конструкциях как самолеты,
здания, корабли, мосты и др. — упругая балка. Деформация балки описывается краевой
задачей для уравнения четвёртого порядка [8]. В работе [9] были изучены вопросы суще-
ствования и единственности решения двухточечной линейной краевой задачи

𝑥(4)(𝑡)+𝑓(𝑡)𝑥(𝑡)= 𝑔(𝑡), 0<𝑡< 1,

𝑥(0)=𝐴1, 𝑥′′(0)=𝐵1, 𝑥(1)=𝐴2, 𝑥′′(1)=𝐵2.

Впоследствии этот результат был распространён [10] на нелинейную краевую задачу

𝑥(4)(𝑡)+𝑓(𝑥(𝑡))𝑥′(𝑡)+𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡), 𝑥′′(𝑡))= 𝑒(𝑡), 0<𝑡< 1,

𝑥(0)=𝑥′′(0)= 0, 𝑥(1)=𝑥′′(1)= 0.

Отметим также работу [11], в которой исследуется краевая задача для уравнения 𝑥(4)(𝑡)=
= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)) с различными типами линейных граничных условий.

В данной статье рассматривается краевая задача

𝑥(4)(𝑡)= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), 0<𝑡< 1, (1)

𝑥(0)= 0, 𝑥′′(0)+𝛼𝑥′′′(0)= 0, 𝑥(1)= 0, 𝑥′′(1)+𝛽𝑥′′′(1)= 0, (2)
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где 𝛼 и 𝛽 — положительные числа такие, что 𝛼⩾ 1 и 1+𝛽−𝛼> 0. Функция 𝑓(𝑡, 𝑥) предпо-
лагается неотрицательной и непрерывной на [0, 1]× [0,+∞), причём 𝑓(·, 0)≡ 0.

Задача (1), (2) моделирует деформацию состояния равновесия упругой балки, у которой
оба конца жёстко закреплены и неподвижны. В механике такая задача называется краевой
задачей изгиба упругой балки, где производные функции деформации 𝑥(𝑡) имеют следующий
физический смысл: 𝑥(4) — жёсткость плотности нагрузки, 𝑥′′′ — жёсткость поперечной силы,
𝑥′′ — жёсткость изгибающего момента и 𝑥′ — наклон (см. [10, 11]).

Рассматриваемая задача сводится к краевой задаче для ОДУ второго порядка и да-
лее к интегральному уравнению, которое исследуется с помощью известной теоремы Го–
Красносельского о неподвижной точке оператора в конусе. Обосновывается наличие по край-
ней мере одной ненулевой неподвижной точки интегрального оператора, что равносильно
существованию по меньшей мере одного положительного решения изучаемой краевой задачи.
Полученные достаточные условия дополняют результаты работ автора в данном направле-
нии [12, 13].

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Приведём некоторые определения и утверждения, необходимые в дальнейшем.
Определение 1 [14, c. 256]. Замкнутое выпуклое множество 𝐾 банахова пространства 𝐸

называется конусом, если из 𝑥∈𝐾 и 𝑥 ̸= 0 вытекает, что 𝛼𝑥∈𝐾 при 𝛼⩾ 0 и 𝛼𝑥 /∈𝐾 при
𝛼< 0.

Теорема 1 [15, c. 93]. Пусть 𝐸 — банахово пространство и 𝐾 ⊂ 𝐸 — конус в 𝐸.
Предположим, что Ω1 и Ω2 являются открытыми подмножествами 𝐸 с 0∈Ω1, Ω1⊂Ω2,
и пусть 𝐴 : 𝐾∩(Ω2 ∖Ω1)→𝐾 — вполне непрерывный оператор такой, что выполнено одно
из двух условий:

(i) ‖𝐴𝑢‖⩽ ‖𝑢‖ для любого 𝑢∈𝐾∩𝜕Ω1 и ‖𝐴𝑢‖⩾ ‖𝑢‖ для любого 𝑢∈𝐾∩𝜕Ω2,
(ii) ‖𝐴𝑢‖⩾ ‖𝑢‖ для любого 𝑢∈𝐾∩𝜕Ω1 и ‖𝐴𝑢‖⩽ ‖𝑢‖ для любого 𝑢∈𝐾∩𝜕Ω2.
Тогда оператор 𝐴 имеет неподвижную точку в 𝐾∩(Ω2 ∖Ω1).
В работе использованы следующие обозначения: 𝐶4

[0,1] — пространство четырежды не-
прерывно-дифференцируемых на отрезке [0, 1] вещественных функций, 𝐶[0,1] — простран-
ство непрерывных на отрезке [0, 1] вещественных функций с нормой ‖𝑥‖=max0⩽𝑡⩽1 |𝑥(𝑡)|,
Ω1= {𝑢∈𝐾 : ‖𝑢‖<𝑟}, 𝜕Ω1= {𝑢∈𝐾 : ‖𝑢‖= 𝑟}, Ω2= {𝑢∈𝐾 : ‖𝑢‖<𝑅}, 𝜕Ω2= {𝑢∈𝐾 : ‖𝑢‖=𝑅},
Ω=Ω2 ∖Ω1, 𝑟 и 𝑅 — некоторые положительные числа, которые определим далее.

Определение 2. Под положительным решением задачи (1), (2) будем понимать функ-
цию 𝑥∈𝐶4

[0,1], положительную в интервале (0, 1), удовлетворяющую уравнению (1) и краевым
условиям (2).

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Лемма 1. Пусть ℎ(𝑡) — неотрицательная и непрерывная на отрезке [0, 1] функция.
Краевая задача

𝑢′′(𝑡)=ℎ(𝑡), 0<𝑡< 1, (3)

𝑢(0)+𝛼𝑢′(0)= 0, 𝑢(1)+𝛽𝑢′(1)= 0, (4)

имеет единственное положительное решение

𝑢(𝑡)=

1ˆ

0

𝐺(𝑡, 𝑠)ℎ(𝑠) 𝑑𝑠, 0⩽ 𝑡⩽ 1,
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где

𝐺(𝑡, 𝑠)=
1

1+𝛽−𝛼

{︃
(𝑠−(1+𝛽))(𝑡−𝛼), 0⩽ 𝑡⩽ 𝑠,

(𝑠−𝛼)(𝑡−(1+𝛽)), 𝑠⩽ 𝑡⩽ 1.

Доказательство. Проинтегрировав равенство (3) на промежутке [0, 𝑡] при 𝑡∈ [0, 1], по-
лучим

𝑢′(𝑡)=

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑠) 𝑑𝑠+𝑎1,

а отсюда аналогично

𝑢(𝑡)=

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)ℎ(𝑠) 𝑑𝑠+𝑎1𝑡+𝑎2. (5)

С учётом граничных условий (4) находим

𝑎1=
1

1+𝛽−𝛼

1ˆ

0

(𝑠−(1+𝛽))ℎ(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑎2=− 𝛼

1+𝛽−𝛼

1ˆ

0

(𝑠−(1+𝛽))ℎ(𝑠) 𝑑𝑠,

после их подстановки в (5) получим

𝑢(𝑡)=

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)ℎ(𝑠) 𝑑𝑠+ 1

1+𝛽−𝛼

1ˆ

0

𝑡(𝑠−(1+𝛽))ℎ(𝑠) 𝑑𝑠− 𝛼

1+𝛽−𝛼

1ˆ

0

(𝑠−(1+𝛽))ℎ(𝑠) 𝑑𝑠=

=

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)ℎ(𝑠) 𝑑𝑠+ 1

1+𝛽−𝛼

1ˆ

0

(𝑡−𝛼)(𝑠−(1+𝛽))ℎ(𝑠) 𝑑𝑠=

=

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)ℎ(𝑠) 𝑑𝑠+ 1

1+𝛽−𝛼

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝛼)(𝑠−(1+𝛽))ℎ(𝑠) 𝑑𝑠+
1

1+𝛽−𝛼

1ˆ

𝑡

(𝑡−𝛼)(𝑠−(1+𝛽))ℎ(𝑠) 𝑑𝑠=

=
1

1+𝛽−𝛼

𝑡ˆ

0

(𝑠−𝛼)(𝑡−(1+𝛽))ℎ(𝑠) 𝑑𝑠+
1

1+𝛽−𝛼

1ˆ

𝑡

(𝑡−𝛼)(𝑠−(1+𝛽))ℎ(𝑠) 𝑑𝑠=

=

1ˆ

0

𝐺(𝑡, 𝑠)ℎ(𝑠) 𝑑𝑠.

Лемма доказана.
Вычислим

𝜕𝐺(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
=

1

1+𝛽−𝛼

{︃
𝑠−(1+𝛽), 0⩽ 𝑡< 𝑠,

𝑠−𝛼, 𝑠< 𝑡⩽ 1.

Легко видеть, что 𝜕𝐺(𝑡, 𝑠)/𝜕𝑡⩽ 0 при 𝑡∈ [0, 1], т.е. функция 𝐺(𝑡, 𝑠) убывает по 𝑡. Следова-
тельно,

min
0⩽𝑡⩽1

𝐺(𝑡, 𝑠)=𝐺(1, 𝑠)=
𝛽

1+𝛽−𝛼
(𝛼−𝑠), 𝑠∈ [0, 1],

и
max
0⩽𝑡⩽1

𝐺(𝑡, 𝑠)=𝐺(0, 𝑠)=
𝛼

1+𝛽−𝛼
(1+𝛽−𝑠), 𝑠∈ [0, 1].
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Определим оператор 𝐴 : 𝐶[0,1]→𝐶[0,1] формулой

(𝐴𝑥)(𝑡)=

1ˆ

0

𝐺0(𝑡, 𝑠)

[︃ 1ˆ

0

𝐺(𝑠, 𝜏)𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏

]︃
𝑑𝑠, 0⩽ 𝑡⩽ 1,

где 𝐺0(𝑡, 𝑠) — функция Грина оператора 𝑑2/𝑑𝑡2 с краевыми условиями 𝑥(0)=𝑥(1)= 0:

𝐺0(𝑡, 𝑠)=

{︃
𝑠(1− 𝑡), 0⩽ 𝑠⩽ 𝑡,

𝑡(1−𝑠), 𝑡⩽ 𝑠⩽ 1.

Нетрудно видеть, что в квадрате [0, 1]×[0, 1] функция 𝐺0(𝑡, 𝑠) неотрицательна и обладает
свойством

𝜙(𝑡)𝜙(𝑠)⩽𝐺0(𝑡, 𝑠)⩽𝜙(𝑠), (6)

где 𝜙(𝑡)=min(𝑡, 1− 𝑡).
Заметим, что в силу леммы 1 функция 𝑥(𝑡) является решением краевой задачи (1), (2)

тогда и только тогда, когда 𝑥(𝑡) — неподвижная точка оператора 𝐴.
Введём в пространстве 𝐶[0,1] конус

𝐾 = {𝑥∈𝐶[0,1] : 𝑥⩾ 0, 𝑥(𝑡)⩾𝜙(𝑡)‖𝑥‖}.

Лемма 2. Конус 𝐾 инвариантен относительно оператора 𝐴.
Доказательство. Для любых 𝑥∈𝐾 в силу (6) имеем

‖𝐴𝑥‖= max
0⩽𝑡⩽1

(𝐴𝑥)(𝑡)⩽
1ˆ

0

𝜙(𝑠)

[︃ 1ˆ

0

𝐺(𝑠, 𝜏)𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏

]︃
𝑑𝑠.

Тогда

(𝐴𝑥)(𝑡)⩾𝜙(𝑡)

1ˆ

0

𝜙(𝑠)

[︃ 1ˆ

0

𝐺(𝑠, 𝜏)𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏

]︃
𝑑𝑠⩾𝜙(𝑡)‖𝐴𝑥‖.

Следовательно, 𝐴(𝐾)⊂𝐾. Лемма доказана.
Кроме того, из теоремы Арцела–Асколи [16, c. 897] следует, что оператор 𝐴 вполне

непрерывен.
Теорема 2. Предположим, что выполнены условия

lim
𝑢→+0

max
0⩽𝑡⩽1

𝑓(𝑡, 𝑢)

𝑢
=0, lim

𝑢→+∞
min
0⩽𝑡⩽1

𝑓(𝑡, 𝑢)

𝑢
=∞. (7)

Тогда краевая задача (1), (2) имеет по крайней мере одно положительное решение.
Доказательство. При выполнении первого условия из (7) найдётся положительное чис-

ло 𝑙 такое, что

𝑓(𝑡, 𝑥)⩽ 𝜉𝑥, 𝑡∈ [0, 1], 0⩽𝑥⩽ 𝑙, 0<𝜉⩽
8(1+𝛽−𝛼)
𝛼(1+2𝛽)

. (8)

В определении множества Ω1 положим 𝑟= 𝑙 и с учётом (6) и (8) для 𝑥∈𝜕Ω1 будем иметь

‖𝐴𝑥‖= max
0⩽𝑡⩽1

1ˆ

0

𝐺0(𝑡, 𝑠)

[︃ 1ˆ

0

𝐺(𝑠, 𝜏)𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏

]︃
𝑑𝑠⩽ 𝜉

1ˆ

0

𝐺(0, 𝜏)𝑥(𝜏) 𝑑𝜏

1ˆ

0

𝜙(𝑠) 𝑑𝑠⩽

⩽ 𝜉

1ˆ

0

𝐺(0, 𝜏) 𝑑𝜏

1ˆ

0

𝜙(𝑠) 𝑑𝑠 ·‖𝑥‖⩽ 𝜉
𝛼(1+2𝛽)

8(1+𝛽−𝛼)
‖𝑥‖⩽ ‖𝑥‖.
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В свою очередь, второе условие из (7) гарантирует существование числа 𝐿> 0 такого,
что

𝑓(𝑡, 𝑢)⩾𝜇𝑢, 𝑡∈ [0, 1], 𝑢⩾𝐿,

где

𝜇⩾
8(1+𝛽−𝛼)

𝛽

(︃ 1−𝜎ˆ

𝜎

(𝛼−𝜏)𝜙(𝜏) 𝑑𝜏

)︃−1

, 𝜎 ∈ (0, 1/2).

Пусть 𝑅=max{𝐿/𝛾, 2𝑟}, где 𝛾=min𝜎⩽𝑡⩽1−𝜎 𝜙(𝑡). Если 𝑥∈𝜕Ω2, то для каждого 𝑡∈ [𝜎, 1−𝜎]
имеем

𝑥(𝑡)⩾ min
𝜎⩽𝑡⩽1−𝜎

𝜙(𝑡)‖𝑥‖= 𝛾𝑅>𝐿.

В силу (6) и (8) для 𝑥∈ 𝜕Ω2 получим

(𝐴𝑥)(𝑡)⩾𝜙(𝑡)

1ˆ

0

𝜙(𝑠)

[︃ 1ˆ

0

𝐺(𝑠, 𝜏)𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏)) 𝑑𝜏

]︃
𝑑𝑠⩾𝜇𝜙(𝑡)

1ˆ

0

𝜙(𝑠)

[︃ 1−𝜎ˆ

𝜎

𝐺(𝑠, 𝜏)𝑥(𝜏) 𝑑𝜏

]︃
𝑑𝑠⩾

⩾𝜇𝜙(𝑡)

1−𝜎ˆ

𝜎

𝐺(1, 𝜏)𝜙(𝜏) 𝑑𝜏

1ˆ

0

𝜙(𝑠) 𝑑𝑠 ·‖𝑥‖⩾𝜇
𝛽

4(1+𝛽−𝛼)
𝜙(𝑡)

1−𝜎ˆ

𝜎

(𝛼−𝜏)𝜙(𝜏) 𝑑𝜏 ·‖𝑥‖.

Пронормировав теперь это неравенство с учётом ограничений на 𝜇, окончательно получим
‖𝐴𝑥‖⩾ ‖𝑥‖ для всех 𝑥∈ 𝜕Ω2.

Таким образом, при соответствующем выборе величин 𝑟 и 𝑅 в силу теоремы 1 вполне
непрерывный оператор 𝐴 имеет по крайней мере одну неподвижную точку в Ω, что рав-
носильно существованию хотя бы одного положительного решения краевой задачи (1), (2).
Теорема доказана.

Замечание. При выполнении условий

lim
𝑢→+0

min
0⩽𝑡⩽1

𝑓(𝑡, 𝑢)

𝑢
=∞, lim

𝑢→+∞
max
0⩽𝑡⩽1

𝑓(𝑡, 𝑢)

𝑢
=0,

применяя теорему 1, можно по аналогичной схеме доказать существование по меньшей мере
одного положительного решения краевой задачи (1), (2).
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FOR ONE NONLINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATION OF THE FOURTH ORDER
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The question of the existence of a positive solution to a two-point boundary value problem with ho-
mogeneous almost symmetric boundary conditions for one nonlinear fourth-order ordinary differential
equation is investigated.
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