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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим уравнение

𝑙(𝑦)=
𝑖

2
[(𝑝(𝑥)𝑦(𝑛)(𝑥))(𝑛+1)+(𝑝(𝑥)𝑦(𝑛+1)(𝑥))(𝑛)]+𝑞(𝑥)𝑦(𝑥)=𝜆𝑦, 𝜆∈C, 𝑥⩾ 1, (1)

где 𝑖 — мнимая единица.
Для нахождения асимптотики фундаментальной системы решений (ФСР) уравнения (1)

при 𝑥→+∞ будет использован подход, предложенный ранее в работах [1–3], основанный
на последовательности матричных преобразований и применении тождества Кэмпбелла–
Хаусдорфа [4]. Данный метод позволяет существенно расширить классы коэффициентов
𝑝(𝑥) и 𝑞(𝑥), для которых можно выписать асимптотику ФСР уравнения (1).

Отметим, что полученные асимптотические формулы позволяют исследовать спектраль-
ные свойства соответствующих дифференциальных операторов, порождаемых уравнени-
ем (1), а именно, индексы дефекта и характер спектра.

Запишем уравнение (1) в виде системы обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка, используя для этого аппарат квазипроизводных [5]. Определим функции
𝑞𝑛(𝑥)∈𝐿1,𝑙𝑜𝑐[1,+∞) так, чтобы

𝑞(𝑛)𝑛 (𝑥)= 𝑞(𝑥), (2)
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и введём в рассмотрение квазипроизводные, определяемые соотношениями⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧1= 𝑦, 𝑧𝑛+2=
√
𝑝𝑧′𝑛+1− 𝑖𝑞𝑛𝑧1,

𝑧2= 𝑧′1, 𝑧𝑛+3= 𝑧′𝑛+2+ 𝑖𝐶
1
𝑛𝑞𝑛𝑧2,

...
𝑧𝑛= 𝑧′𝑛−1, 𝑧2𝑛= 𝑧′2𝑛−1+ 𝑖(−1)𝑛−1𝐶𝑛−2

𝑛 𝑞𝑛𝑧𝑛−1,

𝑧𝑛+1=
√
𝑝𝑧′𝑛, 𝑧2𝑛+1= 𝑧′2𝑛+ 𝑖(−1)𝑛𝐶𝑛−1

𝑛 𝑞𝑛𝑧𝑛.

(3)

Тогда из уравнения (1) получим соотношение

𝑧′2𝑛+1=−𝑖𝜆𝑧1−(−1)𝑛+1 𝑞𝑛√
𝑝
𝑖𝑧𝑛+1.

Введём вектор-столбец 𝑧=(𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧2𝑛+1)
т и запишем уравнение (1) как систему обык-

новенных дифференциальных уравнений

𝑧′=𝑆𝑧, (4)

где 𝑆(𝑥, 𝜆) — матрица Шина–Зеттла [5] вида

𝑆=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0 0 0 0 . . . 0

. . .
0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0
1
√
𝑝

0 0 . . . 0

𝑖𝑞𝑛√
𝑝

0 0 . . . 0 0
1
√
𝑝

0 . . . 0

0 −𝑖𝑛𝑞𝑛 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0
. . .

0 0 0 . . . 0 (−1)𝑛−1𝑖𝑛𝑞𝑛 0 0 . . . 1

−𝑖𝜆 0 0 . . . 0 0
(−1)𝑛𝑖𝑞𝑛√

𝑝
0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Отметим, что из соотношения (2) следует, что функция 𝑞𝑛(𝑥) определяется с точностью
до многочлена порядка 𝑛−1. Однако ФСР уравнения (1) не зависит от выбора констант
интегрирования, что непосредственно следует из формул (3). Условия выбора коэффициентов
многочлена формулируются для каждого исследуемого случая.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть функция 𝑝(𝑥) представима как

1√︀
𝑝(𝑥)

= 1+ℎ(𝑥), ℎ(𝑥)∈𝐿1,𝑙𝑜𝑐[1,∞). (5)

Запишем с учётом (5) систему уравнений (4) в виде

𝑧′=(𝐿0+ℎ(𝑥)𝐿1+ 𝑖𝑞𝑛𝐷0+ 𝑖𝑞𝑛(𝑥)ℎ(𝑥)𝐷1)𝑧, (6)
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где матрицы 𝐿0, 𝐿1, 𝐷0, 𝐷1 таковы, что их ненулевые элементы определяются формулами

(𝐿0)𝑘,𝑗 =1, 𝑗=1+𝑘, 𝑘=1, 2𝑛, (𝐿0)2𝑛+1,1=−𝑖𝜆,

(𝐿1)𝑛,𝑛+1=(𝐿1)𝑛+1,𝑛+2=1, (𝐷0)𝑛+1,1=(𝐷0)2𝑛+1,𝑛+1=1,

(𝐷0)𝑛+𝑘,𝑘 =(−1)𝑘−1𝐶𝑘−1
𝑛 , 𝑘=2, 𝑛, (𝐷1)𝑛+1,1=1, (𝐷1)2𝑛+1,𝑛+1=(−1)𝑛.

Рассмотрим далее различные случаи поведения коэффициентов исходного уравнения.
Случай 1. Определим функцию ̃︀ℎ(𝑥) как

̃︀ℎ(𝑥)= 𝑞𝑛(𝑥)ℎ(𝑥). (7)

Пусть выполняются следующие условия:

ℎ(𝑥), 𝑞𝑛(𝑥)∈𝐿1[1,∞), ̃︀ℎ(𝑥)∈𝐿1,𝑙𝑜𝑐[1,∞).

Эти условия выполнены, например, для функций

ℎ(𝑥)=
1

𝑥𝛾
, 𝛾 > 1; 𝑞𝑛(𝑥)=𝑥𝛼 sin𝑥𝛽, 𝛼> 0, 𝛽 >

𝛼+𝑛+1

𝑛
.

Введём в рассмотрение постоянную матрицу 𝑇 , которая приводит матрицу 𝐿0 к диаго-
нальному виду. Сделаем замену

𝑧=𝑇𝑢, 𝑇−1𝐿0𝑇 =Λ,

где Λ — диагональная матрица, состоящая из собственных значений матрицы 𝐿0:

(Λ)𝑘,𝑘 =𝜇𝑘, 𝜇2𝑛+1
𝑘 =−𝑖𝜆, 𝑘=1, 2𝑛+1,

𝑇 — матрица, состоящая из собственных векторов матрицы 𝐿0:

𝑇 =(𝑡1, . . . , 𝑡2𝑛+1),

𝑡1=(1, 𝜇1, 𝜇
2
1, . . . , 𝜇

2𝑛
1 )т, . . . , 𝑡2𝑛+1=(1, 𝜇2𝑛+1, 𝜇

2
2𝑛+1, . . . , 𝜇

2𝑛
2𝑛+1)

т.

Тогда система (6) примет вид

𝑢′=(Λ+ℎ(𝑥)𝑇−1𝐿1𝑇 + 𝑖𝑞𝑛𝑇
−1𝐷0𝑇 +̃︀ℎ(𝑥)𝑇−1𝐷1𝑇 )𝑢. (8)

Очевидно, что в силу наложенных условий система (8) удовлетворяет условиям леммы 1
из [6, с. 288] и является 𝐿-диагональной, а это означает, что можно выписать асимптотические
формулы при 𝑥→+∞ для ФСР этой системы:

𝑧𝑘(𝑥, 𝜆)=𝑇𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)= 𝑒𝜇𝑘𝑥𝑇 (𝑒𝑘+𝑜(1)), 𝑘=1, 2𝑛+1,

где 𝑒𝑘 — единичные базисные векторы.
Случай 2. Пусть выполнены следующие условия:

𝑞𝑛(𝑥) /∈𝐿1[1,∞), 𝑞𝑛+1(𝑥), ℎ(𝑥),̃︀ℎ(𝑥)∈𝐿1[1,∞), ̃︀ℎ(𝑥)∈𝐿1,𝑙𝑜𝑐[1,∞).

Они справедливы, например, для функций

ℎ(𝑥)=
1

𝑥𝛾
, 𝛾 > 1; 𝑞(𝑥)=𝑥𝛼 sin𝑥𝛽, 𝛼> 0,

𝛼+𝑛+2

𝑛+1
<𝛽⩽

𝛼+𝑛+1

𝑛
.
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Следуя подходу, изложенному в статье [2], сделаем замену в системе (6) по формуле

𝑧= 𝑒𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0𝑢 (9)

и получим
𝑢′= 𝑒−𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0(𝐿0+ℎ(𝑥)𝐿1+ 𝑖̃︀ℎ(𝑥)𝐷1)𝑒

𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0𝑢. (10)

Применив тождество Кэмпбелла–Хаусдорфа, преобразуем правую часть (10) к виду

𝑒−𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0𝐿0𝑒
𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0 =

=𝐿0− 𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)[𝐷0, 𝐿0]+
𝑖2

2!
𝑞2𝑛+1(𝑥)[𝐷0, [𝐷0, 𝐿0]]−

𝑖3

3!
𝑞3𝑛+1(𝑥)[𝐷0, [𝐷0, [𝐷0, 𝐿0]]]+ . . . ,

где [𝐷0, 𝐿0] =𝐷0𝐿0−𝐿0𝐷0 — матричный коммутатор.
Введём обозначения 𝐾1=[𝐷0, 𝐿0], 𝐾2=[𝐷0, [𝐷0, 𝐿0]], . . . Заметим, что матрица 𝐷0 ниль-

потентна, а значит, ненулевая последовательность матричных коммутаторов вида

[𝐷0, [𝐷0, . . . , [𝐷0, 𝐿0]] . . .]

конечна. Последовательно вычисляя коммутаторы в правой части последнего соотношения,
получаем, что 𝐾𝑖 =0, 𝑖 > 2, а ненулевые элементы матриц 𝐾1 и 𝐾2 определяются соотно-
шениями

(𝐾1)𝑛,1=−1, (𝐾1)2𝑛+1,𝑛+2=(−1)𝑛, (𝐾1)𝑛+𝑖,𝑖+1=(−1)𝑖(𝐶𝑖−1
𝑛 +𝐶𝑖

𝑛), 𝑖=2, 𝑛,

(𝐾2)2𝑛,1=(−1)𝑛(2𝐶𝑛−1
𝑛 −1), (𝐾2)2𝑛+1,2=(−1)𝑛(1+2𝐶1

𝑛), 𝐾𝑖=0, 𝑖 > 2.

Аналогичные вычисления можно провести и для остальных слагаемых в правой ча-
сти (10):

𝑒−𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0𝐿1𝑒
𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0 =ℎ(𝑥)𝐿1− 𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)[𝐷0, 𝐿1]+

𝑖2

2!
ℎ(𝑥)𝑞2𝑛+1(𝑥)[𝐷0, [𝐷0, 𝐿1]]+ . . .

Обозначим 𝑀1 = [𝐷0, 𝐿1], 𝑀2 = [𝐷0, [𝐷0, 𝐿1]], . . . , 𝑀𝑘 = 0, 𝑘 > 2. Ненулевые элементы
матриц 𝑀1 и 𝑀2 определяются соотношениями

(𝑀1)𝑛,1=(𝑀1)2𝑛+1,𝑛+2=1, (𝑀1)2,𝑛+1=𝑛, (𝑀1)2𝑛,𝑛+1=(−1)𝑛𝑛, 𝑖=2, 𝑛,

(𝑀2)2𝑛,1=−2𝑛, (𝑀2)2𝑛+1,2=(−1)𝑛+12𝑛, 𝑀𝑖=0, 𝑖 > 2.

Поскольку [𝐷0, 𝐷1] = 0, верно представление

𝑒−𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0̃︀ℎ(𝑥)𝐷1𝑒
𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0 =̃︀ℎ(𝑥)𝐷1,

тогда уравнение (10) можно записать в виде

𝑢′=

(︂
𝐿0+ℎ𝐿1+̃︀ℎ𝐷1− 𝑖𝑞𝑛+1𝐾1+

𝑖2

2!
𝑞2𝑛+1𝐾2− 𝑖𝑞𝑛+1ℎ𝑀1+

𝑖2

2!
ℎ𝑞2𝑛+1𝑀2

)︂
𝑢.

Ввиду наложенных условий на функции ℎ(𝑥), 𝑞(𝑥), последняя система допускает пред-
ставление

𝑢′=(𝐿0+𝐷(𝑥))𝑢,
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где 𝐷(𝑥) — матрица с элементами из пространства 𝐿1[1,∞]:

𝐷(𝑥)=−ℎ1𝑁1+
ℎ21
2!
𝑁2− 𝑖𝑞𝑛ℎ1𝑃1+

𝑖𝑞𝑛ℎ
2
1

2!
+ 𝑖̃︀ℎ𝐷1− 𝑖ℎ1̃︀ℎ[𝐿1, 𝐷1].

Как и в случае 1, сделаем замену 𝑢=𝑇𝑣 и получим

𝑣′=(Λ+𝑇−1𝐷(𝑥)𝑇 )𝑣. (11)

Система (11) удовлетворяет условиям леммы 1 из книги [6, с. 288] и является 𝐿-диаго-
нальной, а значит, с учётом (9) можно записать асимптотические формулы при 𝑥→+∞
для её ФСР

𝑧𝑘(𝑥, 𝜆)= 𝑒𝜇𝑘𝑥𝑇𝑒𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0(𝑒𝑘+𝑜(1)), 𝑘=1, 2𝑛+1,

где 𝑒𝑘 — единичные базисные векторы.
Случай 3. Определим функцию ℎ′1(𝑥) так, чтобы выполнялось равенство

ℎ′1(𝑥)=ℎ(𝑥). (12)

И пусть имеют место условия

ℎ(𝑥), 𝑞𝑛(𝑥) /∈𝐿1[1,∞), ℎ1(𝑥), 𝑞𝑛+1(𝑥),̃︀ℎ(𝑥)∈𝐿1[1,∞), ̃︀ℎ(𝑥)∈𝐿1,𝑙𝑜𝑐[1,∞).

Эти условия справедливы, например, для

ℎ(𝑥)=
1

𝑥𝛾
, 0<𝛾 < 1; 𝑞(𝑥)=𝑥𝛼 sin𝑥𝛽, 2>𝛼> 0,

𝛼+𝑛+1−𝛾
𝑛

<𝛽⩽
𝛼+𝑛+1

𝑛
.

Как и в случае 2, сделаем замену в системе (6) по формуле

𝑧= 𝑒ℎ1(𝑥)𝐿1𝑢 (13)

и получим
𝑢′= 𝑒−ℎ1(𝑥)𝐿1(𝐿0+ 𝑖𝑞𝑛𝐷0+ 𝑖̃︀ℎ(𝑥)𝐷1)𝑒

ℎ1(𝑥)𝐿1𝑢. (14)

Применив тождество Кэмпбелла–Хаусдорфа для преобразования правой части (14), будем
иметь

𝑒−ℎ1(𝑥)𝐿1𝐿0𝑒
ℎ1(𝑥)𝐿1 =𝐿0−ℎ1(𝑥)[𝐿1, 𝐿0]+

ℎ21(𝑥)

2!
[𝐿1, [𝐿1, 𝐿0]]−

ℎ31
3!

[𝐿1, [𝐿1, [𝐿1, 𝐿0]]]+ . . .

Обозначим 𝑁1=[𝐿1, 𝐿0], 𝑁2=[𝐿1, [𝐿1, 𝐿0]]. Заметим, что матрица 𝐿1 нильпотентна, а зна-
чит, последовательность коммутаторов конечна, а именно, 𝑁𝑖=0, 𝑖>2. Ненулевые элементы
𝑁1 и 𝑁2 определяются соотношениями

(𝑁1)𝑛−1,𝑛+1=1, (𝑁1)𝑛+1,𝑛+3=−1, (𝑁2)𝑛−1,𝑛+2=(𝑁2)𝑛,𝑛+3=−1.

Выполнив аналогичные вычисления для остальных членов в правой части (14), получим

𝑒−ℎ1(𝑥)𝐿1𝑖𝑞𝑛(𝑥)𝐷0𝑒
ℎ1(𝑥)𝐿1 =

= 𝑖𝑞𝑛(𝑥)𝐷0− 𝑖𝑞𝑛(𝑥)ℎ1(𝑥)[𝐿1, 𝐷0]+
𝑖

2!
𝑞𝑛(𝑥)ℎ

2
1(𝑥)[𝐿1, [𝐿1, 𝐷0]]−

𝑖

3!
𝑞𝑛(𝑥)ℎ

3
1(𝑥)[𝐿1, [𝐿1, [𝐿1, 𝐷0]]]+ . . .
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Пусть 𝑃1= [𝐿1, 𝐷0], 𝑃2= [𝐿1, [𝐿1, 𝐷0]], . . . Имеем

(𝑃1)1,𝑛=(𝑃1)2𝑛+1,𝑛+2=1,

(𝑃1)2,𝑛+1=𝑛(𝑃1)2𝑛,𝑛+1=(−1)𝑛−1𝑛,

(𝑃2)𝑛,2=𝑛, (𝑃2)2𝑛,𝑛+2=(−1)𝑛−1𝑛,

из нильпотентности матрицы 𝐷0 следует, что 𝑃𝑘 =0, 𝑘 > 2. Далее,

𝑒−ℎ1(𝑥)𝐿1𝑖̃︀ℎ(𝑥)𝐷1𝑒
ℎ1(𝑥)𝐿1 = 𝑖̃︀ℎ(𝑥)𝐷1− 𝑖ℎ1(𝑥)̃︀ℎ(𝑥)[𝐿1, 𝐷1],

([𝐿1, 𝐷1])𝑛,1=1, ([𝐿1, 𝐷1])2𝑛+1,𝑛=−1.

Ввиду наложенных условий на функции ℎ(𝑥), 𝑞(𝑥), система (14) может быть записана
как

𝑢′=(𝐿0+ 𝑖𝑞𝑛(𝑥)𝐷0+𝐷(𝑥))𝑢,

где 𝐷(𝑥) — матрица с элементами из 𝐿1[1,∞). В отличие от случая 2, полученная система
ещё не является 𝐿-диагональной. Сделаем ещё одну замену по формуле

𝑢= 𝑒𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0𝑣, (15)

тогда последняя система примет вид

𝑣′= 𝑒−𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0(𝐿0+ 𝑖𝑞𝑛(𝑥)𝐷0+𝐷(𝑥))𝑒𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0𝑣. (16)

Применив тождество Кэмпбелла–Хаусдорфа для преобразований правой части (16), с
учётом нильпотентности 𝐷0 и после вычисления необходимых матричных коммутаторов
запишем систему (16) как

𝑣′=(𝐿0+ ̃︀𝐷(𝑥))𝑣.

Здесь матрица

̃︀𝐷(𝑥)=−𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)[𝐷0, 𝐿0]+
𝑖2

2!
𝑞2𝑛+1[𝐷0, [𝐷0, 𝐿0]]+𝑒

−𝑞𝑛+1𝐷0𝐷(𝑥)𝑒𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0 .

В силу условий, наложенных на функции ℎ(𝑥) и 𝑞(𝑥), очевидно, что ̃︀𝐷(𝑥) является матрицей
с суммируемыми на промежутке [1,+∞) элементами.

Далее сделаем замену 𝑣=𝑇𝑠 и получим систему

𝑠′=(Λ+𝑇−1 ̃︀𝐷(𝑥)𝑇 )𝑠,

которая уже удовлетворяет условиям леммы 1 в [6, с. 288] и является 𝐿-диагональной, сле-
довательно, принимая во внимание (13) и (15), можно выписать асимптотические формулы
при 𝑥→+∞ для её ФСР:

𝑧𝑘(𝑥, 𝜆)= 𝑒𝜇𝑘𝑥𝑇𝑒𝑖𝑞𝑛+1(𝑥)𝐷0𝑒ℎ1(𝑥)𝐿1(𝑒𝑘+𝑜(1)), 𝑘=1, 2𝑛+1,

где 𝑒𝑘 — единичные базисные векторы.
Объединяя случаи 1–3, получаем утверждение следующей теоремы.
Теорема. Пусть функции 𝑞𝑛(𝑥), 𝑞𝑛+1(𝑥), ℎ(𝑥), ̃︀ℎ(𝑥), ℎ1(𝑥) определены формулами (2), (5),

(7), (12) и выполнено одно из следующих условий:
1) ℎ(𝑥), 𝑞𝑛(𝑥)∈𝐿1[1,∞), ̃︀ℎ(𝑥)∈𝐿1,𝑙𝑜𝑐[1,∞);
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2) 𝑞𝑛(𝑥) /∈𝐿1[1,∞), ℎ(𝑥), 𝑞𝑛+1(𝑥),̃︀ℎ(𝑥)∈𝐿1[1,∞), ̃︀ℎ(𝑥)∈𝐿1,𝑙𝑜𝑐[1,∞);
3) ℎ(𝑥), 𝑞𝑛(𝑥) /∈𝐿1[1,∞), 𝑞𝑛+1(𝑥), ℎ1(𝑥),̃︀ℎ(𝑥)∈𝐿1[1,∞), ̃︀ℎ(𝑥)∈𝐿1,𝑙𝑜𝑐[1,∞).

Тогда справедливы асимптотические формулы при 𝑥→+∞ для ФСР уравнения (1):

𝑦𝑗(𝑥, 𝜆)= 𝑒𝜇𝑗𝑥(1+𝑜(1)), 𝑗=1, 2𝑛+1.
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