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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Изучается система нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений вида

A (𝑥)= 𝑓(𝑡, 𝑥, . . . , 𝑥(𝑙−1))+𝑦(𝑡). (1)

При определённых предположениях относительно линейного дифференциального опера-
тора A и правой части уравнения (1) устанавливается чётность числа 𝜔-периодических
решений данного уравнения. Формулируются достаточные условия существования не менее
двух 𝜔-периодических решений.

В п. 2 статьи рассматривается линейный вариант уравнения (1), возникающий при 𝑓 ≡0,
записываются обратные функциональные неравенства, позволяющие оценивать нормы стар-
ших производных соответствующих решений через аналогичные нормы исходных решений.
В п. 3 приводятся основные результаты работы, в частности, доказывается, что типичное
число периодических решений уравнения (1) чётно. Полученные результаты обсуждаются в
п. 4.

Основой работы являются простейшие свойства пространств Соболева [1, 2], конусные ме-
тоды исследования дифференциальных неравенств [3–5], некоторые идеи нелинейного функ-
ционального анализа [6–8]. Используются следующие обозначения: R — поле действительных
чисел, N — множество натуральных чисел, 𝐻=R𝑚 — 𝑚-мерное арифметическое пространство
вектор-столбцов 𝑢= (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚)т, скалярное произведение двух векторов 𝑢= (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚)т,
𝑣=(𝑣1, . . . , 𝑣𝑚)т определяется равенством (𝑢, 𝑣)=𝑢1𝑣1+ . . .+𝑢𝑚𝑣𝑚, |𝑢|=

√︀
(𝑢, 𝑢) — евклидова

длина вектора 𝑢. Здесь и далее символ т означает операцию транспонирования.
Все банаховы пространства рассматриваются над полем действительных чисел. Если 𝑍 —

банахово пространство и 𝑣 ∈𝑍, то ‖𝑣;𝑍‖ — норма в пространстве 𝑍. Замкнутое выпуклое
множество 𝐾 ⊂𝑍 называют конусом, если из 𝑣 ∈𝐾 и 𝑣 ̸=0 вытекает, что 𝛼𝑥∈𝐾 при 𝛼⩾ 0
и 𝛼𝑥 /∈𝐾 при 𝛼< 0. Например, ортант 𝐻+=R𝑚

+ = {𝑧=(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚)т : 𝑧1⩾ 0, . . . , 𝑧𝑚⩾ 0} есть
конус в пространстве 𝐻 =R𝑚.

Ниже используются терминология и обозначения, принятые в теории линейных фредголь-
мовых операторов (см., например, [9]). Пусть 𝑋, 𝑌 — банаховы пространства, 𝐿(𝑋,𝑌 ) —
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пространство линейных непрерывных операторов 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 . Ядром оператора 𝐴 класса
𝐿(𝑋,𝑌 ) называется векторное пространство Ker𝐴={𝑥∈𝑋 : 𝐴𝑥=𝜃}, а образом оператора 𝐴 —
векторное пространство Im𝐴= {𝑦 ∈𝑌 : 𝐴𝑥= 𝑦 для некоторого 𝑥∈𝑋}. Фактор-пространство
Coker𝐴=𝑌/ Im𝐴 называют коядром оператора 𝐴. Линейный оператор 𝐴∈𝐿(𝑋,𝑌 ) считается
фредгольмовым, если размерности ядра dimKer𝐴 и коядра dimCoker𝐴 конечны. Индексом
фредгольмова оператора 𝐴 называется число

ind𝐴=dimKer𝐴−dimCoker𝐴.

Через Φ𝑛(𝑋,𝑌 ) обозначается совокупность фредгольмовых операторов индекса 𝑛.

2. ОБРАТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

Пусть 0<𝜔<+∞, 𝐽 =[0, 𝜔]. Введём пространства функций, определённых на отрезке 𝐽
со значениями в пространстве 𝐻 =R𝑚. Через 𝐶(𝐽,𝐻) и 𝐿(𝐽,𝐻) обозначим пространства,
соответственно, непрерывных и суммируемых на отрезке 𝐽 функций 𝑧 : 𝐽 →𝐻. Нормы в
этих пространствах вводятся стандартным образом:

‖𝑧;𝐶‖=max
𝑡∈𝐽

{|𝑥(𝑡)|}, ‖𝑧;𝐿‖=
𝜔ˆ

0

|𝑧(𝑡)| 𝑑𝑡.

Как обычно, эквивалентные относительно одномерной меры Лебега функции отождеств-
ляются. Отрезок 𝐽 и пространство 𝐻 далее не меняются, поэтому зависимость функци-
ональных пространств от этих параметров ниже не всегда отмечается, например, вместо
𝐿(𝐽,𝐻) будет использоваться обозначение 𝐿.

Если 𝑘 ∈N, то через 𝐶𝑘(𝐽,𝐻) и 𝐿𝑘(𝐽,𝐻) обозначаются соответствующие дифференци-
альные надстройки над пространствами 𝐶(𝐽,𝐻) и 𝐿(𝐽,𝐻). В частности, 𝐶𝑘(𝐽,𝐻) состоит из
функций 𝑧 : 𝐽→𝐻, производные 𝑧(𝑖), 𝑖=0, 𝑘, которых принадлежат пространству 𝐶(𝐽,𝐻).
Аналогично пространство 𝐿𝑘(𝐽,𝐻) — совокупность функций 𝑧 : 𝐽→𝐻, производные в смысле
Соболева [1] которых 𝑧(𝑖), 𝑖=0, 𝑘, принадлежат пространству 𝐿(𝐽,𝐻). Полагаем

‖𝑧;𝐶𝑘‖=
𝑘∑︁

𝑖=0

‖𝑧(𝑖);𝐶‖, ‖𝑧;𝐿𝑘‖=
𝑘∑︁

𝑖=0

‖𝑧(𝑖);𝐿‖.

Можно считать [2, c. 140], что 𝐿𝑘(𝐽,𝐻) состоит из функций 𝑧, производные которых до
порядка 𝑘−1 включительно являются абсолютно непрерывными на отрезке 𝐽 функциями.

Существенную роль далее играют замкнутые подпространства 𝐶𝑘(𝐽,𝐻) и 𝐿𝑘(𝐽,𝐻), обо-
значаемые символами P𝑘(𝐽,𝐻) и 𝑉 𝑘(𝐽,𝐻) и состоящие из функций 𝑧 : 𝐽→𝐻, удовлетво-
ряющих условиям

𝑧(𝑖)(0)= 𝑧(𝑖)(𝜔), 𝑖=0, 𝑘−1. (2)

Данные функции будем называть 𝜔-периодическими. Функции класса 𝑉 𝑘(𝐽,𝐻) допускают
продолжение по периодическому закону (𝑧(𝑡+𝜔)=𝑧(𝑡) для любого 𝑡∈R) на всю действитель-
ную ось. Продолженная таким образом функция имеет абсолютно непрерывные производные
до порядка 𝑘−1 включительно на каждом отрезке 𝐽1⊂R.

Пусть 𝑙∈N. На пространстве 𝑉 𝑙(𝐽,𝐻) определим дифференциальный оператор

A (𝑥)=
𝑙∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
(𝑖). (3)
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Коэффициенты 𝑎𝑖, 𝑖< 𝑙, оператора (3) — это квадратные матрицы порядка 𝑚×𝑚, столбцы
которых принадлежат пространству 𝐿(𝐽,𝐻). Квадратная матрица 𝑎𝑙(𝑡) обратима при каж-
дом 𝑡 из 𝐽 , столбцы матриц 𝑎𝑙(𝑡) и 𝑎−1

𝑙 (𝑡) принадлежат 𝐶(𝐽,𝐻) и 𝑎𝑙(0) = 𝑎𝑙(𝜔). Оператор
A действует из пространства 𝑉 𝑙(𝐽,𝐻) в пространство 𝐿(𝐽,𝐻) и непрерывен.

Будем далее считать, что ядро KerA ={𝑧∈𝑉 𝑙(𝐽,𝐻) : A (𝑧)=0} оператора A тривиально,
т.е. однородное уравнение A (𝑥) = 0 имеет лишь нулевое решение, удовлетворяющее пери-
одическим краевым условиям (2) c 𝑘 = 𝑙. При этом предположении оператор A является
изоморфизмом пространств 𝑉 𝑙(𝐽,𝐻) и 𝐿(𝐽,𝐻). Равенство ‖𝑧‖A = ‖A (𝑧);𝐿‖ определяет в
𝑉 𝑙(𝐽,𝐻) норму, эквивалентную норме ‖𝑧;𝑉 𝑙‖. Обратный к A : 𝑉 𝑙(𝐽,𝐻)→𝐿(𝐽,𝐻) оператор
A −1 : 𝐿(𝐽,𝐻)→𝑉 𝑙(𝐽,𝐻) непрерывен. Справедлива оценка

𝑘1‖𝑥;𝑉 𝑙‖⩽ ‖A (𝑥);𝐿‖⩽ 𝑘2‖𝑥;𝑉 𝑙‖, (4)

где 𝑘1, 𝑘2 — константы, не зависящие от 𝑥 из пространства 𝑉 𝑙. Левое из неравенств (4)
называют неравенством коэрцитивности. Сохраним обозначение A −1 и для сужения этого
оператора на пространство 𝐶(𝐽,𝐻). Тривиальность ядра Ker(A ) влечёт за собой непрерыв-
ность оператора A −1 : 𝐶(𝐽,𝐻)→P 𝑙(𝐽,𝐻).

Остановимся на усилении неравенства коэрцитивности, возникающем при дополнительном
предположении типа положительности векторной функции 𝑧 = A (𝑥). Пусть 𝛿 — положи-
тельное число, 𝑒∈𝐻 и |𝑒|>𝛿. Множество 𝐾(𝑒, 𝛿)={ℎ∈𝐻 : (𝑒, ℎ)⩾ 𝛿|ℎ|} содержит внутренние
точки, его называют эллиптическим конусом. Элемент 𝑒 задаёт осевое направление конуса
𝐾(𝑒, 𝛿). Любой конус в 𝐻 есть часть некоторого эллиптического конуса, например, ортант
𝐻+⊂𝐾 (⃗1, 1), где 1⃗ = (1, . . . , 1)т.

Пусть 𝜓 ∈𝐶(𝐽,𝐻), 𝛿 > 0 и выполнены условия

𝜓(0)=𝜓(𝜔), |𝜓(𝑡)|>𝛿 для любого 𝑡∈ 𝐽. (5)

Продолжим векторную функцию 𝜓 на всю действительную прямую по 𝜔-периодическому
закону и за продолженной функцией сохраним то же обозначение. Таким образом, функция
𝜓 определена и непрерывна на R и 𝜓(𝑡+𝜔) = 𝜓(𝑡), |𝜓(𝑡)| > 𝛿, 𝑡 ∈ R. Параметрам 𝜓(𝑡) и
𝛿 можно сопоставить переменный эллиптический конус 𝐾(𝜓(𝑡), 𝛿) = {ℎ∈𝐻 : (𝜓(𝑡), ℎ)⩾ 𝛿|ℎ|}
в 𝐻, конус K (𝜓, 𝛿)={𝑧∈𝐿(𝐽,𝐻) : 𝑧(𝑡)∈𝐾(𝜓(𝑡), 𝛿) почти всюду в 𝐽} в пространстве 𝐿(𝐽,𝐻)
и конус 𝐾(A , 𝜓, 𝛿)={𝑥∈𝑉 𝑙(𝐽,𝐻) : A (𝑥)∈K (𝜓, 𝛿)} в пространстве 𝑉 𝑙(𝐽,𝐻). Предположение
𝑥 ∈𝐾(A , 𝜓, 𝛿) означает, что функция 𝑧 = A (𝑥) принадлежит 𝐿(𝐽,𝐻) и почти при всех 𝑡
из 𝐽 удовлетворяет оценке (𝜓(𝑡), 𝑧(𝑡))⩾ 𝛿|𝑧(𝑡)| — условию типа положительности функции
𝑧(𝑡). Не оговаривая каждый раз особо, считаем далее, что 𝜓 ∈𝐶(𝐽,𝐻), 𝛿 > 0 и выполнены
условия (5).

Предложение 1. Существует такая положительная постоянная 𝑘0=𝑘0(𝜓, 𝛿,A ), что
для всех функций 𝑥 класса 𝐾(A , 𝜓, 𝛿) верно неравенство

𝑘0‖A 𝑥;𝐿‖⩽ ‖𝑥;𝐿‖. (6)

Предложение 1 следует из результатов работы [5], в которой устанавливаются аналогич-
ные (6) оценки интегрально ограниченных на всей прямой функций. Объединение соотно-
шений (6) и (4) приводит к обратному неравенству

𝑘0𝑘1‖𝑥;𝑉 𝑙‖⩽ ‖𝑥;𝐿‖ для любого 𝑥∈𝐾(A , 𝜓, 𝛿). (7)

Если 𝑧 ∈𝐿(𝐽,𝐻), 𝑤∈𝐶(𝐽,𝐻), то функция (𝑧(𝑡), 𝑤(𝑡)) суммируема на 𝐽 ; положим

⟨𝑧, 𝑤⟩=
ˆ

𝐽

(𝑧(𝑡), 𝑤(𝑡)) 𝑑𝑡.
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Из неравенства (6) следует, что

⟨A (𝑥), 𝜓⟩⩽𝜆‖𝑥;𝐿‖ для любого 𝑥∈𝐾(A , 𝜓, 𝛿). (8)

Действительно, справедливы соотношения

⟨A (𝑥), 𝜓⟩⩽max
𝑡∈𝐽

{|𝜓(𝑡)|}‖𝐴𝑥;𝐿‖⩽ 𝑘−1
0 max

𝑡∈𝐽
{|𝜓(𝑡)|}‖𝑥;𝐿‖.

Оценка (8) верна с 𝜆= 𝑘−1
0 max𝑡∈𝐽{|𝜓(𝑡)|}.

3. ОЦЕНКИ ЧИСЛА ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ (1)

Далее изучается нелинейное дифференциальное уравнение (1). Сохраняются введённые
в п. 2 предположения относительно оператора A , функции 𝜓 и числа 𝛿. Постоянные 𝑘𝑖,
𝑖= 0, 1, 2, 𝜆 таковы, что имеют место оценки (6)–(8). Функция 𝑓(𝑡, 𝜉0, . . . , 𝜉𝑙−1) определена
и непрерывна по совокупности переменных 𝑡∈ 𝐽 , 𝜉𝑖 ∈𝐻, 𝑖= 0, 𝑙−1, 𝑦 ∈𝐿(𝐽,𝐻). Для крат-
кости введём более простые обозначения: 𝑋 =𝑉 𝑙(𝐽,𝐻), 𝑌 =𝐿(𝐽,𝐻). Определим операторы
F ,D : 𝑋→𝑌 равенствами

F (𝑥)= 𝑓(𝑡, 𝑥, . . . , 𝑥𝑙−1), D(𝑥)=A (𝑥)−F (𝑥).

Введём дополнительные условия на функцию 𝑓 :
I. 𝑓(𝑡, 𝜉)∈𝐾(𝜓(𝑡), 𝛿) для любого 𝑡∈ 𝐽 , 𝜉=(𝜉0, . . . , 𝜉𝑙−1)∈𝐻 𝑙;
II. |𝑓(𝑡, 𝜉)|⩾𝜇|𝜉0|−𝑟0(𝑡) для любого 𝑡∈ 𝐽 , 𝜉 ∈𝐻 𝑙, где 𝜇𝛿 >𝜆, 𝑟0 ∈𝐿(𝐽).
Теорема 1. Пусть однородное уравнение A (𝑥) = 0 имеет лишь нулевое решение, удо-

влетворяющее периодическим краевым условиям (2) c 𝑘= 𝑙. Пусть функция 𝑓(𝑡, 𝜉) удовле-
творяет условиям I, II. Тогда

1) для 𝜔-периодических решений уравнения (1) справедлива оценка

‖𝑥;𝑋‖⩽𝜙(‖𝑦;𝑌 ‖), (9)

где 𝜙 — возрастающая на [0,+∞) функция;
2) если 𝑦 ∈𝑌, 𝑦(𝑡)∈𝐾(𝜓(𝑡), 𝛿) и

⟨𝑦, 𝜓⟩>𝛿
ˆ

𝐽

𝑟0(𝑡) 𝑑𝑡, (10)

то уравнение (1) не имеет 𝜔-периодических решений.
Доказательство. Пусть 𝑦∈𝑌 , ‖𝑦;𝑌 ‖⩽𝑅, 𝑥 — 𝜔-периодическое решение уравнения (1),

𝑢= A −1F (𝑥), 𝑣 = A −1𝑦. Тогда 𝑥= 𝑢+𝑣, A (𝑢) = F (𝑢+𝑣), поэтому 𝑢 ∈𝐾(A , 𝜓, 𝛿). Из (8)
следует оценка

⟨A (𝑢), 𝜓⟩⩽𝜆‖𝑢;𝐿‖. (11)

С другой стороны, A (𝑢)=F (𝑢+𝑣)∈𝐾(A , 𝜓, 𝛿), поэтому

(A (𝑢), 𝜓)= (F (𝑢+𝑣), 𝜓)⩾ 𝛿|F (𝑢+𝑣)|⩾ 𝛿𝜇(|𝑢(𝑡)|−|𝑣(𝑡)|)−𝛿𝑟0(𝑡).

Интегририруя последнее неравенство по отрезку 𝐽 , получаем оценку снизу

⟨A (𝑢), 𝜓⟩⩾ 𝛿𝜇(‖𝑢;𝐿‖−‖𝑣;𝐿‖)−𝛿‖𝑟0;𝐿‖. (12)
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Объединение (11) и (12) влечёт за собой неравенство

𝜆‖𝑢;𝐿‖⩾𝜇𝛿‖𝑢;𝐿‖−𝑅1, (13)

в котором 𝑅1 — постоянная, зависящая лишь от 𝑅.
В условиях теоремы 𝜇𝛿 > 𝜆, поэтому из (13) вытекает оценка ‖𝑢;𝐿‖⩽𝑅2, где постоян-

ная 𝑅2 зависит лишь от 𝑅. В свою очередь, из этой оценки в силу обратного неравен-
ства (7) следует оценка ‖𝑢;𝑉 𝑙‖⩽𝑅3, которая вместе с очевидным неравенством ‖𝑣;𝑉 𝑙‖⩽
⩽ ‖A −1‖‖𝑦;𝐿‖⩽ ‖A −1‖𝑅 влечёт за собой оценку ‖𝑥;𝑉 𝑙‖⩽𝑅4, где 𝑅4 зависит лишь от 𝑅.
Полученная оценка доказывает утверждение 1) теоремы.

Утверждение 2) теоремы докажем от противного. Предположим, что для некоторого 𝑦,
удовлетворяющего условиям теоремы, уравнение (1) имеет 𝜔-периодическое решение 𝑥. Та-
ким образом, A (𝑥) = F (𝑥)+ 𝑦. Поскольку 𝑦 ∈𝐾(𝜓, 𝛿), то 𝑥 ∈𝐾(A , 𝜓, 𝛿). Из (8) следует
аналогичная (11) оценка

⟨A (𝑥), 𝜓⟩⩽𝜆‖𝑥;𝐿‖. (14)

С другой стороны,

(A (𝑥), 𝜓)= (F (𝑥), 𝜓)+(𝑦, 𝜓)⩾ 𝛿|F (𝑥)|+(𝑦, 𝜓)⩾ 𝛿(𝜇|𝑥|−𝑟0(𝑡))+(𝑦, 𝜓)= 𝛿𝜇|𝑥|+(𝑦, 𝜓)−𝛿𝑟0(𝑡).

Интегрируя это неравенство, приходим к соотношению

⟨A (𝑥), 𝜓⟩⩾ 𝛿𝜇‖𝑥;𝐿‖+
ˆ

𝐽

((𝑦(𝑡), 𝜓(𝑡))−𝛿𝑟0(𝑡)) 𝑑𝑡. (15)

Объединение (14) и (15) даёт неравенство

𝜆‖𝑥;𝐿‖⩾ 𝛿𝜇‖𝑥;𝐿‖+
ˆ

𝐽

((𝑦(𝑡), 𝜓(𝑡))−𝛿𝑟0(𝑡)) 𝑑𝑡,

противоречащее (10) и условию 𝛿𝜇>𝜆. Теорема доказана.
Обозначим через 𝐸 банахово пространство 𝐸 = 𝐶 𝑙−1(𝐽,𝐻). Поскольку пространство

𝑋 = 𝑉 𝑙(𝐽,𝐻) непрерывно вложено в пространство 𝐸 =𝐶 𝑙−1(𝐽,𝐻), то для 𝜔-периодических
решений 𝑥 уравнения (1) из (9) следует оценка

‖𝑥;𝐸‖⩽𝜙1(‖𝑦;𝑌 ‖), (16)

здесь 𝜙1 — возрастающая на [0,+∞) функция.
Если 𝑢∈𝐸, то F (𝑢)∈𝐶(𝐽,𝐻) и оператор F : 𝐸→𝐶(𝐽,𝐻) непрерывен. Оператор A −1 дей-

ствует из 𝐶(𝐽,𝐻) в 𝐶 𝑙(𝐽,𝐻) и непрерывен, а пространство 𝐶 𝑙(𝐽,𝐻) компактно вложено в 𝐸.
Отсюда следует, что оператор G =A −1F действует и вполне непрерывен в пространстве 𝐸.
Равенство 𝑥=G (𝑥)+A −1(𝑦) эквивалентно тому, что 𝑥 — 𝜔-периодическое решение уравне-
ния (1). Множество неподвижных точек вполне непрерывного в пространстве 𝐸 оператора
G𝑦(𝑥)=G (𝑥)+A −1(𝑦) cовпадает с множеством 𝜔-периодических решений уравнения (1).

Рассмотрим семейство вполне непрерывных в 𝐸 векторных полей Φ𝑦(𝑥)=𝑥−G𝑦(𝑥). Дан-
ные поля зависят от выбора параметра 𝑦∈𝑌 , но если рассматривать 𝑦 из шара B𝑟=‖𝑦;𝑌 ‖⩽𝑟,
то все неподвижные точки отображения G𝑦 cодержатся в шаре ‖𝑥;𝐸‖⩽𝑅, где 𝑅= 𝜙1(𝑟)
согласно (16). При некотором 𝑦 из B𝑟 (𝑟 достаточно велико) отображение G𝑦 не имеет
неподвижных точек. Установленные свойства неподвижных точек приводят к равенству

ind(Φ𝑦,∞)= 0. (17)
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Это означает, что если 𝜌>𝑅, то вращение векторного поля Φ𝑦 на границе шаров ‖𝑥;𝐸‖⩽𝜌
одинаково и равно нулю.

По известным схемам [7, гл. 6] равенство (17) может быть использовано для доказа-
тельства не менее двух периодических решений уравнения (1). Например, если существует
изолированное 𝜔-периодическое решение 𝑥0 уравнения (1) ненулевого индекса ind(𝑥0; Φ𝑦),
то можно гарантировать cуществование отличного от 𝑥0 𝜔-периодического решения.

Остановимся на реализации этого подхода в одном частном, но важном случае. Отметим
дополнительные свойства оператора D : 𝑋→𝑌 .

Лемма 1. Пусть 𝑥𝑛 ∈𝑋 и последовательность 𝑦𝑛 = D(𝑥𝑛) сходится к 𝑦 в метрике
пространства 𝑌 . Тогда некоторая подпоследовательность последовательности 𝑥𝑛 сходится
к элементу 𝑥∈𝑋 в метрике 𝑋 и D(𝑥)= 𝑦.

Доказательство. Так как D(𝑥𝑛)= 𝑦𝑛 и 𝑦𝑛→ 𝑦, то последовательность 𝑥𝑛 ограничена в
пространствах 𝑋 и 𝐸. Положим 𝑢𝑛=A −1F (𝑥𝑛), 𝑣𝑛=A −1𝑦𝑛, тогда 𝑥𝑛=A −1(F (𝑥𝑛)+𝑦𝑛)=
= 𝑢𝑛+ 𝑣𝑛. Последовательность 𝑣𝑛 сходится к 𝑣 = A −1𝑦 в пространствах 𝑋 и 𝐸. После-
довательности F (𝑥𝑛) и 𝑢𝑛 = A −1F (𝑥𝑛) ограничены в пространствах 𝐶(𝐽,𝐻) и 𝐶 𝑙(𝐽,𝐻)
соответственно. Поскольку 𝐶 𝑙(𝐽,𝐻) компактно вложено в 𝐸 =𝐶 𝑙−1(𝐽,𝐻), то, не нарушая
общности, можно считать, что 𝑢𝑛 сходится в 𝐸. Но тогда и последовательность 𝑥𝑛=𝑢𝑛+𝑣𝑛
сходится в 𝐸. Из равенства 𝑢𝑛=A −1F (𝑥𝑛) следует сходимость 𝑢𝑛 в пространстве 𝐶 𝑙(𝐽,𝐻)
и 𝑋 =𝑉 𝑙(𝐽,𝐻). Таким образом, последовательность 𝑥𝑛=𝑢𝑛+𝑣𝑛 сходится в пространстве 𝑋
к элементу 𝑥. Равенство D(𝑥) = 𝑦 следует из отмеченных свойств последовательностей 𝑥𝑛
и 𝑦𝑛. Лемма доказана.

Лемма 2. Оператор D : 𝑋→𝑌 собственный, т.е. для любого компактного множества
M ⊂𝑌 его прообраз D−1(M ) есть компакт в 𝑋.

Утверждение леммы 2 является простым следствием леммы 1.
Рассмотрим случай, когда функция 𝑓(𝑡, 𝜉) имеет непрерывную производную по перемен-

ной 𝜉. Это предположение гарантирует гладкость отображения D : 𝑋→𝑌 . При каждом 𝑥∈𝑋
производная D ′(𝑥) есть линейный фредгольмов оператор нулевого индекса: размерности яд-
ра и коядра оператора D ′(𝑥) одинаковы [9]. Множество гладких фредгольмовых отображе-
ний нулевого индекса обозначают символом Φ0𝐶

1(𝑋,𝑌 ). Непрерывная дифференцируемость
функции 𝑓 по переменной 𝜉 гарантирует включение D ∈Φ0𝐶

1(𝑋,𝑌 ). Для отображения D
можно обычным образом ввести понятия регулярной точки и регулярного значения. Имен-
но, элемент 𝑢, принадлежащий 𝑋, для которого линейный оператор D ′(𝑢) отображает 𝑋
на 𝑌, называют регулярной точкой отображения D . Элемент 𝑦 из 𝑌 называют регулярным
значением отображения D , если прообраз D−1(𝑦) этого элемента либо пуст, либо состоит
из регулярных точек. Обозначим через R(D) множество регулярных значений отображе-
ния D . В рассматриваемом случае D : 𝑋→𝑌 — cобственное отображение класса Φ0𝐶

1(𝑋,𝑌 ).
Из теоремы С. Смейла [8] тогда следует, что R(D) является открытым всюду плотным в
пространстве 𝑌 множеством; для любого регулярного значения 𝑦 множество D−1(𝑦) конеч-
но (возможно и пустое). Специфика рассматриваемого случая позволяет усилить данный
результат. Ниже Im(D) — область значений оператора D : 𝑋→𝑌.

Теорема 2. Пусть однородное уравнение A (𝑥)=0 имеет лишь нулевое решение, удовле-
творяющее периодическим краевым условиям (2) c 𝑘= 𝑙. Пусть функция 𝑓 удовлетворяет
условиям I, II и непрерывно дифференцируема по переменной 𝜉 ∈𝐻 𝑙. Тогда при любом 𝑦 из
R(D) уравнение (1) имеет чётное число 𝜔-периодических решений, а для 𝑦 из Im(D)∩R(D)
число подобных решений уравнения (1) не менее двух.

Доказательство. Пусть 𝑦 ∈ Im(D)∩R(D) и D(𝑢) = 𝑦. Тогда D ′(𝑢) — обратимый опе-
ратор. Это эквивалентно тому, что число 1 не является собственным значением опера-
тора A −1F ′(𝑢). Следовательно, индекс особой точки 𝑢 вполне непрерывного поля Φ𝑦(𝑥)=
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=𝑥−A −1(F (𝑥)+𝑦) равен ±1 [6; 7, c. 148]. Из равенства (17) и теоремы об алгебраическом
числе особых точек [7, c. 139] вытекает, что уравнение D(𝑥)=𝑦 имеет чётное число решений,
которое, очевидно, не меньше двух. Если 𝑦 /∈ Im(D), то периодических решений уравнения (1)
не существует. Следовательно, утверждение теоремы верно для всех 𝑦 из R(D). Теорема
доказана.

Таким образом, при выполнении условий теоремы 2 уравнение (1) имеет, как правило,
чётное число периодичеких решений.

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Существенным для результатов пп. 2, 3 требованием является условие положительности
в некотором смысле функции 𝑧 = A (𝑥). Это требование заведомо выполняется, если 𝑧(𝑡)
принадлежит фиксированному (не зависящему от 𝑡) конусу 𝐾⊂𝐻. В этом случае в качестве
𝜓(𝑡) можно взять некоторую постоянную вектор-функцию. Например, если 𝑧(𝑡) ∈R𝑚

+ (все
компоненты вектор-функции 𝑧(𝑡) неотрицательны), то можно положить 𝜓(𝑡)= 1⃗=(1, . . . , 1)т.

Приведём более “геометричный” вариант предложения 1. Введём обозначения:𝐾𝑣(𝐻) — со-
вокупность непустых выпуклых компактных подмножеств𝐻; B={𝑣∈𝐻 : |𝑣|⩽1} — шар единич-
ного радиуса с центром в нуле 𝜃; если 𝑄1, 𝑄2∈𝐾𝑣(𝐻), то ℎ0(𝑄1, 𝑄2)=min𝑡⩾0{𝑄2⊂𝑄1+ 𝑡B} —
уклонение множества 𝑄2 от множества 𝑄1. Если 𝑣0 ∈𝐻, 𝑄∈𝐾𝑣(𝐻), то

ℎ0(𝑄, 𝑣0)=min
𝑣∈𝑄

|𝑣−𝑣0|, ℎ0(𝑣0, 𝑄)=max
𝑣∈𝑄

|𝑣−𝑣0|.

Число ℎ(𝑄1, 𝑄2)=max{ℎ0(𝑄1, 𝑄2), ℎ0(𝑄2, 𝑄1)} называют расстоянием (по Хаусдорфу) меж-
ду 𝑄1 и 𝑄2. Относительно метрики Хаусдорфа 𝐾𝑣(𝐻) есть полное метрическое пространство.

Метрической проекцией нуля 𝜃 на множество 𝑄 класса 𝐾𝑣(𝐻) называют такой элемент
𝑣 = 𝑃𝑟(𝑄) из 𝑄, что |𝑣| = min𝑧∈𝑄{|𝑧|}. Проекция определяется однозначно и непрерывно
зависит от 𝑄. Если 𝑄∈𝐾𝑣(𝐻), 𝜃 /∈𝑄, 𝜓=𝑃𝑟(𝑄), 𝑟= |𝜓|, 𝑅=max𝑧∈𝑄{|𝑧|}, то имеет место
неравенство (𝜓, 𝑧)⩾ 𝑟2𝑅−1|𝑧| для всех 𝑧 ∈𝑄 [5]. Отсюда следует, что коническая оболочка
𝐾=con(𝑄) множества 𝑄 принадлежит более широкому эллиптическому конусу 𝐾(𝜓, 𝛿) при
𝛿= 𝑟2𝑅−1.

Обозначим через 𝑄(𝑡) мультиотображение из R в 𝐾𝑣(𝐻), удовлетворяющее следующим
условиям:

(i) отображение 𝑄 : R→𝐾𝑣(𝐻) непрерывно и периодично: 𝑄(𝑡+𝜔)=𝑄(𝑡);
(ii) cправедливо неравенство

0<𝑟⩽ℎ0(𝑄(𝑡), 𝜃), (18)

постоянная 𝑟 не зависит от 𝑡.
В силу (18) при любом 𝑡 нуль 𝜃 отстоит от выпуклого компакта 𝑄(𝑡) на расстояние

не меньшее, чем 𝑟 > 0. Вместе с тем 𝑄(𝑡) содержится в шаре 𝑅B= {𝑧 ∈𝐻 : |𝑧|⩽ 𝑅}, где
𝑅=max𝑡∈𝐽{ℎ0(𝜃,𝑄(𝑡))}. Введём в рассмотрение функцию 𝜓(𝑡) = 𝑃𝑟(𝑄(𝑡)) — метрическую
проекцию 𝜃 на 𝑄(𝑡). Функция 𝜓 : R→𝐻 непрерывна, 𝜔-периодична и |𝜓(𝑡)|⩾ 𝑟.

Пусть 𝐾(𝑄(𝑡)) = con(𝑄(𝑡)) — коническая оболочка множества 𝑄(𝑡). Тогда справедливо
неравенство

(𝜓(𝑡), 𝑧)⩾
𝑟2

𝑅
|𝑧| для любого 𝑧 ∈𝐾(𝑄(𝑡)),

эквивалентное включению con(𝑄(𝑡))⊂𝐾(𝜓(𝑡), 𝛿) при 𝛿=𝑟2𝑅−1. Таким образом, при выполне-
нии условий (i), (ii) переменный конус 𝐾(𝑄(𝑡)) составляет часть переменного эллиптического
конуса 𝐾(𝜓(𝑡), 𝛿).

Обозначим через K (A , 𝑄) совокупность функций класса 𝑉 𝑙(𝐽,𝐻), для которых A (𝑥)(𝑡)∈
∈𝐾(𝑄(𝑡)) почти всюду в 𝐽 .
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Предложение 2. Пусть мультиотображение 𝑄 удовлетворяет условиям (i), (ii). Тогда
найдётся такая постоянная 𝑐(A , 𝑄), что для всех функций 𝑥 класса K (A , 𝑄) верно нера-
венство

‖𝑥;𝑉 𝑙‖⩽ 𝑐(A , 𝑄)‖𝑥;𝐿‖.

Предложение 2 вытекает из теоремы 3 работы [5]. Им удобно пользоваться в тех случаях,
когда условие положительности функции 𝑧=A (𝑥) задаётся в виде 𝑧(𝑡)∈𝐾(𝑄(𝑡))=con(𝑄(𝑡)).
Такого рода предположение используется часто (см., например, [3]). Условие I на функ-
цию 𝑓 может быть записано в виде 𝑓(𝑡, 𝜉) ∈𝐾(𝑄(𝑡)). Для выполнения условия II доста-
точно, например, чтобы функция 𝑓 удовлетворяла неравенству |𝑓(𝑡, 𝜉0, . . . , 𝜉𝑙−1)| ⩾ 𝑔(|𝜉0|),
где 𝑔 : [0,+∞)→R — непрерывная функция, для которой 𝑠−1𝑔(𝑠)→∞ при 𝑠∈∞. Данным
замечанием удобно пользоватьcя, когда точное значение постоянной 𝜆, фигурирующей в
оценке (8), неизвестно. В общем случае условие II — это предположение сильного роста
функции 𝑓 по переменной 𝜉0.

В ряде ситуаций одно из 𝜔-периодических решений уравнения (1) известно и представ-
ляют интерес другие его периодические решения. Приведём один из результатов в данном
направлении, считая функцию 𝑓 непрерывно дифференцируемой по переменным 𝜉𝑖, 𝑖=0, 𝑙−1.
Пусть 𝑥* — 𝜔-периодическое решение уравнения (1) при некотором 𝑦;

𝑏𝑖(𝑡)= 𝑓 ′𝜉𝑖
(︀
𝑡, 𝑥*(𝑡), . . . , 𝑥

(𝑙−1)
* (𝑡)

)︀
, 𝑖=0, 𝑙−1.

Определим дифференциальный оператор A1 равенством

A1(𝑣)=
𝑙−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖(𝑡)𝑣
(𝑖).

Теорема 3. Если однородное дифференциальное уравнение

(A +A1)(𝑢)= 0 (19)

имеет лишь нулевое 𝜔-периодическое решение, то существует отличное от 𝑥* 𝜔-периоди-
ческое решение уравнения (1).

Доказательство. В условиях теоремы 𝑥* — особая точка вполне непрерывного в нор-
мированном пространстве 𝐸 = 𝐶 𝑙−1(𝐽,𝐻) векторного поля Φ𝑦(𝑥) = 𝑥−A −1(F (𝑥)+𝑦). По-
скольку уравнение (19) не имеет ненулевых 𝜔-периодических решений, то ind(𝑥*,Φ𝑦) =±1
[7, c. 144]. В силу теоремы об алгебраическом числе особых точек и равенств ind(Φ𝑦,∞)=0,
ind(𝑥*,Φ𝑦)=±1 векторное поле Φ𝑦 имеет отличные от 𝑥* особые точки. Теорема доказана.

В качестве 𝑥* часто фигурирует нулевое решение. Например, если 𝑦=0 и 𝑓(𝑡, 0, . . . , 0)=0,
то уравнение (1) имеет нулевое периодическое решение. В этом случае можно применить
теорему 3 для доказательства существования ненулевого 𝜔 -периодического решения урав-
нения (1). В частности, если

𝑏𝑖(𝑡)= 𝑓 ′𝜉𝑖(𝑡, 0, . . . , 0)=0, 𝑖=0, 𝑙−1,

то существует ненулевое 𝜔-периодическое решение уравнения (1).
Покажем это на простом примере. Рассмотрим следующую задачу:

−𝑥′′+𝑥=(2+sin 𝑡)𝑥2𝑔1(𝑥
′)+𝑦(𝑡), 𝑥(0)=𝑥(2𝜋), 𝑥′(0)=𝑥′(2𝜋). (20)

Здесь 𝑚=1, 𝑙=2, дифференциальный оператор A (𝑥)=−𝑥′′+𝑥, 𝜔=2𝜋. Ядро оператора A
тривиально. Если 𝑔1 — гладкая функция и 𝑔1(𝑠)⩾1, то функция 𝑓(𝑡, 𝜉0, 𝜉1)=(2+sin 𝑡)𝜉20𝑔1(𝜉1)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 61 № 2 2025



198 В. С. КЛИМОВ

удовлетворяет условиям теорем 1, 2. Действительно, 𝑓(𝑡, 𝜉0, 𝜉1)⩾𝜉20 , а это гарантирует выпол-
нение условий I, II теоремы 1. Гладкость функции 𝑔1 обеспечивает гладкость функции 𝑓 . Как
правило, задача (20) имеет чётное число решений. Если 𝑦(𝑡) — неотрицательная функция и
норма ‖𝑦;𝐿‖ достаточно велика, то задача (20) не имеет решений. При 𝑦=0 существует не
менее двух решений задачи (20), одно из которых тривиально. В рассматриваемом примере
функция 𝑓 может сколь угодно быстро расти по переменной 𝜉1.

Развитый в работе подход, основанный на обратных неравенствах, применим и к краевым
задачам для нелинейных эллиптических уравнений (см., например, [10]). Достаточно полный
список публикаций, посвящёных приложениям нелинейного анализа к граничным задачам,
приведён в обзоре [9].
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