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ВВЕДЕНИЕ

Теория обыкновенных дифференциальных уравнений с разрывными правыми частями
имеет достаточно богатую историю. В настоящее время изучению таких уравнений также
уделяется значительное внимание. Отметим работы [1–15] последнего десятилетия, посвя-
щённые проблеме существования различных типов решений (в том числе периодических)
для обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с разрывными правыми
частями (в том числе с параметрами).

Дифференциальные уравнения с разрывными нелинейностями и смешанными краевыми
условиями вызывают особый интерес. Они возникают во многих прикладных задачах, на-
пример, при изучении плазмы [16], тороидальных вихрей в идеальных жидкостях [17], в
климатических моделях [18]. В статьях [4, 19] исследовались уравнения с кусочно-постоянной
положительной правой частью, а в [20] рассматривался вопрос о существовании трёх реше-
ний дифференциального включения со смешанными краевыми условиями и неотрицательной
правой частью.

В настоящей статье изучается обыкновенное дифференциальное уравнение второго по-
рядка с параметром и разрывной правой частью, меняющей знак в точке разрыва, когда
могут возникать периодические решения задач с краевыми условиями различных видов.
В п. 1 рассмотрены задачи с краевыми условиями на линии, где правая часть терпит раз-
рыв, п. 2 посвящён задачам, в которых решения начинаются не в точках смены знака правой
части. Примеры, иллюстрирующие полученные результаты, приведены в п. 3.
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1. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ С УСЛОВИЯМИ, ЗАДАННЫМИ В ТОЧКЕ СМЕНЫ ЗНАКА

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка

−𝑢′′=𝜆𝑓(𝑢). (1)

Здесь 𝜆 — положительный параметр, функция 𝑓(𝑢) определена и кусочно-непрерывна на
некотором отрезке [−𝑢̄, 𝑢̄] (𝑢̄ > 0), существует константа 𝛾 > 0 такая, что 𝑓(𝑢) ⩽ −𝛾 при
−𝑢̄⩽ 𝑢< 0 и 𝑓(𝑢)⩾ 𝛾 при 0<𝑢⩽ 𝑢̄, 𝑓(0)= 0. Таким образом, функция 𝑓(𝑢) терпит разрыв
при 𝑢=0, причём при переходе через эту точку она меняет знак с минуса на плюс. Возможно,
что 𝑓(𝑢) имеет ещё некоторое конечное число точек разрыва первого рода. Также будем
требовать, чтобы на участках непрерывности эта функция была липшицевой.

Решением уравнения (1) будем называть дважды дифференцируемую функцию 𝑢(𝑥),
удовлетворяющую уравнению (1) в точках непрерывности правой части, а в точках разрыва
первого рода функции 𝑓(𝑢) должно иметь место включение

−𝑢′′(𝑥)∈𝜆[𝑓(𝑢−0), 𝑓(𝑢+0)],

где
𝑓(𝑢±0)= lim

𝜂→𝑢±0
𝑓(𝜂).

Отметим, что уравнение (1) имеет тривиальное решение 𝑢=0. В дальнейшем нас будут
интересовать лишь нетривиальные решения.

При указанных выше ограничениях справедлива
Лемма 1. Задача Коши для уравнения (1) с начальными данными вида

𝑢(𝑥̂)= 𝑢̂, 𝑢′(𝑥̂)= 𝑢̂′, 𝑢̂∈ (−𝑢̄, 𝑢̄),

имеет единственное решение в некоторой окрестности точки 𝑥̂.
Доказательство. Не умаляя общности, будем считать, что 𝑢̂ > 0. Обозначим точки

разрыва функции 𝑓(𝑢) на интервале (0, 𝑢̄) через 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘 и дополнительно положим
𝑢1=0, 𝑢𝑘+1= 𝑢̄.

Если 𝑢̂ является точкой непрерывности 𝑓(𝑢), то она попадает в некоторый отрезок
[𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1], на котором можно определить функцию 𝑔(𝑢) = 𝑓(𝑢), 𝑢 ∈ (𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1), 𝑔(𝑢𝑖) =
= 𝑓(𝑢𝑖+0), 𝑔(𝑢𝑖+1) = 𝑓(𝑢𝑖+1− 0) так, чтобы она удовлетворяла условиям теоремы суще-
ствования и единственности решения уравнения −𝑢′′=𝜆𝑔(𝑢) при 𝑢∈ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1].

Если 𝑢̂=𝑢𝑖 является точкой разрыва правой части, то при 𝑢̂′> 0 аналогично поступаем
на отрезке [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1], а при 𝑢̂′< 0 — на отрезке [𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖].

Наконец, если 𝑢̂′=0, то в силу требования положительности 𝑓(𝑢) при 𝑢>0 производная
решения должна убывать и, значит, решение должно переходить в отрезок [𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖], на ко-
тором проводятся те же рассуждения. Если 𝑢̂=0, то в случае 𝑢̂′ ̸=0 мы вновь рассматриваем
соответствующий отрезок, а в случае 𝑢̂′=0 в силу условия на знак правой части решение
не может выйти ни в область 𝑢> 0, поскольку тогда в окрестности 𝑥̂ нашлась бы точка 𝑥,
в которой 𝑢′′(𝑥)> 0, ни в область 𝑢< 0 по аналогичной причине, и единственным решением
в этом случае является тривиальное решение 𝑢(𝑥)= 0. Лемма доказана.

Поставим для уравнения (1) задачу Коши с начальными условиями

𝑢(0)= 0, 𝑢′(0)= 𝑠. (2)

Лемма 2. При каждом 𝜆 > 0 есть такое число 𝑠𝜆 > 0, что для каждого 𝑠 ∈ (0, 𝑠𝜆)
существует такое 𝑥0>0, непрерывно зависящее от 𝑠, что решение 𝑢(𝑥) задачи Коши (1), (2)
монотонно возрастает при 𝑥 ∈ (0, 𝑥0), монотонно убывает при 𝑥 ∈ (𝑥0, 2𝑥0), 𝑢′(𝑥0) = 0,
𝑢(2𝑥0)= 0 и 𝑢′(2𝑥0)=−𝑠. При этом lim𝑠→+0 𝑥0=0.
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Доказательство. Из уравнения (1) имеем −2𝑢′𝑢′′ = 2𝜆𝑓(𝑢)𝑢′, т.е. −(𝑢′2)′ = 2𝜆𝑓(𝑢)𝑢′,
−𝑑(𝑢′2)= 2𝜆𝑓(𝑢)𝑑𝑢.

Введём первообразную 𝐹 (𝑢) =
´ 𝑢
0 𝑓(𝑢) 𝑑𝑢. В силу того, что 𝑓(𝑢)⩾ 𝛾 при 0<𝑢⩽ 𝑢̄, 𝐹 (𝑢)

монотонна и непрерывна на [0, 𝑢̄], а значит, существует обратная функция 𝐹−1, которая
монотонна и непрерывна на [0, 𝐹 (𝑢̄)].

Интегрируя, получаем −𝑢′2=2𝜆𝐹 (𝑢)+𝐶1, где 𝐶1 — произвольная постоянная. При 𝑥=0
имеем 𝐹 (0)= 0, 𝐶1=−𝑠2. Тогда 𝑠2−𝑢′2=2𝜆𝐹 (𝑢), откуда находим 𝑢′=±

√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢).

Положим 𝑠𝜆 =
√︀
2𝜆𝐹 (𝑢̄)> 0. Если 𝑠∈ (0, 𝑠𝜆), то при малых 𝑥> 0 решение 𝑢> 0, правая

часть 𝑓(𝑢)⩾𝛾>0 и 𝑢′′ отрицательна, так что 𝑢′ убывает. Будем рассматривать часть решения
при 𝑥∈ (0, 𝑥0), где 𝑢′(𝑥)> 0. Обозначим 𝑢0=𝑢(𝑥0). Тогда

𝑢′=
√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢),

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

= 𝑑𝑥,

𝑢ˆ

0

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

=𝑥+𝐶2,

где 𝐶2 — произвольная постоянная. Из начальных данных находим 𝐶2=0, поэтому

𝑥=

𝑢ˆ

0

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

.

Поскольку при 𝑢 ∈ (0, 𝑢̄) функция 𝐹 (𝑢) монотонно возрастает, уравнение 2𝜆𝐹 (𝑢) = 𝑠2

имеет единственное решение 𝑢0 = 𝐹−1(𝑠2/(2𝜆)). При 𝑥 ∈ (0, 𝑥0) мы требовали выполнения
условия 𝑢′(𝑥)> 0, а значит, 2𝜆𝐹 (𝑢)<𝑠2. Если 2𝜆𝐹 (𝑢(𝑥))= 𝑠2, то 𝑢′(𝑥)= 0. Тогда

𝑢′(𝑥0)= 0 и 𝑥0=

𝑢0ˆ

0

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

.

Поскольку 𝑓(𝑢)⩾ 𝛾, то имеем

𝛾𝑥0=

𝑢0ˆ

0

𝛾 𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

⩽

𝑢0ˆ

0

𝑓(𝑢)𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

= − 1

𝜆

√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

⃒⃒⃒⃒𝑢0

0

=
𝑠

𝜆
,

так что 𝑥0⩽ 𝑠/(𝜆𝛾), и lim𝑠→+0 𝑥0=0.
Покажем, что выбор 𝑥0 непрерывно зависит от 𝑠. Преобразуем интеграл

𝑢0ˆ

0

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

=

𝑢0ˆ

0

𝑑𝑢√︀
2𝜆𝐹 (𝑢0)−2𝜆𝐹 (𝑢)

=

=

𝑢0ˆ

0

[︃
2𝜆

𝑢0ˆ

𝑢

𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

]︃−1/2

𝑑𝑢=

1ˆ

0

[︃
2𝜆

𝑢0ˆ

𝑢0𝑣

𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

]︃−1/2

𝑢0 𝑑𝑣

и оценим подынтегральную функцию[︃
2𝜆

𝑢0ˆ

𝑢0𝑣

𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

]︃−1/2

𝑢0⩽

√︂
𝑢̄

2𝜆𝛾(1−𝑣)
.

Эта оценка не зависит от 𝑠, и сходится интеграл
1ˆ

0

√︂
𝑢̄

2𝜆𝛾(1−𝑣)
𝑑𝑣=

√︂
2𝑢̄

𝜆𝛾
.

Следовательно, интеграл, дающий 𝑥0, сходится равномерно и 𝑥0 непрерывно зависит от 𝑠.
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Наконец, в уравнении (1) сделаем замену переменной 𝑡= 2𝑥0−𝑥. Обозначив 𝑢̇= 𝑑𝑢/𝑑𝑡,
получим −𝑢̈=𝜆𝑓(𝑢). Поставим условия Коши 𝑢|𝑡=0=0, 𝑢̇|𝑡=0=𝑠. Тогда по доказанному выше
имеем решение 𝑢(𝑡) при 𝑡∈ (0, 𝑥0), которое удовлетворяет условиям 𝑢|𝑡=𝑥0 =𝑢0, 𝑢̇|𝑡=𝑥0 =0. По-
скольку 𝑢̇=−𝑢′, то, возвращаясь к прежней переменной, получим решение при 𝑥∈ (𝑥0, 2𝑥0),
причём 𝑢(𝑥0) = 𝑢0, 𝑢′(𝑥0) = 0. Решение при 𝑥∈ (0, 𝑥0) также удовлетворяет этим условиям,
поэтому их можно “склеить” в одно решение при 𝑥∈ (0, 2𝑥0). Очевидно, что 𝑢(2𝑥0)=0. При
этом условие 𝑢̇|𝑡=0= 𝑠 даёт 𝑢′(2𝑥0)=−𝑠. Лемма доказана.

Лемма 3. При каждом 𝜆>0 найдётся такое число 𝑠𝜆>0, что для каждого 𝑠∈ (−𝑠𝜆, 0)
существует такое 𝑥1>0, непрерывно зависящее от 𝑠, что решение 𝑢(𝑥) задачи Коши (1), (2)
монотонно убывает при 𝑥 ∈ (0, 𝑥1), монотонно возрастает при 𝑥 ∈ (𝑥1, 2𝑥1), 𝑢′(𝑥1) = 0,
𝑢(2𝑥1)= 0 и 𝑢′(2𝑥1)=−𝑠. При этом lim𝑠→−0 𝑥1=0.

Доказательство. Сделаем в уравнении (1) замену 𝑣=−𝑢 и дополнительно обозначим
𝑝=−𝑠 > 0. Тогда задача преобразуется к виду −𝑣′′ =−𝜆𝑓(−𝑣), 𝑣(0) = 0, 𝑣′(0) = 𝑝. В силу
положительности 𝑝 при малых 𝑥>0 решение 𝑣(𝑥)>0, тогда −𝑓(−𝑣)⩾𝛾. Так что выполнены
условия леммы 2, из которой получаем существование точки 𝑥1, для которой 𝑣′(𝑥1) = 0,
𝑣(2𝑥1) = 0, 𝑣′(2𝑥1) =−𝑝, lim𝑝→+0 𝑥1 = 0. Возвращаясь к прежним обозначениям, получаем
требуемое. Лемма доказана.

Приведённые леммы 1–3 помогают доказать основные результаты, сформулированные в
виде утверждений теорем.

Теорема 1. При всех 𝜆> 0 уравнение (1) с краевыми условиями 𝑢(𝑎) = 𝑢(𝑏) = 0 (𝑎< 𝑏)

имеет бесконечно много периодических решений, удовлетворяющих оценке |𝑢(𝑥)|⩽ 𝑢̄.
Доказательство. Пусть 𝑐∈R. Сделаем замену переменной 𝑡=𝑥−𝑐, 𝑣(𝑡)=𝑢(𝑥−𝑐), тогда

уравнение (1) преобразуется к виду −𝑣′′=𝜆𝑓(𝑣). Пусть 𝑠=min{𝑠𝜆, 𝑠𝜆}, где 𝑠𝜆 и 𝑠𝜆 найдены
из лемм 2 и 3. Задав начальные условия 𝑣(0) = 0, 𝑣′(0) = 𝑠 ∈ (0, 𝑠), по лемме 2 получим
существование решения 𝑣(𝑡), удовлетворяющего условиям 𝑣(2𝑥0) = 0, 𝑣′(2𝑥0) =−𝑠. Возвра-
щаясь к прежним обозначениям, получим существование решения 𝑢(𝑥), удовлетворяющего
условиям 𝑢(𝑐) = 0, 𝑢′(𝑐) = 𝑠 > 0, 𝑢(𝑐+2𝑥0) = 0, 𝑢′(𝑐+2𝑥0) =−𝑠. При этом в точке максиму-
ма 𝑢(𝑐+𝑥0) = 𝑢0 ⩽ 𝑢̄. Аналогично в случае 𝑠 < 0 получим решение, для которого 𝑢(𝑐) = 0,
𝑢′(𝑐) = 𝑠 < 0, 𝑢(𝑐+2𝑥1) = 0, 𝑢′(𝑐+2𝑥1) =−𝑠. Это решение также удовлетворяет неравенству
|𝑢(𝑥)|⩽ 𝑢̄.

Возьмём произвольное число 𝑠∈ (0, 𝑠). Пусть 𝑐=𝑎. Тогда найдётся решение, удовлетворя-
ющее условиям 𝑢(𝑎)=0, 𝑢′(𝑎)=𝑠, 𝑢(𝑎+2𝑥0)=0, 𝑢′(𝑎+2𝑥0)=−𝑠. Теперь пусть 𝑐=𝑎+2𝑥0, тогда
это решение можно будет “склеить” с решением, для которого 𝑢(𝑎+2𝑥0)=0, 𝑢′(𝑎+2𝑥0)=−𝑠,
𝑢(𝑎+2𝑥0+2𝑥1)=0, 𝑢′(𝑎+2𝑥0+2𝑥1)=𝑠. Пусть 𝑇 =2𝑥0+2𝑥1. Полагая 𝑐=𝑎+𝑛𝑇 и 𝑐=𝑎+𝑛𝑇+2𝑥0
при целых 𝑛, будем получать решения, которые “склеиваются” в одно непрерывно диффе-
ренцируемое решение уравнения (1). Так как при 𝑐=𝑎+𝑛𝑇 уравнение, к которому заменой
𝑡=𝑥−𝑐 сводится (1), и начальные данные для задачи Коши одинаковые, то 𝑢(𝑥+𝑛𝑇 )=𝑢(𝑥)
и решение периодическое с периодом 𝑇 .

Поскольку 𝑥0>0 и 𝑥1>0, то 𝑇 >0 и существует такое 𝑛1, что 𝑎+𝑛1𝑇 >𝑏. При этом в силу
равенств lim𝑠→+0 𝑥0=lim𝑠→+0 𝑥1=0 и lim𝑠→+0 𝑇 =0 имеем 𝑎+𝑛1𝑇→𝑎<𝑏. Так как зависимость
𝑇 от 𝑠 непрерывная, то существует такое значение 𝑠1, при котором соответствующее 𝑇1
удовлетворяет равенству 𝑎+𝑛1𝑇1 = 𝑏. Соответствующее решение удовлетворяет требуемым
краевым условиям.

Далее будем брать 𝑛𝑖=𝑛𝑖−1+1 (𝑖⩾2). Если предположить существование решения 𝑢(𝑥),
для которого 𝑢(𝑎)=0, 𝑢′(𝑎)=𝑠𝑖−1, 𝑎+𝑛𝑖−1𝑇𝑖−1= 𝑏, 𝑢(𝑏)=0, то 𝑎+𝑛𝑖𝑇𝑖−1>𝑏, но 𝑎+𝑛𝑖𝑇→𝑎<𝑏

при 𝑠→+0. Поэтому существуют очередное значение 𝑠𝑖 и соответствующее 𝑇𝑖, для которого
𝑎+𝑛𝑖𝑇𝑖= 𝑏, и соответствующее решение вновь удовлетворяет требуемым краевым условиям.
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Так по индукции можно получить бесконечное количество решений с периодами 𝑇𝑖. Теорема
доказана.

Теорема 2. При всех 𝜆> 0 уравнение (1) со смешанными краевыми условиями 𝑢(𝑎) =
=𝑢′(𝑏)=0 (𝑎<𝑏) имеет бесконечно много периодических решений, удовлетворяющих оценке
|𝑢(𝑥)|⩽ 𝑢̄.

Доказательство. Возьмём произвольное число 𝑠∈ (0, 𝑠). Так же как и в предыдущей
теореме, можно получить решение 𝑢(𝑥), удовлетворяющее условию 𝑢(𝑎)= 0, периодическое
с периодом 𝑇 = 2𝑥0+2𝑥1, причём 𝑢′(𝑎+𝑛𝑇 +𝑥0) = 0. Далее будем выбирать 𝑛 так, чтобы
𝑎+𝑛𝑇+𝑥0>𝑏. В силу того, что lim𝑠→+0(𝑎+𝑛𝑇+𝑥0)=𝑎<𝑏, найдётся такое 𝑠, что 𝑎+𝑛𝑇+𝑥0=𝑏.
Соответствующее решение удовлетворяет требуемым краевым условиям. Увеличивая 𝑛 на
единицу, такими же рассуждениями будем получать очередные решения. Теорема доказана.

Теорема 3. При всех 𝜆> 0 уравнение (1) со смешанными краевыми условиями 𝑢′(𝑎) =
=𝑢(𝑏)=0 (𝑎<𝑏) имеет бесконечно много периодических решений, удовлетворяющих оценке
|𝑢(𝑥)|⩽ 𝑢̄.

Доказательство. Сделаем замену переменной 𝑡=−𝑥. Тогда задача сведётся к уравнению
−𝑢̈= 𝜆𝑓(𝑢) с условиями 𝑢(−𝑏) = 𝑢′(−𝑎) = 0 (−𝑏 <−𝑎). По теореме 2 получаем требуемое.
Теорема доказана.

Теорема 4. При всех 𝜆> 0 уравнение (1) с периодическими краевыми условиями 𝑢(𝑎)=
=𝑢(𝑏), 𝑢′(𝑎)=𝑢′(𝑏) (𝑎<𝑏) имеет бесконечно много периодических решений, удовлетворяющих
оценке |𝑢(𝑥)|⩽ 𝑢̄.

Доказательство. Как и в теореме 1, будем искать решения 𝑢𝑖(𝑥) с периодами 𝑇𝑖, удо-
влетворяющими равенствам 𝑎+𝑛𝑖𝑇𝑖= 𝑏. Выберем произвольное 𝑐∈R и рассмотрим 𝑢𝑖(𝑥−𝑐).
Поскольку (𝑏− 𝑐)− (𝑎− 𝑐) = 𝑛𝑖𝑇𝑖, то 𝑢𝑖(𝑎− 𝑐) = 𝑢𝑖(𝑏− 𝑐) и 𝑢′𝑖(𝑎− 𝑐) = 𝑢′𝑖(𝑏− 𝑐). Другими сло-
вами, любые решения вида 𝑢𝑖(𝑥−𝑐) удовлетворяют требуемым краевым условиям. Теорема
доказана.

2. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ С УСЛОВИЯМИ, ЗАДАННЫМИ НЕ В ТОЧКЕ СМЕНЫ ЗНАКА

Рассмотрим уравнение (1) с положительным параметром 𝜆, где функция 𝑓(𝑢) определена
и кусочно-непрерывна при всех 𝑢, липшицева на участках непрерывности, имеет конечное
число точек разрыва первого рода, существуют числа 𝛽 > 0 и 𝛾 > 0 такие, что 𝑓(𝑢)⩽−𝛾
при 𝑢<𝛽, 𝑓(𝑢)⩾ 𝛾 при 𝑢>𝛽, а 𝑓(𝛽)= 0. Таким образом, 𝑓(𝑢) терпит разрыв при 𝑢=𝛽.

Сначала рассмотрим задачу Коши (1), (2).
Лемма 4. При всех 𝜆> 0 и 𝑠> 0 существует такое 𝑥2> 0, непрерывно зависящее от 𝑠

и 𝜆, что решение 𝑢(𝑥) задачи Коши (1), (2) монотонно возрастает при 𝑥∈ (0, 𝑥2), 𝑢(𝑥2)=𝛽

и 𝑢′(𝑥2)=
√
𝑠2+2𝜆𝐼, где 𝐼 =−

´ 𝛽
0 𝑓(𝑢) 𝑑𝑢. При этом

lim
𝑠→+0

𝑥2⩽

√︃
2𝛽

𝜆𝛾
, lim

𝑠→+∞
𝑥2=0, lim

𝜆→+∞
𝑥2=0.

Доказательство. Если 𝑠>0, то при малых 𝑥>0 решение 𝑢(𝑥)∈ [0, 𝛽]. Поскольку −𝑢′′=
= 𝜆𝑓(𝑢) и 𝑓(𝑢)⩽−𝛾 при таких 𝑢, то 𝑢′′ ⩾ 𝜆𝛾 > 0, производная 𝑢′(𝑥) возрастает и остаётся
положительной и решение 𝑢(𝑥) монотонно возрастает. При этом

−2𝑢′𝑢′′=2𝜆𝑓(𝑢)𝑢′, −𝑢′2=2𝜆

𝑢ˆ

0

𝑓(𝑢) 𝑑𝑢+𝐶3,

где 𝐶3 — произвольная постоянная.
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Из начальных данных имеем 𝑠2−𝑢′2=2𝜆𝐹 (𝑢), где введено обозначение 𝐹 (𝑢)=
´ 𝑢
0 𝑓(𝑢) 𝑑𝑢.

Далее 𝑢′ =±
√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢). Руководствуясь начальными данными, выбираем верхний знак.

Отметим, что в силу 𝑓(𝑢)⩽−𝛾 при 𝑢∈ [0, 𝛽) значения 𝐹 (𝑢)< 0. Находим

𝑥=

𝑢ˆ

0

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

.

Подставляя сюда 𝑢=𝛽, получаем

𝑥2=

𝛽ˆ

0

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

.

Это значение непрерывно зависит от 𝑠 и 𝜆, lim𝑠→+∞ 𝑥2=0, lim𝜆→+∞ 𝑥2=0 и

lim
𝑠→+0

𝑥2=

𝛽ˆ

0

𝑑𝑢√︀
−2𝜆𝐹 (𝑢)

=

𝛽ˆ

0

[︃
2𝜆

𝑢ˆ

0

−𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

]︃−1/2

𝑑𝑢⩽

𝛽ˆ

0

𝑑𝑢√
2𝜆𝛾𝑢

=

√︃
2𝛽

𝜆𝛾
.

При этом 𝑢(𝑥2)=𝛽 и 𝑢′(𝑥2)=
√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝛽)=

√
𝑠2+2𝜆𝐼 (𝐼 =−𝐹 (𝛽)). Лемма доказана.

Лемма 5. При всех 𝜆> 0 и 𝑠< 0 существует такое 𝑥1> 0, непрерывно зависящее от 𝑠
и 𝜆, что решение 𝑢(𝑥) задачи Коши (1), (2) монотонно убывает при 𝑥∈ (0, 𝑥1), монотонно
возрастает при 𝑥∈ (𝑥1, 2𝑥1), 𝑢′(𝑥1)= 0, 𝑢(2𝑥1)= 0 и 𝑢′(2𝑥1)=−𝑠. При этом lim𝑠→+0 𝑥1=0,
lim𝜆→+∞ 𝑥1=0.

Доказательство. Если 𝑠<0, то при малых 𝑥>0 решение 𝑢(𝑥)<0. Уравнение (1) можно
преобразовать к виду 𝑠2−𝑢′2 = 2𝜆𝐹 (𝑢), где 𝐹 (𝑢) =

´ 𝑢
0 𝑓(𝑢) 𝑑𝑢. Отсюда 𝑢′ =±

√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢).

При малых 𝑥>0 за счёт отрицательности 𝑠 будем иметь 𝑢′(𝑥)<0, так что выбираем нижний
знак и находим

𝑥=−
𝑢ˆ

0

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

=

0ˆ

𝑢

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

.

В силу того, что при 𝑢< 0 функция 𝑓(𝑢)⩽−𝛾, её первообразная 𝐹 (𝑢)=
´ 0
𝑢 (−𝑓(𝑢)) 𝑑𝑢⩾

⩾𝛾|𝑢| положительна, непрерывна и монотонно убывает, следовательно, существует обратная
функция 𝐹−1(𝑠), определённая при 𝑠⩾ 0, также монотонно убывающая и непрерывная.

Пусть 𝑢0 = 𝐹−1(𝑠2/(2𝜆)). Зафиксируем некоторые 𝜆0 ∈ (0, 𝜆) и 𝑢̄ < 𝑢0 < 0. Значение 𝑥1,
при котором 𝑢(𝑥1)=𝑢0, удовлетворяет соотношению

𝑥1=

0ˆ

𝑢0

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

.

Этот интеграл несобственный, так как при 𝑢= 𝑢0 подкоренное выражение обращается в
нуль. Преобразуем

0ˆ

𝑢0

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

=

0ˆ

𝑢0

𝑑𝑢√︀
2𝜆𝐹 (𝑢0)−2𝜆𝐹 (𝑢)

=

=

0ˆ

𝑢0

[︃
2𝜆

𝑢ˆ

𝑢0

(−𝑓(𝑢)) 𝑑𝑢

]︃−1/2

𝑑𝑢=−
1ˆ

0

[︃
2𝜆

𝑢0𝑣ˆ

𝑢0

(−𝑓(𝑢)) 𝑑𝑢

]︃−1/2

𝑢0 𝑑𝑣
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и оценим подынтегральную функцию

−

[︃
2𝜆

𝑢0𝑣ˆ

𝑢0

(−𝑓(𝑢)) 𝑑𝑢

]︃
𝑢0⩽

√︂
−𝑢0

2𝜆𝛾(1−𝑣)
⩽

√︂
−𝑢̄

2𝜆0𝛾(1−𝑣)
.

Здесь в правой части приведена функция, не зависящая от 𝑠 и 𝜆, интеграл от которой схо-
дится. Следовательно, исследуемый несобственный интеграл сходится равномерно и значение
𝑥1 непрерывно зависит от 𝑠 и 𝜆.

В силу соотношений

𝑥1=

0ˆ

𝑢0

𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

⩽
1

𝛾

0ˆ

𝑢0

−𝑓(𝑢) 𝑑𝑢√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

=
1

𝜆𝛾

√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢)

⃒⃒⃒⃒0
𝑢0

=
|𝑠|
𝜆𝛾

заключаем, что lim𝑠→+0 𝑥1=0 и lim𝜆→+∞ 𝑥1=0.
Итак, 𝑢′(𝑥1) =−

√︀
𝑠2−2𝜆𝐹 (𝑢0) = 0. Теперь рассмотрим 𝑥 ∈ (𝑥1, 2𝑥1). Сделаем в уравне-

нии (1) замену 𝑡=2𝑥1−𝑥 и поставим задачу Коши с условиями 𝑢|𝑡=0=0, 𝑢̇|𝑡=0= 𝑠. Тогда по
доказанному выше при тех же значениях 𝑥1 и 𝑢0 получим, что 𝑢|𝑡=𝑥1 =𝑢0, 𝑢̇|𝑡=𝑥1 =0. Про-
водя обратную замену, получаем существование решения, удовлетворяющего ограничениям
𝑢(𝑥1)=𝑢0, 𝑢′(𝑥1)=0, 𝑢(2𝑥1)=0, 𝑢′(2𝑥1)=−𝑠. Поскольку решение задачи Коши (1), (2) удо-
влетворяло условиям 𝑢(𝑥1)=𝑢0, 𝑢′(𝑥1)=0, то найденное решение является его продолжением.
Лемма доказана.

Теперь возьмём начальные условия вида

𝑢(0)=𝛽, 𝑢′(0)= 𝑠. (3)

Лемма 6. При всех 𝜆>0 и 𝑠>0 существует такое 𝑥0>0, непрерывно зависящее от 𝑠 и 𝜆,
что решение 𝑢(𝑥) задачи Коши (1), (3) монотонно возрастает при 𝑥∈ (0, 𝑥0), монотонно
убывает при 𝑥 ∈ (𝑥0, 2𝑥0), 𝑢′(𝑥0) = 0, 𝑢(2𝑥0) = 𝛽 и 𝑢′(2𝑥0) =−𝑠. При этом lim𝑠→+0 𝑥0 = 0,
lim𝜆→+∞ 𝑥0=0.

Доказательство. С помощью замены 𝑣=𝛽−𝑢 уравнение (1) примет вид −𝑣′′=𝜆𝑔(𝑣), где
функция 𝑔(𝑣)=−𝑓(𝛽−𝑣)⩽−𝛾 при 𝑣 < 0. Начальные условия теперь 𝑣(0)=0, 𝑣′(0)=−𝑠< 0.
Поскольку в лемме 5 правая часть использовалась лишь при 𝑣 < 0, её можно применить
и найти такое 𝑥0 > 0, непрерывно зависящее от 𝑠 и 𝜆, что 𝑣(𝑥) монотонно убывает при
𝑥∈(0, 𝑥0), монотонно возрастает при 𝑥∈(𝑥0, 2𝑥0), 𝑣′(𝑥0)=0, 𝑣(2𝑥0)=0, 𝑣′(2𝑥0)=𝑠, lim𝑠→+0 𝑥0=
=0 и lim𝜆→+∞ 𝑥0 =0. Возвращаясь к прежним обозначениям, получаем требуемое. Лемма
доказана.

Приведённые вспомогательные утверждения характеризуют поведение параметров 𝑥0 и 𝑥1
при 𝑠→ +0. Если же 𝑠→ +∞, то возможны различные варианты. Сначала рассмотрим
случай, когда 𝑥0 и 𝑥1 одновременно бесконечно малы при 𝑠→+∞.

Теорема 5. Если lim𝑠→+∞ 𝑥0 = 0 и lim𝑠→+∞ 𝑥1 = 0, то при всех 𝜆> 0 уравнение (1) с
краевыми условиями 𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏)=0 (𝑎<𝑏) имеет бесконечно много периодических решений.

Доказательство. Зафиксируем произвольные 𝜆> 0 и 𝑠> 0 и рассмотрим решение, удо-
влетворяющее условиям 𝑢(𝑎) = 0, 𝑢′(𝑎) = −𝑠. Линейная замена переменной 𝑦 = 𝑥−𝑎 сво-
дит задачу к рассмотренной в лемме 6, по которой найдётся такое 𝑥0, что 𝑢(𝑎+2𝑥0) =
= 0 и 𝑢′(𝑎+2𝑥0) = 𝑠. Далее по лемме 4 найдётся 𝑥2, для которого 𝑢(𝑎+2𝑥0+𝑥2) = 𝛽,
𝑢′(𝑎+2𝑥0+𝑥2)=

√
𝑠2+2𝜆𝐼. Затем по лемме 5 находим 𝑥1 такое, что 𝑢(𝑎+2𝑥0+𝑥2+2𝑥1)=𝛽,

𝑢′(𝑎+2𝑥0+𝑥2+2𝑥1)=−
√
𝑠2+2𝜆𝐼. Наконец, применяя лемму 4 к уравнению (1), в котором

сделана замена переменной 𝑦=𝑎+2𝑥0+2𝑥1+2𝑥2−𝑥 и выбраны начальные данные 𝑢|𝑦=0=0,
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𝑢′|𝑦=0 = 𝑠, при том же самом значении 𝑥2 будем иметь 𝑢(𝑎+2𝑥0+𝑥2+2𝑥1) = 𝑢|𝑦=𝑥2 = 𝛽,
𝑢′(𝑎+2𝑥0+𝑥2+2𝑥1) =−𝑢′|𝑦=𝑥2 =−

√
𝑠2+2𝜆𝐼, так что это решение объединяется с уже по-

строенным и 𝑢(𝑎+2𝑥0+2𝑥2+2𝑥1)= 0, 𝑢′(𝑎+2𝑥0+2𝑥2+2𝑥1)=−𝑠. Таким образом, получено
периодическое решение уравнения (1) с периодом 𝑇 (𝑠, 𝜆)= 2𝑥0+2𝑥1+2𝑥2.

Найдётся целое 𝑚1 ⩾ 0, для которого 𝑚1𝑇 (𝑠, 𝜆)⩾ 𝑏−𝑎. В силу lim𝑠→+∞ 𝑇 (𝑠, 𝜆) = 0 для
достаточно больши́х 𝑠 будет выполнено неравенство 𝑚1𝑇 (𝑠, 𝜆)⩽ 𝑏−𝑎. Поскольку зависимость
𝑥0, 𝑥1 и 𝑥2 от 𝑠 непрерывная, найдётся такое 𝑠1, что 𝑚1𝑇 (𝑠1, 𝜆)= 𝑏−𝑎. За счёт этого будет
выполнено краевое условие 𝑢(𝑏) = 0, и соответствующее этому значению 𝑠1 решение будет
решением поставленной краевой задачи.

Предположим, что найдено 𝑠𝑛, для которого 𝑚𝑛𝑇 (𝑠𝑛, 𝜆)= 𝑏−𝑎. Положим 𝑚𝑛+1=𝑚𝑛+1.
Тогда 𝑚𝑛+1𝑇 (𝑠𝑛, 𝜆)>𝑏−𝑎. Однако за счёт стремления левой части последнего неравенства
к нулю при 𝑠→+∞ обязательно найдётся такое 𝑠𝑛+1, что 𝑚𝑛+1𝑇 (𝑠𝑛+1, 𝜆)= 𝑏−𝑎. Таким об-
разом можно построить последовательность {𝑠𝑛}, которой соответствует последовательность
периодических решений поставленной краевой задачи. Теорема доказана.

Теорема 6. Если lim𝑠→+∞ 𝑥0=0 и lim𝑠→+∞ 𝑥1=0, то при всех 𝜆>0 уравнение (1) со сме-
шанными краевыми условиями 𝑢(𝑎)=𝑢′(𝑏)=0 (𝑎<𝑏) имеет бесконечно много периодических
решений.

Доказательство. Так же как и в предыдущей теореме, для произвольного 𝜆 > 0 и
некоторого 𝑠>0 строим периодическое решение с периодом 𝑇 (𝑠, 𝜆)=2𝑥0+2𝑥1+2𝑥2. Найдётся
целое число 𝑚1 ⩾ 0, для которого 𝑚1𝑇 (𝑠, 𝜆)+𝑥0 ⩾ 𝑏−𝑎. При 𝑠→ +∞ левая часть этого
неравенства стремится к нулю, поэтому находим 𝑠1, для которого 𝑚1𝑇 (𝑠1, 𝜆)+𝑥0= 𝑏−𝑎. Из
леммы 6 следует, что 𝑢′(𝑏)= 0, так что найдено решение задачи со смешанными краевыми
условиями. Дальнейшие рассуждения также аналогичны. Теорема доказана.

Теорема 7. Если lim𝑠→+∞ 𝑥0=0 и lim𝑠→+∞ 𝑥1=0, то при всех 𝜆>0 уравнение (1) со сме-
шанными краевыми условиями 𝑢′(𝑎)=𝑢(𝑏)=0 (𝑎<𝑏) имеет бесконечно много периодических
решений.

Доказательство сводится к доказательству теоремы 6 заменой 𝑦= 𝑎+𝑏−𝑥.
Теорема 8. Если lim𝑠→+∞ 𝑥0 = 0 и lim𝑠→+∞ 𝑥1 = 0, то при всех 𝜆> 0 уравнение (1) с

периодическими краевыми условиями 𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏), 𝑢′(𝑎)=𝑢′(𝑏) (𝑎<𝑏) имеет бесконечно много
периодических решений.

Доказательство непосредственно вытекает из теоремы 5, поскольку найденные в ней
решения удовлетворяют условию 𝑢′(𝑎)=𝑢′(𝑏).

Условия доказанных теорем выполняются, например, для класса функций суперлинейного
роста, что позволяет сформулировать следующее

Следствие 1. Пусть существуют такие константы 𝑢̄, κ>0 и 𝛼>1, что неравенство
|𝑓(𝑢)|⩾κ|𝑢|𝛼 выполнено при всех |𝑢|⩾ 𝑢̄ > 0. Тогда при всех 𝜆> 0 уравнение (1) с каждым
из краевых условий 𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏)=0; 𝑢(𝑎)=𝑢′(𝑏)=0; 𝑢′(𝑎)=𝑢(𝑏)=0 или 𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏), 𝑢′(𝑎)=𝑢′(𝑏)
(𝑎< 𝑏) имеет бесконечно много периодических решений.

Доказательство. Рассмотрим выражение

𝑥1=

0ˆ

𝑢0

[︃
2𝜆

𝑢ˆ

𝑢0

(−𝑓(𝑢)) 𝑑𝑢

]︃−1/2

𝑑𝑢

из леммы 5. Пусть значения 𝑢0<−𝑢̄. Тогда для 𝑢∈ (−𝑢̄, 0) будем иметь

𝑢ˆ

𝑢0

(−𝑓(𝑢)) 𝑑𝑢=
𝑢ˆ

𝑢0

|𝑓(𝑢)| 𝑑𝑢⩾
−𝑢̄ˆ

𝑢0

|𝑓(𝑢)| 𝑑𝑢⩾κ
−𝑢̄ˆ

𝑢0

|𝑢|𝛼 𝑑𝑢= κ
𝛼+1

(︀
|𝑢0|𝛼+1−|𝑢̄|𝛼+1

)︀
,
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а для 𝑢∈ (𝑢0,−𝑢̄) получим

𝑢ˆ

𝑢0

(−𝑓(𝑢)) 𝑑𝑢⩾κ
𝑢ˆ

𝑢0

|𝑢|𝛼 𝑑𝑢= κ
𝛼+1

(︀
|𝑢0|𝛼+1−|𝑢|𝛼+1

)︀
.

Тогда

𝑥1⩽
−𝑢̄ˆ

𝑢0

[︂
2𝜆κ
𝛼+1

(︀
|𝑢0|𝛼+1−|𝑢|𝛼+1

)︀]︂−1/2

𝑑𝑢+

0ˆ

−𝑢̄

[︂
2𝜆κ
𝛼+1

(︀
|𝑢0|𝛼+1−|𝑢̄|𝛼+1

)︀]︂−1/2

𝑑𝑢=

=

√︃
𝛼+1

2𝜆κ|𝑢0|𝛼−1

1ˆ

−𝑢̄/𝑢0

𝑑𝑣√
1−𝑣𝛼+1

+

√︃
(𝛼+1)|𝑢0|2

2𝜆κ(|𝑢0|𝛼+1−|𝑢̄|𝛼+1)
−−−−−→
𝑢0→−∞

0.

Осталось заметить, что 𝑢0 = 𝐹−1(𝑠2/(2𝜆))−−−−→
𝑠→+∞

−∞ в силу монотонности 𝐹−1(𝑠). Таким
образом, lim𝑠→+∞ 𝑥1=0.

Аналогично проводятся рассуждения при 𝑢0> 𝑢̄ для

𝑥0=

𝑢0ˆ

𝛽

[︃
2𝜆

𝑢0ˆ

𝑢

𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

]︃−1/2

𝑑𝑢.

Таким образом, выполнены условия теорем 5–8. Следствие доказано.
Теперь приведём аналогичные результаты для случая, когда либо 𝑥0, либо 𝑥1 является

бесконечно большой величиной при 𝑠→+∞.
Теорема 9. Если lim𝑠→+∞ 𝑥0=+∞ или lim𝑠→+∞ 𝑥1=+∞, то существует такая строго

возрастающая последовательность {𝜆𝑛}, что при всех 𝜆 > 𝜆𝑛 уравнение (1) с краевыми
условиями 𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏)= 0 (𝑎< 𝑏) имеет не менее 𝑛 периодических решений.

Доказательство. Зафиксируем произвольные 𝜆>0 и 𝑠>0. Рассмотрим решение задачи
Коши (1), 𝑢(𝑎) = 0, 𝑢′(𝑎) = −𝑠. Как и в теореме 5, построим периодическое решение с
периодом 𝑇 (𝑠, 𝜆) = 2𝑥0+2𝑥1+2𝑥2. Пусть 𝑛 — произвольное натуральное число. Поскольку
lim𝜆→+∞ 𝑇 (𝑠, 𝜆)=0, то найдётся такое 𝜆𝑛, что при всех 𝜆>𝜆𝑛 будем иметь 𝑛𝑇 (𝑠, 𝜆)⩽ 𝑏−𝑎.
Ввиду равенства lim𝑠→+∞ 𝑇 (𝑠, 𝜆) = +∞ и непрерывной зависимости от 𝑠 найдётся такое
значение 𝑠𝑛, что 𝑛𝑇 (𝑠𝑛, 𝜆) = 𝑏−𝑎. При этом значении 𝑠𝑛 будет выполнено краевое условие
𝑢(𝑏)=0. Поскольку разным 𝑛 соответствуют разные периоды, то в совокупности при 𝜆>𝜆𝑛
получаем не менее 𝑛 решений. Теорема доказана.

Теорема 10. Если lim𝑠→+∞ 𝑥0=+∞ или lim𝑠→+∞ 𝑥1=+∞, то существует такая строго
возрастающая последовательность {𝜆𝑛}, что при всех 𝜆>𝜆𝑛 уравнение (1) со смешанными
краевыми условиями 𝑢(𝑎)=𝑢′(𝑏)= 0 (𝑎< 𝑏) имеет не менее 𝑛 периодических решений.

Доказательство. Как и в теореме 9, при некоторых 𝜆>0 и 𝑠>0 строим периодическое
решение с периодом 𝑇 (𝑠, 𝜆)=2𝑥0+2𝑥1+2𝑥2. Выбираем произвольное натуральное 𝑛 и за счёт
lim𝜆→+∞ 𝑇 (𝑠, 𝜆) = 0 находим такое 𝜆𝑛, что при всех 𝜆>𝜆𝑛 будет справедливо неравенство
𝑛𝑇 (𝑠, 𝜆)+𝑥0⩽ 𝑏−𝑎. При 𝑠→+∞ левая часть этого неравенства стремится к бесконечности,
следовательно, найдётся такое 𝑠𝑛, что 𝑛𝑇 (𝑠𝑛, 𝜆)+𝑥0 = 𝑏−𝑎. Это равенство обеспечивает
выполнение условия 𝑢′(𝑏) = 0. В совокупности при 𝜆 > 𝜆𝑛 получаем не менее 𝑛 решений.
Теорема доказана.

Теорема 11. Если lim𝑠→+∞ 𝑥0=+∞ или lim𝑠→+∞ 𝑥1=+∞, то существует такая строго
возрастающая последовательность {𝜆𝑛}, что при всех 𝜆>𝜆𝑛 уравнение (1) со смешанными
краевыми условиями 𝑢′(𝑎)=𝑢(𝑏)= 0 (𝑎< 𝑏) имеет не менее 𝑛 периодических решений.
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Доказательство сводится к доказательству теоремы 10 заменой 𝑦= 𝑎+𝑏−𝑥.
Теорема 12. Если lim𝑠→+∞ 𝑥0=+∞ или lim𝑠→+∞ 𝑥1=+∞, то существует такая строго

возрастающая последовательность {𝜆𝑛}, что при всех 𝜆>𝜆𝑛 уравнение (1) с периодическими
краевыми условиями 𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏), 𝑢′(𝑎)=𝑢′(𝑏) (𝑎<𝑏) имеет не менее 𝑛 периодических решений.

Доказательство непосредственно вытекает из теоремы 9, поскольку найденные там
решения удовлетворяют условию 𝑢′(𝑎)=𝑢′(𝑏).

Условия теорем 9–12 выполняются для функций подлинейного роста, как показывает
Следствие 2. Пусть существуют константы 𝜇⩾0, κ⩾0, не равные нулю одновременно,

и 𝛼∈ (0, 1) такие, что неравенство |𝑓(𝑢)|⩽𝜇+κ|𝑢|𝛼 выполнено либо при всех 𝑢<0, либо при
всех 𝑢>𝛽. Тогда существует такая строго возрастающая последовательность {𝜆𝑛}, что
при всех 𝜆>𝜆𝑛 уравнение (1) с каждым из краевых условий 𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏)=0; 𝑢(𝑎)=𝑢′(𝑏)=0;
𝑢′(𝑎)=𝑢(𝑏)=0 или 𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏), 𝑢′(𝑎)=𝑢′(𝑏) (𝑎<𝑏) имеет не менее 𝑛 периодических решений.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда неравенство |𝑓(𝑢)| ⩽ 𝜇+κ|𝑢|𝛼 выполнено
при 𝑢< 0. В лемме 5 было получено выражение

𝑥1=−
1ˆ

0

[︃
2𝜆

𝑢0𝑣ˆ

𝑢0

(−𝑓(𝑢)) 𝑑𝑢

]︃−1/2

𝑢0 𝑑𝑣,

где 𝑢0=𝐹−1(𝑠2/(2𝜆))< 0. С учётом −𝑓(𝑢)⩽𝜇+κ(−𝑢)𝛼 имеем

𝑢0𝑣ˆ

𝑢0

(−𝑓(𝑢)) 𝑑𝑢⩽
𝑢0𝑣ˆ

𝑢0

(𝜇+κ|𝑢|𝛼) 𝑑𝑢=𝜇|𝑢0|(1−𝑣)+
κ

𝛼+1
|𝑢0|𝛼+1(1−𝑣𝛼+1).

Если κ> 0, то

𝑥1⩾
1ˆ

0

[︂
2𝜆

(︂
𝜇(1−𝑣)|𝑢0|−𝛼+

κ
𝛼+1

(1−𝑣𝛼+1)

)︂]︂−1/2

|𝑢0|(1−𝛼)/2 𝑑𝑣⩾

⩾

√︂
𝛼+1

2𝜆κ
|𝑢0|(1−𝛼)/2

1ˆ

0

𝑑𝑣√
1−𝑣𝛼+1

,

а при κ=0

𝑥1⩾

√︃
|𝑢0|
2𝜆𝜇

1ˆ

0

𝑑𝑣√
1−𝑣

=

√︃
2|𝑢0|
𝜆𝜇

.

В обоих случаях 𝑢0→−∞ и 𝑥1→+∞ при 𝑠→+∞.
Если неравенство |𝑓(𝑢)|⩽𝜇+κ|𝑢|𝛼 выполнено при 𝑢>𝛽, то можно провести аналогичные

рассуждения и показать, что

lim
𝑠→+∞

𝑥0= lim
𝑠→+∞

𝑢0ˆ

𝛽

[︃
2𝜆

𝑢0ˆ

𝑢

𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

]︃−1/2

𝑑𝑢=+∞.

Таким образом, выполнены условия теорем 9–12. Следствие доказано.
Полученный результат обобщает теорему 3 из работы [11], в которой рассматривались

кусочно-постоянные правые части.
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3. ПРИМЕРЫ

Проиллюстрируем полученные в пп. 1, 2 результаты на примерах.
Пример 1. Рассмотрим уравнение

−𝑢′′=𝜆 sgn𝑢, (4)

где 𝜆 — положительный параметр,

sgn𝑢=

⎧⎪⎨⎪⎩
−1, если 𝑢< 0,

0, если 𝑢=0,

1, если 𝑢> 0,

с краевыми условиями 𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏)= 0 (𝑎< 𝑏).
Согласно теореме 1 при каждом 𝜆 > 0 существует бесконечное число периодических

решений уравнения (4) с краевыми условиями 𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏)=0. Отметим, что при таком способе
задания функции sgn имеется тождественно равное нулю решение 𝑢(𝑥)=0, удовлетворяющее
краевым условиям. В дальнейшем будем рассматривать ненулевые решения.

Обозначим 𝑢′(𝑎)= 𝑠. Имеем

𝑢(𝑥)= 𝑠(𝑥−𝑎)− 𝜆 sgn 𝑠

2
(𝑥−𝑎)2 при 𝑥∈ (𝑎, 𝑥1),

где 𝑥1 = 𝑎+2|𝑠|/𝜆. При этом 𝑢′(𝑥1) = 𝑠−𝜆 sgn 𝑠 (𝑥1−𝑎) =−𝑠. Далее получим периодическое
решение с периодом 𝑇 =4|𝑠|/𝜆:

𝑢(𝑥)= (−1)𝑘 sgn 𝑠

(︂
|𝑠|(𝑥−𝑥𝑘)−

𝜆

2
(𝑥−𝑥𝑘)2

)︂
, (5)

где 𝑥𝑘 = 𝑎+𝑘𝑇/2, 𝑘= ⌊2(𝑥−𝑎)/𝑇 ⌋. Для выполнения краевого условия 𝑢(𝑏) = 0 необходимо,
чтобы число 𝑛=2(𝑏−𝑎)/𝑇 = 𝜆(𝑏−𝑎)/(2|𝑠|) было целым, откуда находим 𝑠=±𝜆(𝑏−𝑎)/(2𝑛).
Таким образом, при всех 𝜆> 0 имеется бесконечно много решений.

Для каждого натурального 𝑛 полагаем

𝑇 =
2(𝑏−𝑎)

𝑛
, 𝑥𝑘 = 𝑎+

𝑘𝑇

2
, 𝑘=0, 𝑛.

Тогда две функции

𝑢(𝑥)=±(−1)𝑘
𝜆

2
(𝑥−𝑥𝑘)(𝑥−𝑥𝑘+1), 𝑥∈ [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1], (6)

являются решениями, графики которых при 𝑎=0, 𝑏=1, 𝜆=2 приведены на рис. 1.

Рис. 1. Графики решений задачи из примера 1

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 61 № 2 2025



158 О. В. БАСКОВ, Д. К. ПОТАПОВ

Пример 2. Рассмотрим уравнение (4) со смешанными краевыми условиями 𝑢(𝑎)=𝑢′(𝑏)=0
(𝑎<𝑏). По теореме 2 данная краевая задача имеет бесконечно много периодических решений
при всех 𝜆> 0.

Обозначим 𝑢′(𝑎) = 𝑠. Как и выше, получим периодическое решение (5) с периодом 𝑇 =
=4|𝑠|/𝜆, в котором 𝑥𝑘=𝑎+𝑘𝑇/2, 𝑘=⌊2(𝑥−𝑎)/𝑇 ⌋. Для выполнения краевого условия 𝑢′(𝑏)=0
необходимо, чтобы 𝑏=𝑥𝑛+𝑇/4 при некотором целом 𝑛. Отсюда имеем

𝑇 =
4(𝑏−𝑎)
2𝑛+1

, 𝑠=±𝜆(𝑏−𝑎)
2𝑛+1

.

Таким образом, при всех 𝜆 > 0 существует бесконечно много решений, а именно, для
каждого целого неотрицательного 𝑛 полагаем

𝑇 =
4(𝑏−𝑎)
2𝑛+1

, 𝑥𝑘 = 𝑎+
𝑘𝑇

2
, 𝑘=0, 𝑛+1,

и формула (6) даёт эти решения. Их графики при 𝑎=0, 𝑏=1, 𝜆=2 приведены на рис. 2.

Рис. 2. Графики решений задачи из примера 2

Пример 3. Рассмотрим уравнение (4) со смешанными краевыми условиями 𝑢′(𝑎)=𝑢(𝑏)=0
(𝑎< 𝑏). По теореме 3 искомая задача имеет бесконечно много периодических решений при
всех значениях 𝜆> 0, определяемых по формуле (6), где

𝑇 =
4(𝑏−𝑎)
2𝑛+1

, 𝑥𝑘 = 𝑏− (𝑛−𝑘)𝑇
2

, 𝑘=0, 𝑛+1.

Их графики являются зеркальными отражениями графиков, приведённых на рис. 2.
Пример 4. Уравнение (4) с периодическими краевыми условиями 𝑢(𝑎)=𝑢(𝑏), 𝑢′(𝑎)=𝑢′(𝑏)

удовлетворяет теореме 4 и имеет бесконечно много периодических решений при всех 𝜆> 0,
которые даются формулами (6), где 𝑥𝑘 = 𝑥0+𝑘𝑇/2, 𝑘 — целое число, 𝑇 = (𝑏−𝑎)/𝑛, 𝑥0 —
произвольное вещественное число.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной статье рассмотрено обыкновенное дифференциальное уравнение второго поряд-
ка с параметром и разрывной правой частью, причём в точке разрыва правая часть меняет
знак с минуса на плюс. Показано, что при определённых достаточно общих условиях на
правую часть в задачах с различными краевыми условиями существуют периодические ре-
шения. Установлены теоремы о бесконечном числе решений для случаев, когда краевые
условия задаются на линии смены знака правой части. Если же краевые условия задаются
не в точке разрыва правой части, то уравнение имеет бесконечное число решений в случае
суперлинейно растущей правой части и конечное, зависящее от параметра, число решений
в случае подлинейно растущей правой части.
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