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ВВЕДЕНИЕ

Одним из направлений повышения триботехнических характеристик материалов явля-
ется использование покрытий, представляющих собой гетерогенные структуры (композиты)
с изменяющимися по глубине фазовым составом и, как следствие, физико-механическими
свойствами. При исследовании локального контактного взаимодействия тел с покрытиями
в качестве расчётной схемы, как правило, выбирается упругая полоса или слой, сцеплен-
ные с основанием. Подробный обзор основных результатов для неоднородных покрытий,
лежащих на деформируемом основании, приведён в монографии [1, введение].

Необходимость учёта поверхностного микрорельефа контактирующих тел в виде вол-
нистости или шероховатости приводит к постановке задач дискретного (множественного)
контакта. В работе [2] рассмотрены задачи одностороннего дискретного контакта для од-
нородной упругой полуплоскости, а в [3] — для однородной упругой полосы, сцепленной
с недеформируемым основанием. С использованием оператора Пуанкаре–Стеклова (ОПС)
получены вариационные формулировки этих задач в виде граничных вариационных нера-
венств и задач минимизации граничных функционалов, при численном решении которых
требуется дискретизировать только часть границы области — зону возможного контакта,
что существенно уменьшает размерность получаемых дискретных задач и снижает вычис-
лительные затраты.
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Для упругой области ОПС 𝑄 : 𝑞𝑛 ↦→ 𝑢𝑛, отображающий на части Γ𝑞 границы (в зоне
возможного контакта) нормальные напряжения 𝑞𝑛 в нормальные перемещения 𝑢𝑛, имеет
вид

𝑢𝑛(𝑥1)=
ˆ

Γ𝑞

𝑔(𝑥1−𝜉1)𝑞𝑛(𝜉1) 𝑑𝜉1, (1)

где 𝑔(·) — функция Грина. Получить представление этой функции в явном виде во мно-
гих случаях (в частности, для упругой полуплоскости со стратифицированным упругим
покрытием) весьма затруднительно.

Учитывая, что правая часть равенства (1) является интегральным оператором типа
свёртки, с помощью интегрального преобразования Фурье можно получить алгебраическое
соотношение, связывающее трансформанты нормальных перемещений 𝑢̃𝑛(𝛼) и нормальных
напряжений 𝑞𝑛(𝛼):

𝑢̃𝑛(𝛼)=𝐺(𝛼)𝑞𝑛(𝛼), (2)

где 𝛼 — параметр преобразования Фурье, 𝐺(𝛼) = 𝑔(𝛼) — трансформанта функции Грина.
Функцию 𝐺(𝛼), следуя [4], будем называть передаточной функцией. Действие ОПС сводится
к выполнению прямого и обратного преобразований Фурье и перемножению трансформант.

Анализ известных подходов к построению передаточных функций ОПС для неоднород-
ных упругих полос приведён в статье [5], там же предложен новый алгоритм вычисления
передаточной функции, основанный на использовании вариационной формулировки краевой
задачи для трасформант перемещений. Аппроксимация вариационных уравнений проводится
методом конечных элементов. Для численного решения задачи применяется линейный одно-
шаговый нестационарный итерационный метод, на каждом шаге которого методом прогонки
решаются две системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с трёхдиагональны-
ми матрицами. Предложен эвристический алгоритм выбора последовательности параметров
итерационного метода, обеспечивающий сходимость итерационного процесса для любых зна-
чений параметра 𝛼 преобразования Фурье. Разработанный в [5] вычислительный алгоритм
использован при решении задач одностороннего дискретного контакта для многослойных [6]
и функционально-градиентных [7] упругих полос, сцепленных с недеформируемым основа-
нием.

Цель данной работы — обобщить алгоритм [5] на случай стратифицированной упругой
полосы, сцепленной с однородной изотропной упругой полуплоскостью.

Постановка краевой задачи теории упругости, с помощью решения которой определяется
ОПС, дана в п. 1. Краевая задача для трансформант перемещений, полученная в результате
применения преобразования Фурье, приведена в п. 2. В п. 3 получена её вариационная фор-
мулировка, дано определение и доказаны существование и единственность обобщённого ре-
шения. Аппроксимация вариационной задачи методом конечных элементов приведена в п. 4.
Для решения полученной СЛАУ в п. 5 предложен разработанный алгоритм предобуслов-
ленного метода сопряжённых градиентов (МСГ), учитывающий структуру матрицы СЛАУ.
Результаты верификации разработанного вычислительного алгоритма приведены в п. 6.

1. ПОСТАНОВКА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Сформулируем краевую задачу, с помощью которой вводится исследуемый ОПС. Пусть
невесомая однородная изотропная упругая полуплоскость в неподвижной прямоугольной де-
картовой системе координат 𝑂𝑥1𝑥2 занимает область Ω0= {𝑥=(𝑥1, 𝑥2)∈R2 : 𝑥1 ∈R, 𝑥2⩽ 0}.
По всей своей границе Γ0 полуплоскость сцеплена с покрытием — стратифицированной
упругой полосой толщины ℎ, занимающей область Ω1={𝑥=(𝑥1, 𝑥2)∈R2 : 𝑥1∈R, 0⩽𝑥2⩽ℎ}.
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Границу полосы 𝑥2=ℎ обозначим через Γ1. Параметры Ламе 𝜆0 и 𝜇0 материала полуплос-
кости являются постоянными в Ω0, а параметры Ламе материала полосы — произвольными
ограниченными функциями координаты 𝑥2: 𝜆1=𝜆1(𝑥2) и 𝜇1=𝜇1(𝑥2). Требования к гладко-
сти этих функций будут сформулированы ниже. Из физических соображений следует, что
существуют постоянные 𝜆*> 0 и 𝜇*> 0 такие, что

𝜆0⩾𝜆*, 𝜇0⩾𝜇*, 𝜆1(𝑥2)⩾𝜆*, 𝜇1(𝑥2)⩾𝜇*, 0⩽𝑥2⩽ℎ. (3)

Под 𝑢
(𝑛)
𝑖 (𝑥), 𝜎(𝑛)𝑖𝑗 (𝑥), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝑛 = 0, 1, будем понимать, соответственно, компоненты

вектора перемещений и тензора напряжений в точке 𝑥∈Ω𝑛. Для упрощения обозначений
всюду, где это возможно, говоря о параметрах, относящихся к конкретной области Ω𝑛, будем
опускать индекс, указывающий на эту область.

Предполагается, что полуплоскость и полоса находятся в условиях плоской деформа-
ции, деформации малы, а массовые силы и напряжения в недеформированном состоянии
отсутствуют. Напряжённо-деформированное состояние областей Ω𝑛 описывается системой
уравнений

𝜎11=(𝜆+2𝜇)𝑢1,1+𝜆𝑢2,2, 𝜎22=𝜆𝑢1,1+(𝜆+2𝜇)𝑢2,2, 𝜎12=𝜇(𝑢1,2+𝑢2,1),

𝜎11,1+𝜎12,2=0, 𝜎12,1+𝜎22,2=0 в Ω𝑛, 𝑛=0, 1. (4)

На части границы полосы Γ𝑞 ⊂Γ1 приложена нормальная нагрузка:

𝜎22= 𝑞, 𝜎21=0 на Γ𝑞. (5)

Остальная часть границы Γ1 свободна от внешних нагрузок:

𝜎22=𝜎21=0 на Γ1 ∖Γ𝑞. (6)

Предполагается, что участок Γ𝑞 границы является конечным, а главный вектор внешних
усилий отличен от нуля и имеет ограниченную величину:

diamΓ𝑞 <∞, 0<

⃒⃒⃒⃒ ˆ
Γ𝑞

𝑞 𝑑Γ𝑞

⃒⃒⃒⃒
<+∞. (7)

Условия полного сцепления полуплоскости и полосы имеют вид

𝑢
(0)
1 =𝑢

(1)
1 , 𝑢

(0)
2 =𝑢

(1)
2 , 𝜎

(0)
12 =𝜎

(1)
12 , 𝜎

(0)
22 =𝜎

(1)
22 на Γ0. (8)

Для выделения класса единственности решения в рассматриваемой краевой задаче необ-
ходимо наложить дополнительные условия на поведение решения на бесконечности и на сме-
щения полуплоскости с покрытием как жёсткого целого.

В работе [8, § 90] для упругой полуплоскости рассмотрен случай, когда на бесконечно-
сти напряжения и вращение стремятся к нулю. Показано, что эти условия обеспечивают
единственность поля напряжений. Если при этом отсутствуют массовые силы, а главный
вектор внешних поверхностных усилий имеет ограниченную величину и отличен от нуля,
то напряжения и соответствующие им перемещения имеют асимптотические представления

𝜎𝑖𝑗(𝑥)=𝑂(|𝑥|−1), 𝑢𝑖(𝑥)=𝑂(ln |𝑥|), 𝑖, 𝑗=1, 2, при |𝑥|→∞. (9)

Cмещения 𝑣=(𝑣1, 𝑣2) полуплоскости с покрытием как жёсткого целого находятся как

𝑣1(𝑥)=𝜆1−𝜔𝑥2, 𝑣2(𝑥)=𝜆2+𝜔𝑥1, (10)

где 𝜆1 и 𝜆2 — компоненты поступательного перемещения, 𝜔 — поворот полуплоскости как
жёсткого целого. Для соответствия со случаем, рассмотренным в [8, § 90], положим

𝜔=0. (11)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 9 2024



1228 БОБЫЛЕВ

2. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ТРАНСФОРМАНТ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Аналогично [5] сформулируем краевую задачу для трансформант перемещений упругой
полосы, решение которой используется для вычисления передаточной функции ОПС.

Введём преобразования Фурье от компонент перемещений и напряжений по формулам

𝑢̃𝑘(𝛼, 𝑥2)=

+∞ˆ

−∞

𝑢𝑘(𝑥1, 𝑥2) exp{−𝑖𝛼𝑥1} 𝑑𝑥1, 𝜎̃𝑘𝑙(𝛼, 𝑥2)=

+∞ˆ

−∞

𝜎𝑘𝑙(𝑥1, 𝑥2) exp{−𝑖𝛼𝑥1} 𝑑𝑥1. (12)

Будем полагать, что все выполняемые далее преобразования Фурье (12) существуют.
Умножим уравнения (4) для области Ω1 на exp{−𝑖𝛼𝑥1} и проинтегрируем по 𝑥1 на всей

числовой прямой. В результате получим систему равенств, которые после интегрирования
по частям превращаются в следующую систему соотношений относительно трансформант
𝑢̃𝑘, 𝜎̃𝑘𝑙 и их производных, рассматриваемых как функции переменной 𝑥2:

𝜎̃11= 𝑖𝛼(𝜆+2𝜇)𝑢̃1+𝜆𝑢̃
′
2, 𝜎̃12=𝜇(𝑢̃′1+ 𝑖𝛼𝑢̃2), 𝜎̃22= 𝑖𝛼𝜆𝑢̃1+(𝜆+2𝜇)𝑢̃′2,

𝑖𝛼𝜎̃11+ 𝜎̃
′
12=0, 𝑖𝛼𝜎̃12+ 𝜎̃

′
22=0. (13)

Исключив из полученной системы трансформанты напряжений 𝜎̃𝑘𝑙, сделав замену

𝑢̃1(𝛼, 𝑥2)= 𝑣1(𝛼, 𝑥2), 𝑢̃2(𝛼, 𝑥2)= 𝑖𝑣2(𝛼, 𝑥2) (14)

и положив, что
𝜆(𝑥2)∈𝐶1[0, ℎ], 𝜇(𝑥2)∈𝐶1[0, ℎ], (15)

получим систему двух обыкновенных дифференциальных уравнений для трансформант пе-
ремещений упругой полосы:

−(𝜇𝑣′1)
′+𝛼(𝜇𝑣2)

′+𝛼𝜆𝑣′2+𝛼
2(𝜆+2𝜇)𝑣1=0, −((𝜆+2𝜇)𝑣′2)

′−𝛼(𝜆𝑣1)′−𝛼𝜇𝑣′1+𝛼2𝜇𝑣2=0. (16)

Применим далее преобразование Фурье к граничным условиям (5), (6), предполагая
существование преобразования Фурье для тривиального продолжения функции 𝑞(𝑥1) на Γ1:

𝑞(𝛼)=

+∞ˆ

−∞

𝑞(𝑥1) exp{−𝑖𝛼𝑥1} 𝑑𝑥1. (17)

В результате с учётом (13)–(15) получим краевые условия для системы (16) в точке 𝑥2=ℎ:

𝜇𝑣′1−𝛼𝜇𝑣2=0, −(𝜆+2𝜇)𝑣′2−𝛼𝜆𝑣1= 𝑝, (18)

где
𝑝(𝛼)= 𝑖𝜎̃22(𝛼, ℎ)= 𝑖𝑞(𝛼). (19)

Далее сформулируем краевые условия в точке 𝑥2=0. Для этого используем условия (8) и
соотношения, связывающие компоненты перемещений и напряжений на границе Γ0 упругой
полуплоскости Ω0 [9, § 2.4]:

𝑢1(𝑥1, 0)=−𝑆1
𝜋

ˆ

Γ0

𝜎12(𝜉1, 0) ln |𝑥1−𝜉1| 𝑑𝜉1+𝑆2
ˆ

Γ0

𝜎22(𝜉1, 0) sgn(𝑥1−𝜉1) 𝑑𝜉1+𝜆1,

𝑢2(𝑥1, 0)=−𝑆1
𝜋

ˆ

Γ0

𝜎22(𝜉1, 0) ln |𝑥1−𝜉1| 𝑑𝜉1−𝑆2
ˆ

Γ0

𝜎12(𝜉1, 0) sgn(𝑥1−𝜉1) 𝑑𝜉1+𝜆2, (20)
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где
𝑆1=(𝜆0+2𝜇0)/(2𝜇0(𝜆0+𝜇0)), 𝑆2=1/(4(𝜆0+𝜇0)).

Отметим, что соотношения (20) записаны с учётом (11).
Применим к равенствам (20) преобразование Фурье, полагая 𝛼 ̸=0. В результате полу-

чим алгебраические соотношения, связывающие трансформанты компонент перемещений и
напряжений в точке 𝑥2=0:

𝑢̃1=𝑆1𝜎̃12/|𝛼|+2𝑖𝑆2𝜎̃22/𝛼, 𝑢̃2=𝑆1𝜎̃22/|𝛼|−2𝑖𝑆2𝜎̃12/𝛼,

которые можно разрешить относительно трансформант напряжений:

𝜎̃12=𝑆3𝑢̃1|𝛼|− 𝑖𝑆4𝑢̃2𝛼, 𝜎̃22=𝑆3𝑢̃2|𝛼|+ 𝑖𝑆4𝑢̃1𝛼,

где
𝑆3=2𝜇0(𝜆0+2𝜇0)/(𝜆0+3𝜇0), 𝑆4=2𝜇20/(𝜆0+3𝜇0). (21)

Использовав далее (13)–(15), получим краевые условия для системы (16) в точке 𝑥2=0:

𝜇𝑣′1−𝛼𝜇𝑣2= |𝛼|𝑆3𝑣1+𝛼𝑆4𝑣2, (𝜆+2𝜇)𝑣′2+𝛼𝜆𝑣1= |𝛼|𝑆3𝑣2+𝛼𝑆4𝑣1. (22)

Следовательно, справедлива
Теорема 1. Если существуют преобразования Фурье (12) и (17), а также выполняются

условия (15), то трансформанты компонент перемещений в области Ω1 решения краевой
задачи (3)–(11) с учётом (14) удовлетворяют краевой задаче (16), (18), (22).

Определение 1. Решение краевой задачи (16), (18), (22), принадлежащее классу функ-
ций

[︀
𝐶2(0, ℎ)

]︀2∩[︀𝐶1[0, ℎ]
]︀2, называют классическим решением.

Лемма 1. Передаточная функция 𝐺(𝛼) для 𝛼 ̸= 0 вычисляется с помощью решения
краевой задачи (16), (18), (22) по формуле

𝐺(𝛼)=−𝑣2(𝛼, ℎ)/𝑝(𝛼). (23)

Доказательство. Выражение (23) следует из формул (2), (14), (17)–(19).
Следствие 1. Передаточная функция 𝐺(𝛼) является вещественной функцией.
Замечание. Случай 𝛼=0 в данной работе не рассматривается. Известно [10, § 6.5], что

для упругой полуплоскости при 𝛼→ 0 передаточная функция 𝐺(𝛼)→∞. Вычислительные
аспекты этого случая подробно рассмотрены, например, в работе [11].

3. ВАРИАЦИОННАЯ ФОРМУЛИРОВКА

Переход к вариационной формулировке позволяет определить обобщённое решение за-
дачи и ослабить требования (15) к гладкости исходных данных {𝜆(𝑥2), 𝜇(𝑥2)}. Далее будем
полагать, что

𝜆(𝑥2)∈𝐿∞(0, ℎ), 𝜇(𝑥2)∈𝐿∞(0, ℎ). (24)

Вектор-функции 𝑣=(𝑣1, 𝑣2) трансформант перемещений будем считать элементами функ-
ционального пространства 𝑈 =𝑈×𝑈, где 𝑈 ≡𝑊 1

2 (0, ℎ) — пространство Соболева. Простран-
ство 𝑈 является гильбертовым относительно скалярного произведения

(𝑣,𝑤)𝑈 =(𝑣1, 𝑤1)𝑈 +(𝑣2, 𝑤2)𝑈 , 𝑣=(𝑣1, 𝑣2), 𝑤=(𝑤1, 𝑤2)∈𝑈 .
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Введём на 𝑈 билинейные и линейную формы

𝑎1(𝑣, 𝑤)= [𝜇𝑣′, 𝑤′]+𝛼2[(𝜆+2𝜇)𝑣, 𝑤], 𝑎2(𝑣, 𝑤)= [(𝜆+2𝜇)𝑣′, 𝑤′]+𝛼2[𝜇𝑣,𝑤],

𝑏1(𝑣, 𝑤)=𝛼[𝜇𝑣,𝑤′]−𝛼[𝜆𝑣′, 𝑤], 𝑏2(𝑣, 𝑤)=𝛼[𝜇𝑣′, 𝑤]−𝛼[𝜆𝑣,𝑤′],

𝑠3(𝑣, 𝑤)= |𝛼|𝑆3𝑣(0)𝑤(0), 𝑠4(𝑣, 𝑤)=𝛼𝑆4𝑣(0)𝑤(0), 𝑙2(𝑤)=−𝑝(𝛼)𝑤(ℎ),

где [·, ·] — стандартное скалярное произведение в пространстве 𝐿2(0, ℎ).
Лемма 2. Для любого фиксированного 𝛼∈R, 𝛼 ̸=0, при выполнении условий (3) и (24)

билинейные формы 𝑎1(·, ·) и 𝑎2(·, ·) являются непрерывными и положительно определёнными
на 𝑈.

Доказательство. Симметричность билинейных форм очевидна, непрерывность неслож-
но показать, используя условие (24), а коэрцитивность — неравенства (3).

Лемма 3. Для любого фиксированного 𝛼∈R при выполнении условий (24) билинейные
формы 𝑏1(·, ·) и 𝑏2(·, ·) являются непрерывными на 𝑈.

Доказательство. Непрерывность билинейных форм можно показать, используя усло-
вие (24), неравенство Коши–Буняковского и неравенство 𝑟𝑠⩽ (𝑟2+𝑠2)/2, 𝑟, 𝑠∈R.

Лемма 4. Если существует преобразование Фурье (17), то линейная форма 𝑙2(·) непре-
рывна на 𝑈.

Доказательство следует из теоремы вложения Соболева (𝑊 1
2 (0, ℎ) →˓𝐶[0, ℎ]) [12, § 9].

Лемма 5. Для любого фиксированного 𝛼 ∈R при выполнении условий (3) билинейные
формы 𝑠3(·, ·) и 𝑠4(·, ·) являются симметричными и непрерывными на 𝑈.

Доказательство. Симметричность билинейных форм очевидна, а непрерывность сле-
дует из теоремы вложения Соболева (𝑊 1

2 (0, ℎ) →˓𝐶[0, ℎ]).
Лемма 6. Для любого фиксированного 𝛼 ∈R при выполнении условий (3) билинейная

форма 𝑠3(·, ·) является неотрицательно определённой на 𝑈.
Доказательство следует из выполнения условий (3) и (21).
Рассмотрим далее вариационную задачу: для фиксированного 𝛼∈R, 𝛼 ̸=0, найти вектор-

функцию 𝑣=(𝑣1, 𝑣2)∈𝑈, удовлетворяющую системе вариационных уравнений

𝑎1(𝑣1, 𝑤1)−𝑏1(𝑣2, 𝑤1)+𝑠3(𝑣1, 𝑤1)+𝑠4(𝑣2, 𝑤1)= 0 для любого 𝑤1 ∈𝑈,

𝑎2(𝑣2, 𝑤2)−𝑏2(𝑣1, 𝑤2)+𝑠3(𝑣2, 𝑤2)+𝑠4(𝑣1, 𝑤2)− 𝑙2(𝑤2)= 0 для любого 𝑤2 ∈𝑈. (25)

Теорема 2. Классическое решение (𝑣1, 𝑣2) краевой задачи (16), (18), (22) является ре-
шением вариационной задачи (25).

Доказательство. Пусть 𝑤1 и 𝑤2 — две произвольные функции из пространства 𝑈. Умно-
жим уравнения (16), соответственно, на 𝑤1 и 𝑤2 и далее проинтегрируем по отрезку [0, ℎ]:

−
ℎˆ

0

(𝜇𝑣′1)
′𝑤1 𝑑𝑥2+𝛼

ℎˆ

0

(𝜇𝑣2)
′𝑤1 𝑑𝑥2+𝛼

ℎˆ

0

𝜆𝑣′2𝑤1 𝑑𝑥2+𝛼
2

ℎˆ

0

(𝜆+2𝜇)𝑣1𝑤1 𝑑𝑥2=0,

−
ℎˆ

0

((𝜆+2𝜇)𝑣′2)
′𝑤2 𝑑𝑥2−𝛼

ℎˆ

0

(𝜆𝑣1)
′𝑤2 𝑑𝑥2−𝛼

ℎˆ

0

𝜇𝑣′1𝑤2 𝑑𝑥2+𝛼
2

ℎˆ

0

𝜇𝑣2𝑤2 𝑑𝑥2=0.

Первые два интеграла в каждом из полученных уравнений возьмём по частям:

ℎˆ

0

𝜇𝑣′1𝑤
′
1 𝑑𝑥2−𝛼

ℎˆ

0

𝜇𝑣2𝑤
′
1 𝑑𝑥2+𝛼

ℎˆ

0

𝜆𝑣′2𝑤1 𝑑𝑥2+𝛼
2

ℎˆ

0

(𝜆+2𝜇)𝑣1𝑤1 𝑑𝑥2+
[︀
(−𝜇𝑣′1+𝛼𝜇𝑣2)𝑤1

]︀⃒⃒ℎ
0
=0,
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ℎˆ

0

(𝜆+2𝜇)𝑣′2𝑤
′
2 𝑑𝑥2+𝛼

ℎˆ

0

𝜆𝑣1𝑤
′
2 𝑑𝑥2−𝛼

ℎˆ

0

𝜇𝑣′1𝑤2 𝑑𝑥2+𝛼
2

ℎˆ

0

𝜇𝑣2𝑤2 𝑑𝑥2−
[︀
((𝜆+2𝜇)𝑣′2+𝛼𝜆𝑣1)𝑤2

]︀⃒⃒ℎ
0
=0,

откуда с учётом краевых условий (18) и (22) получим вариационные уравнения (25). Теорема
доказана.

Определение 2. Решение вариационной задачи (25) называют обобщённым решением
краевой задачи (16), (18), (22).

Используя известные приёмы [13, § 2.14], можно показать, что справедлива
Теорема 3. Решение вариационной задачи (25), если оно существует и обладает вторы-

ми производными (хотя бы обобщёнными), удовлетворяет (почти всюду) уравнениям (16)
и краевым условиям (18), (22).

Образуем на 𝑈 билинейные и линейную формы

𝑎(𝑣,𝑤)= 𝑎1(𝑣1, 𝑤1)+𝑎2(𝑣2, 𝑤2), 𝑏(𝑣,𝑤)= 𝑏1(𝑣2, 𝑤1)+𝑏2(𝑣1, 𝑤2),

𝑠(𝑣,𝑤)= 𝑠3(𝑣1, 𝑤1)+𝑠3(𝑣2, 𝑤2)+𝑠4(𝑣1, 𝑤2)+𝑠4(𝑣2, 𝑤1), 𝑙(𝑤)= 𝑙2(𝑤2).

Используя леммы 2–4, несложно показать, что имеют место следующие утверждения.
Лемма 7. Для любого фиксированного 𝛼∈R, 𝛼 ̸=0, при выполнении условий (3) и (24)

билинейная форма 𝑎(·, ·) является непрерывной и положительно определённой на 𝑈.
Лемма 8. Для любого фиксированного 𝛼∈R при выполнении условий (24) билинейная

форма 𝑏(·, ·) является непрерывной на 𝑈.
Лемма 9. Если существует преобразование Фурье (17), то линейная форма 𝑙(·) непре-

рывна на 𝑈.
Кроме того, справедлива
Лемма 10. Для любого фиксированного 𝛼∈R при выполнении условий (3) билинейная

форма 𝑠(·, ·) является непрерывной симметричной и неотрицательно определённой на 𝑈.
Доказательство. Непрерывность и симметричность билинейной формы следуют из лем-

мы 5, а неотрицательную определённость можно показать, используя условия (3) и нера-
венства

0<𝑆34=2𝑆4/𝑆3=2𝜇0/(𝜆0+2𝜇0)< 1. (26)

Лемма доказана.
Введём на 𝑈 билинейную форму

𝑘(𝑣,𝑤)= 𝑎(𝑣,𝑤)−𝑏(𝑣,𝑤)+𝑠(𝑣,𝑤) (27)

и рассмотрим вариационную задачу: для фиксированного 𝛼∈R, 𝛼 ̸=0, найти вектор-функцию
𝑣 ∈𝑈, удовлетворяющую вариационному уравнению

𝑘(𝑣,𝑤)− 𝑙(𝑤)= 0 для любого 𝑤∈𝑈 . (28)

Лемма 11. Вариационное уравнение (28) эквивалентно системе уравнений (25).
Доказательство. Путь 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) — решение системы уравнений (25). Сложив эти

уравнения, получим с учётом (27) вариационное уравнение (28). Обратно, выбирая в (28)
𝑤=(𝑤1, 0), получаем первое уравнение (25), а выбирая 𝑤=(0, 𝑤2) — второе уравнение (25).
Лемма доказана.

Разрешимость вариационной задачи (28) зависит от свойств билинейной формы 𝑘(·, ·).
Покажем, что она является непрерывной и положительно определённой на 𝑈.
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Из лемм 7–10 следует
Лемма 12. Для любого фиксированного 𝛼∈R, 𝛼 ̸=0, при выполнении условий (24) би-

линейная форма 𝑘(·, ·) является непрерывной на 𝑈.
Непосредственно проверяется, что справедлива
Лемма 13. Билинейная форма 𝑘(·, ·) является симметричной на 𝑈.
Для доказательства коэрцитивности билинейной формы 𝑘(·, ·) на 𝑈 потребуется ряд вспо-

могательных утверждений. Введём гильбертово пространство вектор-функций 𝑌 =[𝐿2(0, ℎ)]
4,

оснащённое скалярным произведением

(𝑦̂, 𝑦̌)𝑌 = [𝑦1, 𝑦1]+[𝑦2, 𝑦2]+[𝑦3, 𝑦3]+[𝑦4, 𝑦4], 𝑦̂=(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4), 𝑦̌=(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4)∈𝑌 ,

и определим оператор 𝑗 : 𝑈 →𝑌 такой, что 𝑗𝑧=(𝑧1, 𝑧
′
1, 𝑧2, 𝑧

′
2) для любого 𝑧=(𝑧1, 𝑧2)∈𝑈.

Зададим на 𝑌 билинейную форму

𝑑(𝑦̂, 𝑦̌)= (𝐷𝑦̂, 𝑦̌)𝑌 , (29)

где квадратная симметричная матрица-функция четвёртого порядка

𝐷(𝑥2, 𝛼)=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝛼2(𝜆(𝑥2)+2𝜇(𝑥2)) 0 0 𝛼𝜆(𝑥2)

0 𝜇(𝑥2) −𝛼𝜇(𝑥2) 0

0 −𝛼𝜇(𝑥2) 𝛼2𝜇(𝑥2) 0

𝛼𝜆(𝑥2) 0 0 𝜆(𝑥2)+2𝜇(𝑥2)

⎤⎥⎥⎥⎦.
Непосредственно проверяется, что справедлива
Лемма 14. Для любых 𝑧̂, 𝑧̌ ∈𝑈 выполняется равенство

𝑑(𝑗𝑧̂, 𝑗𝑧̌)= 𝑎(𝑧̂, 𝑧̌)−𝑏(𝑧̂, 𝑧̌). (30)

Матрицу-функцию 𝐷(𝑥2, 𝛼) при фиксированных значениях 𝑥2 и 𝛼 можно рассматривать
как квадратную симметричную матрицу четвёртого порядка с постоянными коэффициен-
тами. Современные системы компьютерной алгебры позволяют аналитически вычислить её
собственные значения и соответствующие им собственные векторы. В данной работе с по-
мощью системы SageMath установлено, что справедлива

Лемма 15. При выполнении условий (3) и (24) матрица 𝐷(𝑥2, 𝛼) для любого 𝛼 ∈ R,
𝛼 ̸=0, почти всюду на [0, ℎ] имеет четыре вещественных собственных значения:

𝜔1=0, 𝜔2=
[︀
(1+𝛼2)(𝜆+2𝜇)−𝜅

]︀
/2, 𝜔3=𝜇(1+𝛼2), 𝜔4=

[︀
(1+𝛼2)(𝜆+2𝜇)+𝜅

]︀
/2,

которым соответствуют ортонормированные собственные векторы

𝑓1=(0, 1, 1/𝛼, 0)/𝛾1, 𝑓2=(1, 0, 0, 𝜃−𝜗)/𝛾2, 𝑓3=(0, 1,−𝛼, 0)/𝛾3, 𝑓4=(1, 0, 0, 𝜃+𝜗)/𝛾4,

где
𝜅=

[︀
(1−𝛼2)2(𝜆+2𝜇)2+4𝛼2𝜆2

]︀1/2
, 𝜃=(𝜆+2𝜇)(1−𝛼2)/(2𝛼𝜆), 𝜗=𝜅/(2𝛼𝜆),

𝛾1=(1+𝛼2)1/2/𝛼, 𝛾2=(1+(𝜃−𝜗)2)1/2, 𝛾3=(1+𝛼2)1/2, 𝛾4=(1+(𝜃+𝜗)2)1/2.

Следствие 2. Для любого 𝛼∈R, 𝛼 ̸=0, собственные значения матрицы 𝐷(𝑥2, 𝛼) огра-
ничены почти всюду на [0, ℎ] и удовлетворяют условиям

𝜔4>𝜔3⩾𝜔2>𝜔1=0. (31)
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Введём квадратную матрицу-функцию 𝐹 (𝑥2, 𝛼) четвёртого порядка, столбцами которой
являются вектор-функции 𝑓𝑛(𝑥2, 𝛼), 𝑛=1, 4. При фиксированных значениях 𝑥2 и 𝛼 её можно
рассматривать как квадратную матрицу четвёртого порядка с постоянными коэффициента-
ми. Из известных результатов линейной алгебры [14, гл. 7] следует, что справедлива

Лемма 16. Матрица 𝐹 (𝑥2, 𝛼) для любого 𝛼∈R, 𝛼 ̸=0, почти всюду на [0, ℎ] является
ортогональной, т.е.

𝐹−1=𝐹 𝑇 и ‖𝐹𝑟‖E4 = ‖𝑟‖E4 для любого 𝑟∈E4,

где E4 — евклидово пространство, и имеет место равенство

𝐹 𝑇𝐷𝐹 =diag(𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4).

Следствие 3. Для любого 𝑟∈E4 и 𝑝=𝐹 𝑇𝑟 выполняются равенства

(𝐷𝑟, 𝑟)E4 =
(︀
𝐹 𝑇𝐷𝐹𝑝,𝑝

)︀
E4 =𝜔2𝑝

2
2+𝜔3𝑝

2
3+𝜔4𝑝

2
4. (32)

Лемма 17. Пусть (𝑡1, 𝑡2)∈R2. Тогда для любого 𝜀> 0 из условия

𝑆3𝑡
2
1+2𝑆4𝑡1𝑡2+𝑆3𝑡

2
2<𝜀 (33)

следует, что
𝑡2𝑖 < 2𝜀/𝑆3, 𝑖=1, 2. (34)

Доказательство. Преобразуем условие (33) к виду

𝑡21+𝑆34𝑡1𝑡2+ 𝑡
2
2<𝜀/𝑆3.

Выполнив замену переменных 𝑡1= 𝑟 cos𝜙 и 𝑡2= 𝑟 sin𝜙, получим неравенство

𝑟2(1+𝑆34 sin(2𝜙)/2)<𝜀/𝑆3,

из которого с учётом оценки (26) следует неравенство (34).
Теорема 4. Для любого фиксированного 𝛼∈R, 𝛼 ̸=0, билинейная форма 𝑘(·, ·) является

коэрцитивной на 𝑈, т.е. существует постоянная 𝜚> 0 такая, что

𝑘(𝑧, 𝑧)⩾ 𝜚‖𝑧‖2𝑈 для любого 𝑧 ∈𝑈 .

Доказательство. Пусть 𝑈1= {𝑧 ∈𝑈 : ‖𝑧‖𝑈 =1}, тогда можно положить

𝜚= inf
𝑧∈𝑈1

𝑘(𝑧, 𝑧).

Из соотношений (27), (29), (30) и (32) следует, что для любого 𝑧∈𝑈1 и 𝑞=𝐹 𝑇 𝑗𝑧 имеем

𝑘(𝑧, 𝑧)= [𝜔2𝑞2, 𝑞2]+[𝜔3𝑞3, 𝑞3]+[𝜔4𝑞4, 𝑞4]+𝑠(𝑧, 𝑧).

Из этого равенства, леммы 10 и условий (31) следует, что 𝜚 ⩾ 0. Покажем, что 𝜚 > 0.
Доказательство проведём методом от противного. Пусть 𝜚=0. Тогда, поскольку 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4

ограничены почти всюду на [0, ℎ] (следствие 2), для любого 𝜀>0 существует 𝑧̂=(𝑧1, 𝑧2)∈𝑈1

такой, что выполняются неравенства

𝑠(𝑧̂, 𝑧̂)<𝜀, (35)

[𝑞𝑛, 𝑞𝑛]<𝜀, 𝑛=2, 3, 4, (36)
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где
𝑞2=(𝑧1+(𝜃−𝜗)𝑧′2)/𝛾2, (37)

𝑞3=(𝑧′1−𝛼𝑧2)/𝛾3, (38)

𝑞4=(𝑧1+(𝜃+𝜗)𝑧′2)/𝛾4. (39)

Из неравенства (35) и леммы 17 вытекает оценка

𝑧22(0)< 2𝜀/(|𝛼|𝑆3). (40)

Из равенств (37) и (39) следует, что

𝑧1=
(︀
𝜃(𝛾2𝑞2−𝛾4𝑞4)+𝜗(𝛾2𝑞2+𝛾4𝑞4)

)︀
/(2𝜗), 𝑧′2=−(𝛾2𝑞2−𝛾4𝑞4)/(2𝜗).

Возведём обе части каждого из этих равенств в квадрат и проинтегрируем по отрезку
[0, ℎ]. С помощью неравенств Коши–Буняковского и (36) несложно получить оценки

[𝑧1, 𝑧1]<𝑐1𝜀, [𝑧′2, 𝑧
′
2]<𝑐4𝜀, (41)

где 𝑐1> 0 и 𝑐4> 0 — константы, не зависящие от 𝜀 и 𝑧̂.
Далее используем неравенство Фридрихса [15, гл. 18]

[𝑧2, 𝑧2]⩽ 𝑐3[𝑧
′
2, 𝑧

′
2]+𝑐0𝑧

2
2(0), (42)

где 𝑐3> 0 и 𝑐0> 0 — константы, не зависящие от 𝑧2. Из (42) и (40) следует оценка

[𝑧2, 𝑧2]<𝑐3𝜀, (43)

где 𝑐3= 𝑐3𝑐4+2𝑐0/(|𝛼|𝑆3). Из равенства (38) имеем

𝑧′1= 𝛾3𝑞3+𝛼𝑧2.

Возведём обе части этого равенства в квадрат и проинтегрируем по отрезку [0, ℎ]. С помощью
неравенства Коши–Буняковского и неравенств (36) и (43) получим оценку

[𝑧′1, 𝑧
′
1]<𝑐2𝜀, (44)

где 𝑐2> 0 — константа, не зависящая от 𝜀 и 𝑧̂.
В результате из (41), (43) и (44) следует, что

‖𝑧̂‖2𝑈 <𝑐𝜀, (45)

где 𝑐= 𝑐1+𝑐2+𝑐3+𝑐4>0 — константа, не зависящая от 𝜀 и 𝑧̂. Выбрав в (45) 𝜀<1/𝑐, получим
неравенство ‖𝑧̂‖𝑈 < 1, противоречащее условию 𝑧̂ ∈𝑈1. Теорема доказана.

Поскольку билинейная форма 𝑘(·, ·) является непрерывной и положительно определённой
на 𝑈, а линейная форма 𝑙(·) — непрерывной на 𝑈, то из известных результатов (см. [16,
гл. 2]) следует

Теорема 5. Решение вариационной задачи (28) существует и единственно.
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4. КОНЕЧНОМЕРНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ

Для аппроксимации вариационной задачи (28) применим метод конечных элементов. Про-
странство 𝑈 аппроксимируем конечномерным подпространством 𝑈* ⊂𝑈 кусочно-линейных
функций. Разобьём отрезок [0, ℎ] на 𝑀 −1 двухузловых конечных элементов первого по-
рядка и применим стандартную процедуру метода Бубнова–Галёркина к вариационному
уравнению (28). В результате получим СЛАУ

𝐾𝑉 =𝐿, (46)

где

𝐾 =𝐴𝑠−𝐵𝑠, 𝐴𝑠=𝐴+𝑆𝑎, 𝐵𝑠=𝐵−𝑆𝑏, 𝐴=

[︂
𝐴1 0
0 𝐴2

]︂
, 𝐵=

[︂
0 𝐵1

𝐵2 0

]︂
,

𝑆𝑎=

[︂
𝑆3 0
0 𝑆3

]︂
, 𝑆𝑏=

[︂
0 𝑆4

𝑆4 0

]︂
, 𝐿=

[︂
0
𝐿2

]︂
, 𝑉 =

[︂
𝑉1

𝑉2

]︂
; (47)

𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, 𝑆3, 𝑆4 — квадратные матрицы порядка 𝑀, полученные в результате
аппроксимации билинейных форм 𝑎1(·, ·), 𝑎2(·, ·), 𝑏1(·, ·), 𝑏2(·, ·), 𝑠3(·, ·) и 𝑠4(·, ·) соответственно;
𝐿2∈R𝑀 — вектор, полученный в результате аппроксимации линейной формы 𝑙2(·); 𝑉 ∈R2𝑀 —
вектор узловых значений искомой вектор-функции 𝑣=(𝑣1, 𝑣2)∈𝑈.

Лемма 18. Матрицы 𝐴1, 𝐴2, 𝐴, 𝐴𝑠 и 𝐾 являются симметричными и положительно
определёнными, а матрица 𝑆3 — симметричной и неотрицательно определённой.

Доказательство. Поскольку 𝑈*⊂𝑈, то справедливость леммы следует из положитель-
ной определённости билинейных форм 𝑎1(·, ·), 𝑎2(·, ·), 𝑎(·, ·), 𝑘(·, ·) и неотрицательной опре-
делённости билинейной формы 𝑠3(·, ·). Лемма доказана.

Для вычисления элементов матриц 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1 и 𝐵2 применяются квадратурные фор-
мулы. Тип используемых формул определяется конкретным законом изменения упругих
свойств (функций 𝜆(𝑥2) и 𝜇(𝑥2)) по толщине полосы. При наличии у функций 𝜆(𝑥2) и 𝜇(𝑥2)
разрывов первого рода, а именно такие разрывы могут быть у модулей упругости реальных
слоистых тел, сетку конечных элементов следует адаптировать так, чтобы точки разрывов
совпадали с узлами сетки. Такой подход позволяет применять при вычислении элементов
указанных выше матриц квадратурные формулы для непрерывных функций.

Несложно показать, что при использовании двухузловых конечных элементов первого
порядка матрицы 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1 и 𝐵2 являются трёхдиагональными и, кроме того, 𝐵1=𝐵𝑇

2 .
Матрицы 𝑆3 и 𝑆4 имеют всего по одному ненулевому элементу, расположенному на главной
диагонали в строке, номер которой совпадает с номером узла конечно-элементной сетки,
расположенного в точке 𝑥2=0. Оба эти элемента имеют положительные значения.

5. ПРЕДОБУСЛОВЛЕННЫЙ МЕТОД СОПРЯЖЁННЫХ ГРАДИЕНТОВ

Аналогично [5] для решения СЛАУ (46) можно использовать линейный одношаговый
нестационарный итерационный метод. В [5] предложен эвристический алгоритм выбора по-
следовательности параметров этого метода, обеспечивающий его практическую сходимость,
однако теоретическое доказательство сходимости отсутствует. В настоящей работе для ре-
шения СЛАУ (46) с симметричной и положительно определённой матрицей 𝐾 применяется
предобусловленный МСГ. В качестве предобуславливателя слева используется матрица 𝐴−1

𝑠 .
Отметим, что произведение 𝐴−1

𝑠 𝐾 самосопряжённо по отношению к скалярному произве-
дению, задаваемому матрицей 𝐴𝑠:

(𝑉 ,𝑊 )𝐴𝑠 ≡ (𝐴𝑠𝑉 ,𝑊 )= (𝑉 ,𝐴𝑠𝑊 ).
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Из соотношений (47) следует, что 𝐴−1
𝑠 𝐾=𝐼−𝐴−1

𝑠 𝐵𝑠, а вычисление матрично-векторных
произведений 𝑊 =𝐴−1

𝑠 𝑉 сводится к решению двух независимых СЛАУ:

𝐴𝑠
1𝑊1=𝑉1, 𝐴𝑠

2𝑊2=𝑉2, (48)

где 𝐴𝑠
1=𝐴1+𝑆3, 𝐴𝑠

2=𝐴2+𝑆3. Поскольку матрицы 𝐴𝑠
1 и 𝐴𝑠

2 являются трёхдиагональными,
то для численного решения СЛАУ (48) применяется метод прогонки. Несложно показать,
что в случае 𝛼 ̸=0 обе матрицы 𝐴𝑠

1 и 𝐴𝑠
2 имеют диагональное преобладание. Следовательно,

алгоритм метода прогонки является корректным и устойчивым [17, гл. II].
Пусть 𝑉𝑖, 𝑖=0, 1, . . ., — приближённое решение СЛАУ (46). Обозначим через 𝑅𝑖=𝐿−𝐾𝑉𝑖

невязку исходной системы, а через 𝑄𝑖 = 𝐴−1
𝑠 𝑅𝑖 — невязку предобусловленной системы.

Итерационный процесс МСГ для предобусловленной системы определяется как [18, гл. 9]

𝑉𝑖+1=𝑉𝑖+𝛼𝑖𝑃𝑖, 𝑃𝑖+1=𝑄𝑖+1+𝛽𝑖𝑃𝑖,

где 𝑃𝑖 — вектор, задающий направление движения из точки 𝑉𝑖, 𝑃0 =𝑄0; 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 — число-
вые множители, определяемые, соответственно, из условий попарной ортогональности векто-
ров 𝑄𝑖 и сопряжённости векторов 𝑃𝑖. Использовав далее стандартную схему преобразований
МСГ, получим следующие расчетные формулы:

𝑌𝑖=(𝐼−𝐴−1
𝑠 𝐵𝑠)𝑃𝑖, 𝛼𝑖=(𝑅𝑖,𝑄𝑖)/(𝑅𝑖,𝑌𝑖), 𝑉𝑖+1=𝑉𝑖+𝛼𝑖𝑃𝑖, 𝑄𝑖+1=𝑄𝑖−𝛼𝑖𝑌𝑖,

𝑅𝑖+1=𝐴𝑠𝑄𝑖+1, 𝛽𝑖=(𝑅𝑖+1,𝑄𝑖+1)/(𝑅𝑖,𝑄𝑖), 𝑃𝑖+1=𝑄𝑖+1+𝛽𝑖𝑃𝑖. (49)

Отметим, что приведённая выше формула для вычисления 𝛼𝑖 отличается от известной
формулы [18, с. 3] из-за учёта структуры матриц 𝐴𝑠 и 𝐾, определяемых соотношениями (47).

В качестве условия остановки итерационного процесса используется одно из следующих
условий:

‖𝑉𝑖−𝑉𝑖−1‖<𝜀1‖𝑉𝑖‖, (50)

‖𝑅𝑖+1‖<𝜀2,

где 𝜀1, 𝜀2 — параметры, определяющие погрешность приближённого решения; ‖·‖ — одна из
гёльдеровских норм: ‖ ·‖1, ‖ ·‖2 или ‖ ·‖∞. Учитывая немонотонную сходимость алгоритма
МСГ, целесообразно требовать выполнения условия (50) на нескольких последовательных
итерациях.

Сходимость итерационного процесса (49) следует из общих результатов относительно
сходимости предобусловленного МСГ [18, гл. 9] и свойств симметричности и положительной
определённости матриц 𝐴𝑠 и 𝐾.

6. ВЕРИФИКАЦИЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО АЛГОРИТМА

Разработанный алгоритм вычисления передаточной функции реализован на алгоритми-
ческом языке FORTRAN 2008 в виде пакета модулей. При верификации вычислительного
алгоритма и программного обеспечения в качестве тестовых выбирались краевые задачи для
однородной изотропной упругой полуплоскости с упругим покрытием одного из следующих
типов:

— однородная изотропная полоса;
— непрерывно-неоднородная полоса, параметры Ламе материала которой являются экс-

поненциальными функциями: 𝜆(𝑥2) = 𝜆𝑐 exp{𝜗𝑥2} и 𝜇(𝑥2) = 𝜇𝑐 exp{𝜗𝑥2}, где 𝜆𝑐, 𝜇𝑐 и 𝜗 —
константы;

— кусочно-однородная полоса с полностью сцепленными слоями.
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В работе [19] показано, что решение краевой задачи для системы уравнений (16) с кра-
евыми условиями (18) вблизи точки 𝑥2 = ℎ представляет собой решение типа погранслоя.
Поэтому при решении задачи использовались адаптивные конечно-элементные сетки, для
построения которых применялся алгоритм, предложенный в [5]. Задавались количество узлов
сетки 𝑀 и размер 𝑙(𝛼) наименьшего конечного элемента, одним из узлов которого является
точка 𝑥2=ℎ. Размеры остальных элементов вычислялись таким образом, чтобы образовывать
геометрическую прогрессию по мере удаления элементов от точки 𝑥2=ℎ. С учётом резуль-
татов работы [19] для повышения точности решения полагалось 𝑙(𝛼)=10−5𝑠, где 𝑠=2𝜋/𝛼 —
длина волны, соответствующая волновому числу 𝛼. При решении тестовых задач количество
узлов сетки выбиралось равным 𝑀 = 501. Вычисления проводились с двойной точностью
до выполнения условия (50) с нормой ‖·‖2 и параметром 𝜀1=10−8.

В качестве примера на рисунке приведены результаты расчётов для полуплоскости с
покрытием первого типа (однородная полоса) для различных значений отношения модулей
Юнга полуплоскости 𝐸0 и полосы 𝐸1, и для безразмерных величин 𝐺̂=𝛼𝐺(𝛼)/𝐸*, 𝛼̂=𝛼ℎ, где
𝐸*=2(1−𝜈21)/𝐸1. Коэффициенты Пуассона полагались равными 𝜈0= 𝜈1=0.3. Кривая 4 со-
ответствует аналитическому решению [20, § 11] для однородной изотропной упругой полосы,
сцепленной с недеформируемым основанием (𝐸0/𝐸1=∞):

𝐺(𝛼)=
𝐸*𝐶22(𝛼ℎ)

𝛼𝐶0(𝛼ℎ)
,

где 𝐶22(𝑡)= 2𝜅 sh(2𝑡)−4𝑡, 𝐶0(𝑡)= 2𝜅 ch(2𝑡)+𝜅2+1+4𝑡2, 𝜅=3−4𝜈1.

Рисунок. Результаты расчётов для полуплоскости с покрытием первого типа:
1 — 𝐸0/𝐸1 =2; 2 — 𝐸0/𝐸1 =5; 3 — 𝐸0/𝐸1 =25; 4 — 𝐸0/𝐸1 =∞

Для случая 𝐸0 =𝐸1 (полуплоскость с покрытием из того же материала) известно ана-
литическое выражение для передаточной функции [10, § 6.5]

𝐺(𝛼)=𝐸*/|𝛼|. (51)

Сравнение аналитического (51) и полученного численного решений показало, что последнее
содержит шесть верных значащих цифр.

Отметим, что выражение (51) совпадает с главным членом асимптотического разложения
передаточной функции ОПС при 𝛼→∞ для упругой полосы, сцепленной с недеформируемым
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основанием, а два последующих члена этого разложения для однородной полосы равны
нулю [19]. Относительное расхождение численных решений для 𝐸0/𝐸1=2, 5 и 25 (см. кривые
1–3 на рисунке) с асимптотическим разложением (51) для 𝛼ℎ=5 составило, соответственно,
0.12%, 0.22% и 0.31%.

Проведена также оценка вычислительной эффективности разработанного алгоритма ре-
шения СЛАУ (46). В таблице приведены усреднённые данные о количествах итераций и
оценки числа операций итерационных процессов для трёх алгоритмов — алгоритма 1 из [5],
предложенного в данной работе алгоритма 2 и стандартного алгоритма МСГ без предобу-
славливания (алгоритм 3). С учётом структуры матриц 𝐴𝑠 и 𝐵𝑠 общее количество операций
(умножения и сложения) на одной итерации алгоритма 1 оценивается как 26𝑀 , алгорит-
ма 2 — как 41𝑀 , а алгоритма 3 — как 32𝑀 . Усреднение выполнялось для конечно-элементных
сеток с одинаковым количеством узлов 𝑀 по всем проведённым расчётам для 100 значений
параметра 𝛼 преобразования Фурье и указанных выше типов упругих покрытий. В качестве
начального приближения решения использовался нулевой вектор.

Таблица. Количество итераций и оценка числа операций для трёх алгоритмов

Число Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3
узлов Количество Число Количество Число Количество Число

сетки 𝑀 итераций операций итераций операций итераций операций

501 38 988𝑀 23 943𝑀 2499 79 968𝑀

1001 38 988𝑀 23 943𝑀 4173 133 536𝑀

2001 38 988𝑀 23 943𝑀 7164 229 248𝑀

Из приведённых в таблице данных следует, что минимальное количество итераций требу-
ется для алгоритма 2, однако общее количество операций для алгоритмов 1 и 2 практически
совпадает. Применение при решении рассматриваемой задачи предобуславливающей матри-
цы 𝐴−1

𝑠 позволяет существенно уменьшить количество итераций. Кроме того, при исполь-
зовании предобуславливания количество итераций оставалось неизменным при изменении
числа конечных элементов в диапазоне 102–105, тогда как для алгоритма без предобу-
славливания количество итераций увеличивалось почти пропорционально числу конечных
элементов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Использование вариационной формулировки краевой задачи для трасформант переме-
щений позволило разработать эффективный алгоритм вычисления передаточной функции
оператора Пуанкаре–Стеклова, отображающего на части границы стратифицированной упру-
гой полосы, полностью сцепленной с однородной изотропной упругой полуплоскостью, нор-
мальные напряжения в нормальные перемещения. Разработанный вычислительный алгоритм
может быть применён и в более общем случае — при наличии на части границы полосы
касательных напряжений, изменится лишь вид линейной формы 𝑙(𝑤).

Отметим также, что предложенный подход к вычислению передаточной функции мо-
жет быть обобщён на случай, когда на границе раздела полуплоскости и полосы заданы
граничные условия скользящей заделки.
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CONSTRUCTION OF THE TRANSFER FUNCTION OF THE POINCARÉ–STEKLOV
OPERATOR FOR A COATED ELASTIC HALF-PLANE
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For a homogeneous isotropic elastic half-plane with a stratified elastic coating we consider the Poincaré–
Steklov operator that maps normal stresses into normal displacements on part of the boundary. To
construct the transfer function of this operator, the variational formulation of the boundary value
problem for transforms of displacements is used. A definition is given and the existence and uniqueness
are proved for a generalized solution of the variational problem. This problem is approximated by
the finite element method. To numerically solve the resulting system of linear algebraic equations,
the preconditioned conjugate gradient method is used. The developed computational algorithm was
verified.

Keywords: Poincaré–Steklov operator, transfer function, elastic half-plane, stratified coating
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