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многочисленные примеры, охватывающие, в частности, дифференциальные уравнения
Ито дробного порядка с последействием и без него, уравнения с дробными винеровскими
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ВВЕДЕНИЕ

В статье рассматривается следующее стохастическое уравнение типа Гаммерштейна с
сингулярными и несингулярными ядрами и нелинейными вольтерровыми операторами:

𝑥(𝑡)=𝜅(𝑡)+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑡ˆ

0

𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)(𝐹𝑖𝑥)(𝑠) 𝑑𝑠+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑡ˆ

0

𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)(𝐺𝑖𝑗𝑥)(𝑠) 𝑑𝐵𝑖(𝑠), (1)

где 𝑥(𝑡), 𝜅(𝑡) — случайные 𝑛-мерные процессы, 𝐵𝑖 — независимые в совокупности скалярные
винеровские процессы, 𝐾𝑖, 𝐾𝑖𝑗 — детерминированные борелевские функции со значениями
в пространстве 𝑛×𝑛-матриц, а 𝐹𝑖 и 𝐺𝑖𝑗 — вольтерровы операторы, обеспечивающие зави-
симость решений уравнений от предыстории. Здесь первый интеграл является интегралом
Лебега, а второй — интегралом Ито. В большинстве формулировок уравнение (1) предпола-
гается заданным на конечном интервале [0, 𝑇 ], но на самом деле все результаты, согласно
следствию 1, верны и для полуоси 𝑡⩾ 0. Точные условия на коэффициенты уравнения (1)
будут приведены в п. 2.

Нелинейные детерминированные интегральные уравнения типа Гаммерштейна имеют дол-
гую историю. Известна большая роль этих уравнений в классических задачах физики и
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техники. В связи с расширением сферы приложений интегральных уравнений, в частности,
к задачам биологии и математической экономики, различные обобщения уравнений Гам-
мерштейна становятся всё более популярными в литературе. Ниже приведён краткий обзор
стохастических вариантов таких уравнений, а также их приложений. Именно этому типу
уравнений Гаммерштейна в первую очередь и посвящена настоящая статья.

A. Модели с дробными производными и стохастическими возмущениями. Дифференци-
альные уравнения дробного порядка находят множество применений в современных областях
теоретической физики, механики и прикладной математики. Это связано, в частности, с тем,
что дробное математическое исчисление является основным инструментом для описания
физических систем, которые обладают памятью и нелокальностью, из-за чего дифференци-
альные модели дробного порядка и стали популярными в приложениях. Невозможно дать
полный обзор имеющейся литературы на эту тему, поэтому мы ограничимся упоминани-
ем монографии [1]. С другой стороны, стохастические дифференциальные уравнения также
описывают реальные и практически важные процессы, изучаемые современной физикой, био-
логией, иммунологией, экономикой, кибернетикой и т.д., поэтому многие авторы включают
в уравнения дробного порядка стохастические возмущения (см., например, [2]).

Основная схема выглядит следующим образом: если детерминированное уравнение

(𝐶𝐷𝛼
0+𝑥)(𝑡)= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) (𝛼> 0)

с дробной производной Капуто в его левой части подвергнуть стохастическому возмущению
с помощью белого шума 𝐵̇(𝑡), то получится формально записанное уравнение вида

(𝐶𝐷𝛼
0+𝑥)(𝑡)= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))+𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡))𝐵̇(𝑡)

или
𝑑𝛼𝑥(𝑡)= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑡+𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝐵(𝑡), (2)

где 𝑑𝛼 — дробный дифференциал Капуто. При этом переход от (2) к корректно определён-
ному интегральному уравнению (1) основан на формуле дробного интегрирования [1]

(𝐶𝐷𝛼
0+𝑥)(𝑡)= 𝑓(𝑡) ⇒ 𝑥(𝑡)=

𝑙−1∑︁
𝑘=0

𝑥(𝑘)(0)𝑡𝑘

𝑘!
+

1

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠) 𝑑𝑠,

где Γ(𝛼)=
´∞
0 𝑠𝛼−1𝑒−𝑠 𝑑𝑠 — гамма-функция, а 𝑙=𝛼, если 𝛼∈N, и 𝑙= [𝛼]+1, если 𝛼 /∈N. Эта

формула даёт возможность перейти от дифференциальной формы (2) к интегральной

𝑥(𝑡)=
𝑙−1∑︁
𝑘=0

𝑥(𝑘)(0)𝑡𝑘

𝑘!
+

1

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠+
1

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝐵(𝑠),

и тогда под решением уравнения (2) понимается случайный процесс 𝑥(𝑡), удовлетворяющий
этому интегральному уравнению [2].

Производную Капуто можно заменить на производную Римана–Лиувилля [1] или Жю-
мари [3], что влияет только на вид функции 𝜅 в соответствующем уравнении (1).

B. Mодели, включающие дробные (фракционные) винеровские процессы. Этот популярный
класс моделей получил развитие в первую очередь в связи с их применениями в финансо-
вой математике (см., например, монографию [4], а также обширную библиографию в ней).
Примером может служить уравнение вида

𝑑𝑥(𝑡)= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑡+𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝐵𝛽(𝑡), (3)
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где 𝐵𝛽 — дробный винеровский процесс с параметром Хёрста 𝛽 (0.5<𝛽< 1). Заметим, что
без ограничения общности можно считать 𝐵𝛽 записанным в форме Римана–Лиувилля, так
как эта форма отличается от стандартной на прогрессивно измеримый случайный процесс с
абсолютно непрерывными траекториями (см., например, [5]), поэтому его можно включить в
первое слагаемое в правой части уравнения (3). Это замечание позволяет записать уравнение
(3) в виде интегрального уравнения (1), используя известную формулу [4]

𝑡ˆ

0

𝜉(𝑡) 𝑑𝐵𝛽(𝑡)=
1

Γ(𝛽+1/2)

𝑡ˆ

0

𝜉(𝑠)(𝑡−𝑠)𝛽−1/2 𝑑𝐵(𝑡).

Тогда уравнение (3) в интегральном виде будет следующим:

𝑥(𝑡)=𝑥(0)+

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠+
1

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝐵(𝑠),

где 𝛼= 𝛽+1/2. Под решением уравнения (3) понимается случайный процесс 𝑥(𝑡), удовле-
творяющий этому интегральному уравнению, как предложено, например, в работе [6] и во
многих других, чтобы избежать технических трудностей, связанных с интегрированием по
дробному винеровскому процессу [4].

C. Стохастические модели с несколькими шкалами времени. Модели вида

𝑑𝑥(𝑡)=
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥(𝑡))(𝑑𝑡)
𝛼𝑖 +𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝐵(𝑡) (0<𝛼𝑖< 1) (4)

были впервые рассмотрены в статье [7]. Здесь (𝑑𝑡)𝛼𝑖 — дифференциалы типа Жюмари,
определяющие независимые шкалы времени 𝑇𝑖(𝑡)= 𝑡

𝛼𝑖 (см. их описание, например, в работе
[3]). Переход от (4) к интегральному уравнению (1) основан на формуле [3, 7]

𝑡ˆ

𝑡0

𝜉(𝑡) (𝑑𝑡)𝛼=𝛼

𝑡ˆ

𝑡0

𝜉(𝑠)(𝑡−𝑠)𝛼−1 𝑑𝑡,

что снова даёт частный случай уравнения (1):

𝑥(𝑡)=𝑥(0)+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼1−1𝑓𝑖(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

𝑔(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝐵(𝑠).

Комбинируя модели A–C, можно получить и более общие интегральные уравнения (1) с
сингулярными ядрами 𝐾𝑖, 𝐾𝑖𝑗 вида const(𝑡−𝑠)𝛼−1 (0<𝛼< 1). В дополнение к работе [7]
здесь можно упомянуть публикации [3, 8].

D. Модели, включающие однородные сингулярные ядра. В этом случае в уравнении (1)
предполагается, что 𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)=𝐾𝑖(𝑡−𝑠) и 𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)=𝐾𝑖𝑗(𝑡−𝑠). Уравнения такого типа исполь-
зуются в различных приложениях, например, в теории турбулентности, в моделях энерге-
тических рынков, теории финансовых рынков и т.д. (соответствующие ссылки можно найти
в работах [6, 9]).

E. Модели, включающие обобщённые дробные производные. В статьях [10, 11] предложено
обобщение дробной производной Капуто и начато изучение (детерминированных) диффе-
ренциальных уравнений с такими производными.
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Пусть
(𝐶𝐷𝛼,𝜓

0+ 𝑥)(𝑡)= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) (𝛼> 0), (5)

где

(𝐶𝐷𝛼,𝜓
0+ 𝑥)(𝑡) :=

1

Γ(𝑛−𝛼)

𝑡ˆ

0

𝜓′(𝑠)(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑠))𝑛−𝛼−1

(︂
1

𝜓′(𝑠)

𝑑

𝑑𝑠

)︂𝑛
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠,

𝑙 = 𝛼, если 𝛼 ∈ N, и 𝑙 = [𝛼]+1, если 𝛼 /∈ N, а 𝜓′(𝑡)> 0. Очевидно, что 𝜓(𝑡) = 𝑡 даёт обыч-
ную производную Капуто, но при переходе от (5) к интегральному уравнению вида (1),
основанному на формуле дробного интегрирования [11]

(𝐶𝐷𝛼,𝜓
0+ 𝑥)(𝑡)= 𝑓(𝑡) ⇒ 𝑥(𝑡)=

𝑙−1∑︁
𝑘=0

𝑥(𝑘)(0)(𝜓(𝑡)−𝜓(0))𝑘

𝑘!
+

1

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

0

𝜓′(𝑠)(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑠))𝛼−1𝑓(𝑠) 𝑑𝑠,

получаются неоднородные ядра вида 𝐾(𝑡, 𝑠)=𝜓′(𝑠)(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑠))𝛼−1 (𝛼> 0).
В [11] уравнения такого типа применены к задачам демографического роста.
F. Модели, включающие мультифракционные винеровские процессы. В работе [12] рас-

смотрены дробные винеровские процессы с индексом Хёрста, зависящим от времени, назван-
ные мультифракционными винеровскими процессами. В [13] изучены обыкновенные стоха-
стические уравнения, включающие такие процессы, с целью их дальнейшего применения в
финансовой математике.

Следуя [13], положим
𝑑𝑥(𝑡)= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑡+𝑑𝐵𝜃(𝑡), (6)

где мультифракционный винеровский процесс 𝐵𝜃(𝑡) задан в форме Римана–Лиувилля:

𝐵𝜃(𝑡) := 𝑐(𝜃(𝑡))

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝜃(𝑡)−1/2 𝑑𝐵(𝑠),

𝑐(𝑢) и 𝜃(𝑡) — положительные, измеримые и ограниченные скалярные функции, причём
𝜃(𝑡) имеет значения в замкнутом интервале [𝑐, 𝑑] ⊂ (0, 1). При переходе к интегральному
уравнению получаем

𝑥(𝑡)=𝑥(0)+

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠+𝑐(𝜃(𝑡))

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝜃(𝑠)−1/2 𝑑𝐵(𝑠),

что даёт пример неоднородных сингулярных ядер вида 𝐾(𝑡, 𝑠)= 𝑐(𝜃(𝑡))(𝑡−𝑠)𝜃(𝑡)−1/2.
Отметим, что работы [12, 13] тесно связаны с более ранней публикацией [14], где было

введено понятие дробной производной Капуто переменного порядка. Соответствующие фор-
мулы дифференцирования и интегрирования, предложенные в [14], записываются следующим
образом:

(𝐶𝐷
𝛼(𝑡)
0+ 𝑓)(𝑡)=

1

Γ(1−𝛼(𝑡))
𝑑

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)−𝛼(𝑡)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 и 𝐼
𝛼(𝑡)
0+ 𝑓(𝑡)=

1

Γ(𝛼(𝑡))

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼(𝑡)−1𝑓(𝑠) 𝑑𝑠,

что приводит к детерминированным уравнениям вида

(𝐶𝐷
𝛼(𝑡)
0+ 𝑥)(𝑡)= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) ⇒ 𝑥(𝑡)=𝑥(0)+

1

Γ(𝛼(𝑡))

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼(𝑡)−1𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠 (7)

с неоднородными ядрами 𝐾(𝑡, 𝑠). Уравнения такого типа используются в некоторых физи-
ческих моделях [15].

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 9 2024



СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ 1171

G. Фракционные модели с последействием. Многие математические модели, особенно в
биологии и экономике, требуют учёта эффектов последействия, а следовательно, и соот-
ветствующего математического аппарата, который изложен, например, в монографии [16]
в виде теории функционально-дифференциальных уравнений. Добавление стохастических
возмущений приводит в этом случае к стохастическим функционально-дифференциальным
уравнениям. Развивая эти идеи, мы в данной работе включили последействие в уравне-
ние (1), рассматривая нелинейные вольтерровы операторы 𝐹𝑖 и 𝐺𝑖𝑗 самого общего вида.
Некоторые весьма частные случаи были ранее рассмотрены в работах [2] (стохастические
уравнения с дифференциалом Капуто и общим последействием, т.е. уравнения вида A) и [6]
(уравнения с дробным винеровским процессом и постоянным запаздыванием, т.е. уравнения
вида B). Насколько известно авторам, стохастические уравнения вида C–F, отличные от
обыкновенных дифференциальных уравнений, ранее не изучались.

Отметим новые аспекты статьи.
1. Рассмотрен новый широкий класс стохастических уравнений типа Гаммерштейна с син-

гулярными и несингулярными ядрами и нелинейными вольтерровыми операторами общего
вида, который включает в себя как сравнительно более изученные классы уравнений, напри-
мер, уравнения вида A или B, так и малоизученные классы, такие как уравнения вида C–F.
Kроме того, в этот класс входят многие стохастические уравнения типа Гаммерштейна, не
сводящиеся напрямую к каким-либо дифференциальным уравнениям.

2. Доказана теорема существования и единственности для уравнений этого нового класса,
значительно обобщающая большинство известных результатов для каждого конкретного
класса из списка уравнений A–F. Более подробное описание новизны полученных результатов
и их детальное сравнение с ранее известными приведено в п. 4 (следствия 2–9).

3. Особое внимание в статье уделено уравнениям с последействием. Это продиктовано как
многими актуальными, так и потенциальными приложениями, а также явной недооценённо-
стью теории такого типа фракционных уравнений в литературе. Основной результат статьи
(теорема 1 из п. 3) охватывает последействие самого общего вида, а в следствиях 3 и 4
обсуждаются уравнения с более конкретными видами последействия — неограниченными,
распределёнными и случайными.

4. Подчеркнём, что для доказательства основных результатов нам понадобилась новая
техника, которая ранее не применялась другими авторами. Прежде всего, предложенный
нами метод основан на новом нестандартном условии Липшица, адаптированном к особен-
ностям рассматриваемых уравнений, которые содержат последействие общего вида. Поэтому
в нашем условии Липшица правые части уравнения содержат линейный ограниченный опе-
ратор, тогда как другие авторы при своём анализе частных случаев рассматриваемого нами
общего уравнения обычно использовали стандартное условие Липшица с постоянным коэф-
фициентом, что значительно сужает эффективность анализа даже для случая уравнений без
запаздывания. Действительно, если оператор в нашем условии Липшица тождественный, то
получается обычное условие Липшица не с постоянным, а с переменным коэффициентом,
что позволяет охватить самый общий случай даже линейных уравнений без запаздывания
всех рассматриваемых типов. Далее, применение нестандартного условия Липшица основано
на вольтерровости нелинейных операторов в правой части уравнения, что необходимо для
подходящего разбиения отрезка на части для получения сжимающих операторов на каж-
дом шаге построения решения. При этом важную роль играет выбор пространств решений,
так как известно, что решения фракционных уравнений являются непрерывными только
при дополнительных ограничениях. Кроме того, выбор пространств существенно зависит от
свойств ядер рассматриваемого уравнения Гаммерштейна.
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Отметим также, что в данной работе мы рассматриваем исключительно решения, ре-
ализующиеся на исходном вероятностном пространстве, т.е. сильные решения. В связи с
этим отметим важную публикацию [13], посвящённую вопросам существования (без един-
ственности) слабых решений, т.е. решений, реализующихся на расширенном вероятностном
пространстве, для некоторых частных классов дифференциальных и интегральных уравне-
ний, относящихся к типам A, D и F.

Статья организована следующим образом. В п. 1 приведены основные обозначения и опре-
деления. Некоторые свойства линейных операторов в пространствах прогрессивно измеримых
случайных процессов доказаны в п. 2. В п. 3 доказана основная теорема существования и
единственности, а в п. 4 она применена к конкретным примерам уравнения (1).

1. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

В рамках статьи следующие параметры остаются фиксированными: 𝑛 ∈ N — размер-
ность фазового пространства уравнения, т.е. размер вектора решения уравнения; 𝑚,𝑚𝑖∈N;
𝑖 — индекс, удовлетворяющий условиям 1⩽ 𝑖⩽𝑚; 𝑗 — индекс, удовлетворяющий условиям
1⩽ 𝑗⩽𝑚𝑖; 𝑇 > 0, 𝑝⩾ 2, 𝑞⩾ 1, 𝑞𝑖⩾ 1, 𝑞𝑖𝑗 ⩾ 1, 𝛼𝑖> 0, 𝛼𝑖𝑗 > 1/2 — действительные числа.

Используются также следующие обозначения: R= (−∞,∞), R+ = [0,∞), R− = (−∞, 0);
|.| — фиксированная норма в R𝑛 и ‖.‖ — матричная норма, согласованная с нормой |.|;
𝐼𝐴 — индикатор (характеристическая функция) множества 𝐴; Bor(𝑀) — 𝜎-алгебра всех бо-
релевских подмножеств метрического пространства 𝑀 ; 𝐿𝑛𝑞 — пространство Лебега классов
эквивалентности 𝑛-мерных функций на отрезке [0, 𝑇 ]; ℬ=(Ω,ℱ , (ℱ)𝑡⩾0, 𝑃 ) — стохастический
базис, здесь Ω — множество элементарных событий, ℱ — 𝜎-алгебра событий на Ω, (ℱ)𝑡⩾0 —
непрерывный справа неубывающий поток 𝜎-подалгебр алгебры ℱ , 𝑃 — вероятностная ме-
ра на ℱ , все 𝜎-алгебры являются полными относительно этой меры; 𝐸 — математическое
ожидание, построенное по мере 𝑃 ; 𝐵(𝑡) (𝑡 ∈ R+) — скалярный стандартный винеровский
процесс; 𝐵𝑖(𝑡) (𝑡∈R+) — скалярные стандартные и в совокупности независимые винеров-
ские процессы; 𝑘𝑛𝑝 — линейное пространство 𝑛-мерных ℱ0-измеримых случайных величин 𝜒,
удовлетворяющих условию 𝐸|𝜒|𝑝 <∞ (нормой 𝜒 ∈ 𝑘𝑛𝑝 является величина (|𝜒|𝑝)1/𝑝); 𝒟𝑛

𝑝 —
линейное нормированное пространство всех 𝑛-мерных прогрессивно измеримых случайных
процессов 𝑥(·) на отрезке [0, 𝑇 ], удовлетворяющих условию sup0⩽𝑡⩽𝑇 𝐸|𝑥(𝑡)|𝑝 <∞ (нормой
𝑥∈𝒟𝑛

𝑝 является величина (sup0⩽𝜈⩽𝑇 𝐸|𝑥(𝑡)|𝑝)1/𝑝).
Пусть 𝐽 — отрезок [0, 𝑇 ] или полуось R+. Напомним, что прогрессивно измеримым

(по отношению к стохастическому базису ℬ) называется случайный процесс 𝑥(𝑡, 𝜔) (𝑡∈ 𝐽 ,
𝜔 ∈ Ω), сужение которого на множество [0, 𝑣]×Ω является Bor([0, 𝑣])⊗ℱ𝑣-измеримым для
любого 𝑣 ∈ 𝐽 .

Замечание 1. Строго говоря, пространство 𝒟𝑛
𝑝 становится нормированным после отож-

дествления случайных процессов 𝑥 и 𝑦, для которых sup0⩽𝜈⩽𝑇 𝐸|𝑥(𝑡)−𝑦(𝑡)|𝑝 = 0. Поэтому
все результаты о единственности в настоящей статье следует понимать именно с точки зре-
ния этого отождествления. Кроме того, с формальной точки зрения во всех оценках sup
должен быть заменён на существенный супремум vraisup, но так как в каждом классе эк-
вивалентности всегда найдётся функция, для которой sup=vraisup, то для краткости будем
использовать первое обозначение (sup).

Отметим, что и 𝜎-алгебры ℱ𝑡, и винеровские процессы заданы априори на всей полу-
оси R+. Это связано с тем, что некоторые результаты об уравнении (1) и его частных
случаях формулируются именно для полуоси. Если же условия утверждений приведены
для отрезка [0, 𝑇 ], то достаточно предположения, что ℱ𝑡 и винеровские процессы заданы
на этом отрезке.
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Ниже используется хорошо известное неравенство (см., например, [3])(︂
𝐸

⃒⃒⃒⃒ 𝑡ˆ

0

𝑓(𝑠) 𝑑𝐵(𝑠)

⃒⃒⃒⃒𝑝)︂1/𝑝
⩽ 𝑐𝑝

(︂
𝐸

(︂ 𝑡ˆ

0

|𝑓(𝑠)|2 𝑑𝑠
)︂𝑝/2)︂1/𝑝

, 𝑡∈ [0, 𝑇 ], (8)

где 𝑓(𝑠) — скалярный прогрессивно измеримый процесс с квадратично интегрируемыми на
промежутке [0, 𝑇 ] траекториями, а 𝑐𝑝 — некоторое число, зависящее от 𝑝, но не зависящее
от 𝑓 и 𝑡.

Следующее определение обобщает классическое понятие детерминированного вольтеррова
оператора [16].

Определение 1. Пусть 𝐽 — отрезок [0, 𝑇 ] или полуось R+, а 𝒳 , 𝒴 — два линейных
пространства прогрессивно измеримых случайных процессов на 𝐽 . Оператор 𝒱 : 𝒳 →𝒴 на-
зывается вольтерровым, если для любого момента остановки 𝜏 такого, что 𝜏(𝑡)∈ 𝐽 почти
наверное (п.н.), и для любых случайных процессов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳 из того, что 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡) при
𝑡∈ [0, 𝜏 ] п.н., будет следовать (𝒱𝑥)(𝑡)= (𝒱𝑦)(𝑡) при 𝑡∈ [0, 𝜏 ] п.н.

2. СВОЙСТВА АССОЦИИРОВАННЫХ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Рассмотрим оператор распределённого запаздывания, играющий ключевую роль во мно-
гих приложениях (особенно в биологических и экологических):

(𝐻𝑧)(𝑡)=

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠ℛ(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠). (9)

Лемма 1. Предположим, что функция ℛ удовлетворяет следующим условиям:
1) значения ℛ(𝑡, 𝑠) (0⩽ 𝑠⩽ 𝑡⩽𝑇 ) являются 𝑛′×𝑛-матрицами;
2) ℛ(·, ·) является измеримой по Борелю;
3) sup0⩽𝑡⩽𝑇 Var𝑡0ℛ(𝑡, ·)<∞.
Тогда оператор (9) является линейным ограниченным и вольтерровым оператором, дей-

ствующим из пространства 𝒟𝑛
𝑝 в пространство 𝒟𝑛′

𝑝 .
Доказательство. Достаточно доказать утверждение для случая 𝑛=𝑛′=1, предположив,

что (𝐻𝑧)(𝑡)=
´ 𝑡
0 𝑧(𝑠) 𝑑𝑠ℛ(𝑡, 𝑠), где ℛ(𝑡, 𝑠) — скалярная функция.

Пусть 𝑧 ∈𝒟1
𝑝. Легко видеть, что (𝐻𝑧)(𝑡) является прогрессивно измеримым случайным

процессом на отрезке [0, 𝑇 ]. Далее, положив Var𝑡0[ℛ(𝑡, ·)](𝑠)≡ℛ̄(𝑡, 𝑠), получим

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸

⃒⃒⃒⃒ 𝑡ˆ

0

𝑧(𝑠) 𝑑𝑠ℛ(𝑡, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒𝑝
⩽ sup

0⩽𝑡⩽𝑇

(︂
𝐸

𝑡ˆ

0

|𝑧(𝑠)|𝑝 𝑑𝑠ℛ̄(𝑡, 𝑠)×
(︂ 𝑡ˆ

0

𝑑𝑠ℛ̄(𝑡, 𝑠)

)︂𝑝−1)︂
⩽

⩽ sup
0⩽𝑡⩽𝑇

(︂ 𝑡ˆ

0

𝐸|𝑧(𝑠)|𝑝 𝑑𝑠ℛ̄(𝑡, 𝑠)

)︂
sup

0⩽𝑡⩽𝑇

(︂ 𝑡ˆ

0

𝑑𝑠ℛ̄(𝑡, 𝑠)

)︂𝑝−1

⩽

⩽ sup
0⩽𝑡⩽𝑇

sup
0⩽𝑠⩽𝑡

𝐸|𝑧(𝑠)|𝑝 sup
0⩽𝑡⩽𝑇

(︂ 𝑡ˆ

0

𝑑𝑠ℛ̄(𝑡, 𝑠)

)︂
sup

0⩽𝑡⩽𝑇

(︂ 𝑡ˆ

0

𝑑𝑠ℛ̄(𝑡, 𝑠)

)︂𝑝−1

⩽

⩽ sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸|𝑥(𝑡)|𝑝 sup
0⩽𝑡⩽𝑇

(︂ 𝑡ˆ

0

𝑑𝑠ℛ̄(𝑡, 𝑠)

)︂𝑝
⩽
(︁

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

Var𝑡0ℛ(𝑡, ·)
)︁𝑝

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸|𝑧(𝑡)|𝑝.

Таким образом, 𝐻𝑧 ∈𝒟1
𝑝 и ‖𝐻𝑧‖𝒟1

𝑝
⩽𝐶‖𝑧‖𝒟1

𝑝
, где 𝐶 =sup0⩽𝑡⩽𝑇 Var𝑡0ℛ(𝑡, ·)<∞, что дока-

зывает ограниченность оператора 𝐻 (в силу его очевидной линейности) на пространстве 𝒟1
𝑝.

Вольтерровость оператора 𝐻 очевидна. Лемма доказана.
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Рассмотрим теперь оператор случайного запаздывания (оператор внутренней суперпози-
ции согласно терминологии [16])

(𝐻𝑧)(𝑡)= 𝑧(ℎ(𝑡))𝐼{ℎ(𝑡)⩾0}. (10)

В детерминированных моделях функция ℎ(𝑡)⩽ 𝑡 является неслучайной, но в стохастических
моделях естественно предположить её случайным процессом, что накладывает определён-
ные ограничения на её измеримость: при каждом 𝑡 случайная величина ℎ(𝑡) должна быть
моментом остановки на стохастическом базисе ℬ (см. условие 2 леммы 2).

Лемма 2. Предположим, что ℎ(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], — Bor([0, 𝑇 ])⊗ℱ-измеримая скалярная
функция, удовлетворяющая условиям

1) ℎ(𝑡)⩽ 𝑡 п.н., 𝑡∈ [0, 𝑇 ];

2) ℎ−1(𝐵) ∈ Bor([0, 𝑇 ])⊗ℱ𝑣 для любого 𝑣 ∈ [0, 𝑇 ] и любого борелевского множества
𝐵⊂ (−∞, 𝑣].

Тогда (10) является линейным ограниченным и вольтерровым оператором в простран-
стве 𝒟𝑛

𝑝 .
Доказательство. Достаточно проверить утверждение для 𝑛=1. Пусть 𝑧∈𝒟1

𝑝. Известно,
что (𝐻𝑧)(𝑡) будет прогрессивно измеримым процессом на отрезке [0, 𝑇 ]. Из оценки

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸|𝑥(ℎ(𝑡))𝐼{ℎ(𝑡)⩾0}|𝑝⩽ sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸|𝑥(𝑡)|𝑝

следует, что 𝐻𝑧 ∈𝒟1
𝑝. В силу этой же оценки и линейности оператора 𝐻 он ограничен на

пространстве 𝒟1
𝑝. Вольтерровость оператора 𝐻 очевидна. Лемма доказана.

Наконец, рассмотрим два интегральных оператора, аналогичных операторам в правой
части уравнения (1). Первый из них соответствует детерминированной части этого уравнения:

(𝒦𝑧)(𝑡)=
𝑡ˆ

0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠) 𝑑𝑠. (11)

Лемма 3. Пусть функция 𝐾 удовлетворяет следующим условиям:
1) значения 𝐾(𝑡, 𝑠) (0⩽ 𝑠, 𝑡⩽𝑇 ) являются 𝑛×𝑛-матрицами;
2) является детерминированной и измеримой по Борелю;
3) 𝐶 := sup0⩽𝑡⩽𝑇

´ 𝑡
0 ‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠<∞.

Тогда оператор (11) — линейный ограниченный и вольтерров оператор в пространстве 𝒟𝑛
𝑝

с нормой, не превосходящей 𝐶.
Доказательство. Пусть 𝑧 ∈𝒟𝑛

𝑝 . Тогда (𝐻𝑧)(𝑡) является прогрессивно измеримым слу-
чайным процессом на отрезке [0, 𝑇 ]. Применяя интегральное неравенство Минковского [17,
теорема 202], получаем для любого 𝑡∈ [0, 𝑇 ]

(︂
𝐸

⃒⃒⃒⃒ 𝑡ˆ

0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒𝑝)︂1/𝑝
⩽

𝑡ˆ

0

(𝐸‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖𝑝|𝑧(𝑠)|𝑝)1/𝑝 𝑑𝑠⩽
𝑡ˆ

0

‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖(𝐸|𝑧(𝑠)|𝑝)1/𝑝 𝑑𝑠⩽

⩽ sup
0⩽𝑠⩽𝑡

(𝐸|𝑧(𝑠)|𝑝)1/𝑝
𝑡ˆ

0

‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠=
(︁

sup
0⩽𝑠⩽𝑡

𝐸|𝑧(𝑠)|𝑝
)︁1/𝑝 𝑡ˆ

0

‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠⩽ ‖𝑧‖𝒟𝑛
𝑝

𝑡ˆ

0

‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠.

Следовательно, 𝒦𝑧 ∈𝒟𝑛
𝑝 и ‖𝒦𝑧‖𝒟𝑛

𝑝
⩽𝐶‖𝑧‖𝒟𝑛

𝑝
, где 𝐶 = sup0⩽𝑡⩽𝑇

´ 𝑡
0 ‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠 <∞. Так как

линейность и вольтерровость оператора 𝒦 очевидна, то утверждение доказано.
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Рассмотрим теперь интегральный оператор, входящий в стохастическую часть уравне-
ния (1):

(𝒦′𝑧)(𝑡)=

𝑡ˆ

0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠) 𝑑𝐵(𝑠). (12)

Лемма 4. Пусть функция 𝐾 удовлетворяет следующим условиям:
1) значения 𝐾(𝑡, 𝑠) (0⩽ 𝑠, 𝑡⩽𝑇 ) являются 𝑛×𝑛-матрицами;
2) является детерминированной и измеримой по Борелю;
3) 𝐶 := sup0⩽𝑡⩽𝑇

´ 𝑡
0 ‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖2 𝑑𝑠<∞.

Тогда оператор (12) — линейный ограниченный и вольтерров оператор в пространстве 𝒟𝑛
𝑝

с нормой, не превосходящей 𝑐𝑝
√
𝐶, где 𝑐𝑝 — константа из неравенства (8).

Доказательство. Пусть 𝑧∈𝒟𝑛
𝑝 . Тогда 𝒦′𝑧 является прогрессивно измеримым случайным

процессом на отрезке [0, 𝑇 ]. Используя интегральное неравенство Минковского и неравенство
(8), будем иметь

(︂
𝐸

⃒⃒⃒⃒ 𝑡ˆ

0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠) 𝑑𝐵(𝑠)

⃒⃒⃒⃒𝑝)︂1/𝑝
⩽ 𝑐𝑝

(︂
𝐸

(︂ 𝑡ˆ

0

‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖2|𝑧(𝑠)|2 𝑑𝑠
)︂𝑝/2)︂1/𝑝

⩽

⩽ 𝑐𝑝

(︂ 𝑡ˆ

0

(‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖𝑝𝐸|𝑧(𝑠)|𝑝)2/𝑝 𝑑𝑠
)︂1/2

⩽ 𝑐𝑝 sup
0⩽𝑠⩽𝑡

(𝐸|𝑧(𝑠)|𝑝 𝑑𝑠)1/𝑝
(︂ 𝑡ˆ

0

‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖2 𝑑𝑠
)︂1/2

⩽

⩽ 𝑐𝑝‖𝑧‖𝒟𝑛
𝑝

(︂ 𝑡ˆ

0

‖𝐾(𝑡, 𝑠)‖2 𝑑𝑠
)︂1/2

,

поэтому 𝒦′𝑧 ∈𝒟𝑛
𝑝 и ‖𝒦′𝑧‖𝒟𝑛

𝑝
⩽ 𝑐𝑝

√
𝐶‖𝑧‖𝒟𝑛

𝑝
. Линейность и вольтерровость оператора 𝒦′ оче-

видна, что и завершает доказательство леммы.

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Определим условия существования и единственности решения уравнения (1) как на ко-
нечном отрезке [0, 𝑇 ] (см. теорему 1), так и на полуоси R+ (см. следствие 1). В первом
случае под решением будем понимать случайный процесс 𝑥∈𝒟𝑛

𝑝 , удовлетворяющий (1) 𝑃×𝜇-
почти всюду на [0, 𝑇 ]. Во втором случае решением будет прогрессивно измеримый на R+

случайный процесс, принадлежащий при каждом 𝑇 пространству 𝒟𝑛
𝑝 и удовлетворяющий

уравнению (1) 𝑃 ×𝜇-почти всюду на R+.
Наиболее интересным для приложений и одновременно технически наиболее сложным яв-

ляется случай сингулярных ядер 𝐾𝑖, 𝐾𝑖𝑗 , хотя полученные ниже результаты справедливы и
для многих несингулярных ядер. В общем случае решения уравнений вида (1) не обязательно
имеют непрерывные траектории, поэтому важной проблемой при доказательстве существова-
ния решений является выбор пространств для соответствующих операторов. Ранее нами при
изучении задачи существования и единственности решений стохастических функционально-
дифференциальных уравнений без дробных производных и дробных винеровских процессов
применялась техника функциональных контракторов, что позволило обобщить стандартные
условия Липшица и охватить важные классы стохастических уравнений с последействием.
Ниже также используем эти идеи.

Определение 2. Пусть вольтерров оператор 𝑉 переводит случайные процессы из 𝒟𝑛
𝑝

в прогрессивно измеримые процессы и пусть существуют линейный ограниченный оператор
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𝑄 : 𝒟𝑛
𝑝 → 𝒟𝑛

𝑝 и измеримая детерминированная функция Ψ(𝑡) ⩾ 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], для которых
выполняется неравенство

|(𝑉 𝑥)(𝑡)−(𝑉 𝑦)(𝑡)|⩽Ψ(𝑡)|(𝑄(𝑥−𝑦))(𝑡)| (13)

при всех 𝑥, 𝑦 ∈𝒟𝑛
𝑝 и 𝜇-почти всех 𝑡∈ [0, 𝑇 ]. Тогда будем говорить, что оператор 𝑉 удовле-

творяет обобщённому условию Липшица с оператором 𝑄 и функцией Ψ.
Сформулируем основной результат статьи.
Теорема 1. Пусть для уравнения (1) выполняются следующие условия на отрезке [0, 𝑇 ]:
1) 𝜅∈𝒟𝑛

𝑝 ;
2) операторы 𝐹𝑖, 𝐺𝑖𝑗 удовлетворяют обобщённым условиям Липшица с линейными огра-

ниченными операторами 𝑄𝑖, 𝑄𝑖𝑗 : 𝒟𝑛
𝑝 →𝒟𝑛

𝑝 и функциями Ψ𝑖∈𝐿1
𝑞𝑖 , Ψ𝑖𝑗 ∈𝐿1

2𝑞𝑖𝑗
соответственно;

3) 𝐹𝑖0̂∈𝒟𝑛
𝑝 , 𝐺𝑖𝑗 0̂∈𝒟𝑛

𝑝 , где 0̂ — нулевой элемент пространства 𝒟𝑛
𝑝 ;

4) константы

𝐶𝑖 := sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)‖
𝑞𝑖

𝑞𝑖−1 𝑑𝑠<∞, 𝐶𝑖𝑗 := sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)‖
2𝑞𝑖𝑗
𝑞𝑖𝑗−1 𝑑𝑠<∞.

Тогда это уравнение имеет единственное решение, принадлежащее пространству 𝒟𝑛
𝑝 .

Установим сначала справедливость следующей леммы.
Лемма 5. Пусть выполнены условия 2)–4) теоремы 1. Тогда для любых действительных

чисел 𝑎, 𝑏, 0⩽𝑎<𝑏⩽𝑇 , оператор 𝒱𝑎,𝑏 действует в пространстве 𝒟𝑛
𝑝 и для любых 𝑦1, 𝑦2∈𝒟𝑛

𝑝

справедливо неравенство

‖𝒱𝑎,𝑏𝑦1−𝒱𝑎,𝑏𝑦2‖𝒟𝑛
𝑝
⩽ 𝛾𝑎,𝑏‖𝑦1−𝑦2‖𝒟𝑛

𝑝
, (14)

где

(𝒱𝑎,𝑏𝑦)(𝑡) :=
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑡ˆ

0

𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)𝐼𝑎,𝑏(𝑠)(𝐹𝑖𝑦)(𝑠) 𝑑𝑠+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑡ˆ

0

𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)𝐼𝑎,𝑏(𝑠)(𝐺𝑖𝑗𝑦)(𝑠) 𝑑𝐵𝑖(𝑠),

𝛾𝑎,𝑏 :=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝐶
𝑞𝑖−1

𝑞𝑖
𝑖 ‖𝑄𝑖‖𝒟𝑛

𝑝

(︂ 𝑏ˆ

𝑎

(Ψ𝑖(𝑠))
𝑞𝑖 𝑑𝑠

)︂1/𝑞𝑖
+𝑐𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝐶

𝑞𝑖𝑗−1

2𝑞𝑖𝑗

𝑖𝑗 ‖𝑄𝑖𝑗‖𝒟𝑛
𝑝

(︂ 𝑏ˆ

𝑎

(Ψ𝑖𝑗(𝑠))
2𝑞𝑖𝑗 𝑑𝑠

)︂1/2𝑞𝑖𝑗
,

𝐼𝑎,𝑏(𝑡) := 𝐼[𝑎,𝑏], 𝑡∈ [0, 𝑇 ] — индикатор отрезка [𝑎, 𝑏].
Отметим, что конечность рассматриваемых ниже интегралов Лебега и Ито заранее не

предполагается, но будет автоматически вытекать из последующих оценок.
Доказательство. Воспользуемся очевидным неравенством(︂

𝐸

⃒⃒⃒⃒ 𝑙∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘

⃒⃒⃒⃒𝑝)︂1/𝑝
⩽

𝑙∑︁
𝑘=1

(𝐸|𝑎𝑘|𝑝)1/𝑝,

справедливым для любых 𝑛-мерных случайных величин 𝑎𝑘, 𝑘=1, 𝑙, и получим

‖𝒱𝑎,𝑏𝑦1−𝒱𝑎,𝑏𝑦2‖𝒟𝑛
𝑝
⩽

𝑚∑︁
𝑖=1

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

(︂
𝐸

⃒⃒⃒⃒ 𝑡ˆ

0

𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)𝐼𝑎,𝑏(𝑠)[(𝐹𝑖𝑦1)(𝑠)−(𝐹𝑖𝑦2)(𝑠)] 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒𝑝)︂1/𝑝
+

+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

(︂
𝐸

⃒⃒⃒⃒ 𝑡ˆ

0

𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)𝐼𝑎,𝑏(𝑠)[(𝐺𝑖𝑗𝑦1)(𝑠)−(𝐺𝑖𝑗𝑦2)(𝑠)] 𝑑𝐵𝑖(𝑠)

⃒⃒⃒⃒𝑝)︂1/𝑝
.
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Используя неравенство (8), получаем

‖𝒱𝑎,𝑏𝑦1−𝒱𝑎,𝑏𝑦2‖𝒟𝑛
𝑝
⩽

𝑚∑︁
𝑖=1

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

(︂
𝐸

(︂ 𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)‖ 𝐼𝑎,𝑏(𝑠) |(𝐹𝑖𝑦1)(𝑠)−(𝐹𝑖𝑦2)(𝑠)| 𝑑𝑠
)︂𝑝)︂1/𝑝

+

+𝑐𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

(︂
𝐸

(︂ 𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)‖2 𝐼𝑎,𝑏(𝑠) |(𝐺𝑖𝑗𝑦1)(𝑠)−(𝐺𝑖𝑗𝑦2)(𝑠)|2 𝑑𝑠
)︂𝑝/2)︂1/𝑝

.

В силу обобщённого условия Липшица (13) для операторов 𝐹𝑖, 𝐺𝑖𝑗 имеем

‖𝒱𝑎,𝑏𝑦1−𝒱𝑎,𝑏𝑦2‖𝒟𝑛
𝑝
⩽

𝑚∑︁
𝑖=1

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

(︂
𝐸

(︂ 𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)‖ 𝐼𝑎,𝑏(𝑠)𝜓𝑖(𝑠) |(𝑄𝑖(𝑦1−𝑦2))(𝑠)| 𝑑𝑠
)︂𝑝)︂1/𝑝

+

+𝑐𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

(︂
𝐸

(︂ 𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)‖2 |𝐼𝑎,𝑏(𝑠)(𝜓𝑖𝑗(𝑠))|2 |(𝑄𝑖𝑗(𝑦1−𝑦2))(𝑠)|2 𝑑𝑠
)︂𝑝/2)︂1/𝑝

.

Лемма 3 позволяет получить оценку

‖𝒱𝑎,𝑏𝑦1−𝒱𝑎,𝑏𝑦2‖𝒟𝑛
𝑝
⩽ ‖𝑦1−𝑦2‖𝒟𝑛

𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑄𝑖‖𝒟𝑛
𝑝

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)‖𝐼𝑎,𝑏(𝑠)Ψ𝑖(𝑠) 𝑑𝑠+

+𝑐𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

‖𝑄𝑖𝑗‖𝒟𝑛
𝑝

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

(︂ 𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)‖2𝐼𝑎,𝑏(𝑠)(Ψ𝑖𝑗(𝑠))
2 𝑑𝑠

)︂1/2
.

Наконец, из неравенства Гёльдера выводим

‖𝒱𝑎,𝑏𝑦1−𝒱𝑎,𝑏𝑦2‖𝒟𝑛
𝑝
⩽

⩽ ‖𝑦1−𝑦2‖𝒟𝑛
𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

‖𝑄𝑖‖𝒟𝑛
𝑝

(︂
sup

0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)‖
𝑞𝑖

𝑞𝑖−1 𝑑𝑠

)︂𝑞𝑖−1

𝑞𝑖

(︂
sup

0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

𝐼𝑎,𝑏(𝑠)(Ψ𝑖(𝑠))
𝑞𝑖 𝑑𝑠

)︂1
𝑞𝑖

+

+𝑐𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

‖𝑄𝑖𝑗‖𝒟𝑛
𝑝

(︂
sup

0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)‖
2𝑞𝑖𝑗
𝑞𝑖𝑗−1 𝑑𝑠

)︂𝑞𝑖𝑗−1

2𝑞𝑖𝑗

(︂
sup

0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

𝐼𝑎,𝑏(𝑠)(Ψ𝑖𝑗(𝑠))
2𝑞𝑖𝑗 𝑑𝑠

)︂ 1
2𝑞𝑖𝑗

⩽

⩽‖𝑦1−𝑦2‖𝒟𝑛
𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

𝐶
𝑞𝑖−1

𝑞𝑖
𝑖 ‖𝑄𝑖‖𝒟𝑛

𝑝

(︂ 𝑏ˆ

𝑎

(Ψ𝑖(𝑠))
𝑞𝑖 𝑑𝑠

)︂1
𝑞𝑖

+𝑐𝑝

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝐶

𝑞𝑖𝑗−1

2𝑞𝑖𝑗

𝑖𝑗 ‖𝑄𝑖𝑗‖𝒟𝑛
𝑝

(︂ 𝑏ˆ

𝑎

(Ψ𝑖𝑗(𝑠))
2𝑞𝑖𝑗 𝑑𝑠

)︂ 1
2𝑞𝑖𝑗

=

= 𝛾𝑎,𝑏‖𝑦1−𝑦2‖𝒟𝑛
𝑝
,

что доказывает справедливость (14). Из неравенства (14) следует, что для проверки действия
оператора 𝒱𝑎,𝑏 в пространстве 𝒟𝑛

𝑝 достаточно показать, что 𝒱𝑎,𝑏0̂∈𝒟𝑛
𝑝 . Но это непосредственно

вытекает из лемм 3 и 4, согласно которым
·ˆ

0

𝐾𝑖(·, 𝑠)𝐼𝑎,𝑏(𝑠)(𝐹𝑖0̂)(𝑠) 𝑑𝑠 и
·ˆ

0

𝐾𝑖𝑗(·, 𝑠)𝐼𝑎,𝑏(𝑠)(𝐺𝑖𝑗 0̂)(𝑠) 𝑑𝐵𝑖(𝑠)

принадлежат пространству 𝒟𝑛
𝑝 , поскольку 𝐹𝑖0̂, 𝐺𝑖𝑗 0̂∈𝒟𝑛

𝑝 в силу условия 3) теоремы 1. Лемма
доказана.
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Доказательство теоремы 1. Очевидно, что функция 𝛾𝑎,𝑏 не убывает по аргументу 𝑏,
так что существует конечное разбиение 0= 𝑡0< 𝑡1< . . . < 𝑡𝑙= 𝑇 отрезка [0, 𝑇 ], для которого
𝛾𝑡𝜈−1,𝑡𝜈 < 1 (𝜈=1, 𝑙). Рассмотрим последовательность операторных уравнений

𝑥𝜈(𝑡)=𝑥𝜈−1(𝑡)+(𝒱𝑡𝜈−1,𝑡𝜈𝑥𝜈)(𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑇 ], 𝜈=1, 𝑙, (15)

где 𝑥0(𝑡)=𝜅(𝑡).
В силу леммы 5 и выбора последовательности {𝑡𝜈} операторы в правой части (15)

действуют в пространстве 𝒟𝑛
𝑝 и являются сжимающими. Поэтому мы можем итеративно

построить последовательность решений {𝑥𝜈} такую, что 𝑥𝜈(𝑡) удовлетворяет 𝜈-му уравне-
нию (15) и, кроме того, 𝑥𝜈(𝑡) = 𝑥𝜈−1(𝑡) на отрезке [0, 𝑡𝜈−1]. Если предположить, что 𝑥𝜈−1

удовлетворяет уравнению 𝑥𝜈−1=𝜅+𝒱0,𝑡𝜈−1𝑥𝜈−1 на отрезке [0, 𝑇 ], то, подставив это равенство
в (15), получим

𝑥𝜈 =𝜅+𝒱0,𝑡𝜈−1𝑥𝜈−1+𝒱𝑡𝜈−1,𝑡𝜈𝑥𝜈 =𝜅+𝒱0,𝑡𝜈−1𝑥𝜈+𝒱𝑡𝜈−1,𝑡𝜈𝑥𝜈 =𝜅+𝒱0,𝑡𝜈𝑥𝜈

в силу свойства вольтерровости оператора 𝒱0,𝑡𝜈 и совпадения 𝑥𝜈(𝑡) и 𝑥𝜈−1(𝑡) на отрезке
[0, 𝑡𝜈−1]. По индукции заключаем, что случайный процесс 𝑥𝑙 ∈𝒟𝑛

𝑝 удовлетворяет уравнению
𝑥𝑙 = 𝜅+𝒱0,𝑇𝑥𝑙 на отрезке [0, 𝑇 ]. Поскольку это уравнение совпадает с уравнением (1), то
существование решения доказано.

Для доказательства единственности снова применим метод индукции. Пусть уравнение
𝑥𝜈−1=𝜅+𝒱0,𝑡𝜈−1𝑥𝜈−1 имеет единственное решение в пространстве 𝒟𝑛

𝑝 , в то время как урав-
нение 𝑥𝜈 =𝜅+𝒱0,𝑡𝜈𝑥𝜈 имеет два решения 𝑥

(1)
𝜈 и 𝑥

(2)
𝜈 в этом пространстве. Тогда

𝑥(𝑘)𝜈 =𝜅+𝒱0,𝑡𝜈𝑥
(𝑘)
𝜈 =𝜅+𝒱0,𝑡𝜈−1𝑥

(𝑘)
𝜈 +𝒱𝑡𝜈−1,𝑡𝜈𝑥

(𝑘)
𝜈 , 𝑘=1, 2.

Заметим, что
(︀
𝒱𝑡𝜈−1,𝑡𝜈𝑥

(𝑘)
𝜈

)︀
(𝑡)=0 п.н. на отрезке [0, 𝑡𝜈−1], так что 𝑥(𝑘)𝜈 (𝑡)=𝜅(𝑡)+

(︀
𝒱0,𝑡𝜈−1𝑥

(𝑘)
𝜈

)︀
(𝑡)

п.н. при 𝑡∈ [0, 𝑡𝜈−1], 𝑘=1, 2. В силу предположенной единственности имеем 𝑥
(1)
𝜈 (𝑡)=𝑥

(2)
𝜈 (𝑡)=

=𝑥𝜈−1(𝑡) п.н. при 𝑡∈ [0, 𝑡𝜈−1]. Используя вольтерровость оператора 𝒱0,𝑡𝜈−1 , получаем(︀
𝒱0,𝑡𝜈−1𝑥

(1)
𝜈

)︀
(𝑡)=

(︀
𝒱0,𝑡𝜈−1𝑥

(2)
𝜈

)︀
(𝑡) :=𝜙(𝑡) п.н. 𝑡∈ [0, 𝑡𝜈−1].

Тогда 𝑥
(1)
𝜈 и 𝑥

(2)
𝜈 удовлетворяют уравнениям

𝑥(𝑘)𝜈 =𝜅+𝜙+𝒱𝑡𝜈−1,𝑡𝜈𝑥
(𝑘)
𝜈 , 𝑘=1, 2,

оператор в левой части которых является сжимающим, поэтому 𝑥
(1)
𝜈 (𝑡)=𝑥

(2)
𝜈 (𝑡) п.н.

После 𝑙 шагов мы получим единственность решения уравнения 𝑥= 𝜅+𝒱0,𝑇𝑥, которое
совпадает с уравнением (1). Теорема 1 доказана.

Отметим, что теорема 1 существенно обобщает основной результат статьи [18], где правые
части уравнения (1) не содержат последействий, а Ψ𝑖 и Ψ𝑖𝑗 являются константами.

Сформулируем теперь утверждение теоремы 1 для случая полуоси R+ (следствие 1).
С этой целью для каждого интервала [0, 𝑇 ] введём следующие обозначения:

если 𝑋, 𝑌 — линейные пространства прогрессивно измеримых случайных процессов,
заданных на R+, то 𝑋𝑇 , 𝑌𝑇 содержат все прогрессивно измеримые на [0, 𝑇 ] случайные
процессы, состоящие из сужений процессов из пространств 𝑋, 𝑌 на [0, 𝑇 ] соответственно;

𝑅𝑇 — оператор расширения с [0, 𝑇 ] на R+; 𝑃 𝑇 — оператор сужения с R+ на [0, 𝑇 ];
заметим, что поскольку возможны различные расширения случайных процессов с [0, 𝑇 ]
на R+, то для определённости под расширением случайного процесса 𝑥 с [0, 𝑇 ] на R+ будем
понимать случайный процесс, совпадающий с 𝑥 на [0, 𝑇 ] и равный 𝑥(𝑇 ) на [𝑇,+∞);
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если 𝒱 : 𝑋→ 𝑌 — некоторый оператор и оператор 𝑅𝑇 действует из пространства 𝑋𝑇 в
пространство 𝑋, то через 𝒱𝑇 обозначим оператор, определяемый равенством 𝒱𝑇 =𝑃 𝑇𝒱𝑅𝑇 ;
отметим, что 𝒱𝑇 — оператор, действующий из пространства 𝑋𝑇 в пространство 𝑌𝑇 , и если
оператор 𝒱 вольтерров, то оператор 𝒱𝑇 также вольтерров.

Пусть уравнение (1) задано на промежутке R+. Рассмотрим следующее уравнение на
каждом отрезке [0, 𝑇 ]:

𝑥(𝑡)=𝜅𝑇 (𝑡)+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑡ˆ

0

𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)(𝐹
𝑇
𝑖 𝑥)(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑡ˆ

0

𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)(𝐺
𝑇
𝑖𝑗𝑥)(𝑠) 𝑑𝐵𝑖(𝑠), (16)

предполагая, что 𝜅𝑇 :=𝑃 𝑇𝜅∈𝒟𝑛
𝑝 , 𝐹 𝑇𝑖 :=𝑃 𝑇𝐹𝑖𝑅

𝑇 : 𝒟𝑛
𝑝 →𝒟𝑛

𝑝 , 𝐺𝑇𝑖𝑗 :=𝑃 𝑇𝐺𝑖𝑗𝑅
𝑇 : 𝒟𝑛

𝑝 →𝒟𝑛
𝑝 .

Нетрудно проверить, используя вольтерровость операторов 𝐹𝑖, 𝐺𝑖𝑗 , что если 𝑥(𝑡) — ре-
шение уравнения (1) на R+ такое, что 𝑃 𝑇𝑥 ∈𝒟𝑛

𝑝 , то (𝑃 𝑇𝑥)(𝑡) будет решением уравнения
(16), и наоборот, если 𝑥̄(𝑡) — решение уравнения (16), то 𝑥(𝑡) := (𝑅𝑇 𝑥̄)(𝑡) будет решением
уравнения (1) на R+, удовлетворяющим на отрезке [0, 𝑇 ] условию 𝑃 𝑇𝑥∈𝒟𝑛

𝑝 . Следовательно,
если уравнение (16) однозначно разрешимо при любом 𝑇 ∈ (0,+∞), то уравнение (1) будет
однозначно разрешимым на R+. Поэтому справедливо

Следствие 1. Пусть для уравнения (16) при любом 𝑇 > 0 выполняются следующие
условия:

1) 𝜅𝑇 ∈𝒟𝑛
𝑝 ;

2) операторы 𝐹 𝑇𝑖 , 𝐺𝑇𝑖𝑗 удовлетворяют обобщённым условиям Липшица с линейными огра-
ниченными операторами 𝑄𝑇𝑖 , 𝑄

𝑇
𝑖𝑗 : 𝒟𝑛

𝑝 →𝒟𝑛
𝑝 и функциями Ψ𝑇

𝑖 ∈𝐿1
𝑞𝑖 , Ψ

𝑇
𝑖𝑗 ∈𝐿1

2𝑞𝑖𝑗
соответственно;

3) 𝐹 𝑇𝑖 0̂∈𝒟𝑛
𝑝 , 𝐺𝑇𝑖𝑗 0̂∈𝒟𝑛

𝑝 , где 0̂ — нулевой элемент пространства 𝒟𝑛
𝑝 ;

4) константы

𝐶𝑖 := sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)‖
𝑞𝑖

𝑞𝑖−1 𝑑𝑠<∞, 𝐶𝑖𝑗 := sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)‖
2𝑞𝑖𝑗
𝑞𝑖𝑗−1 𝑑𝑠<∞.

Тогда уравнение (1) имеет единственное решение на всей полуоси R+ такое, что его
сужение на любой отрезок [0, 𝑇 ] принадлежит пространству 𝒟𝑛

𝑝 .
Условия существования и единственности решений уравнения (1) на полуоси R+ являются

важными для многих задач, например, при изучении вопросов устойчивости решений этого
уравнения и его частных случаев.

4. СЛЕДСТВИЯ ИЗ ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Рассмотрим конкретный класс уравнений вида (1). Множество, на котором доказывается
существование решений, всегда предполагается конечным и равным [0, 𝑇 ], а решение на
этом промежутке — принадлежащим пространству 𝒟𝑛

𝑝 . Отметим, что в силу следствия 1 все
результаты этого пункта остаются справедливыми и для полуоси при очевидных изменениях
в формулировках.

Следствие 2. Пусть в уравнении (1) 𝐾𝑖(𝑡, 𝑠) = (𝑡−𝑠)𝛼𝑖−1, 𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠) = (𝑡−𝑠)𝛼𝑖𝑗−1, а опе-
раторы 𝐹𝑖, 𝐺𝑖𝑗 удовлетворяют условиям 2), 3) теоремы 1, где

𝑞𝑖>max{𝛼−1
𝑖 , 1}, 𝑞𝑖𝑗 >max{(2𝛼𝑖𝑗−1)−1, 1}.

Тогда для любого 𝜅∈𝒟𝑛
𝑝 уравнение (1) имеет единственное решение.
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Следствие 2 является обобщением соответствующих результатов о фракционных урав-
нениях из работ [2] (для конечномерного случая) и [6], хотя бы потому, что включает,
например, случайные правые части и случайные запаздывания.

Доказательство. Необходимо проверить только условие 4) теоремы 1. Имеем

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)‖
𝑞𝑖

𝑞𝑖−1 𝑑𝑠= sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)(𝛼𝑖−1)𝑞𝑖(𝑞𝑖−1)−1

𝑑𝑠= sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡𝛽𝑖

𝛽𝑖
=
𝑇 𝛽𝑖

𝛽𝑖
<∞,

так как 𝛽𝑖 := (𝛼𝑖−1)𝑞𝑖(𝑞𝑖−1)−1+1= (𝑞𝑖𝛼𝑖−1)(𝑞𝑖−1)−1> 0, и

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)‖
2𝑞𝑖𝑗
𝑞𝑖𝑗−1 𝑑𝑠= sup

0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)2(𝛼𝑖𝑗−1)𝑞𝑖𝑗(𝑞𝑖𝑗−1)−1
𝑑𝑠= sup

0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡𝛽𝑖𝑗

𝛽𝑖𝑗
=
𝑇 𝛽𝑖𝑗

𝛽𝑖𝑗
<∞,

так как 𝛽𝑖𝑗 := 2(𝛼𝑖𝑗−1)𝑞𝑖𝑗(𝑞𝑖𝑗−1)−1+1=(𝑞𝑖𝑗(2𝛼𝑖𝑗−1)−1)(𝑞𝑖𝑗−1)−1> 0. Следствие доказано.
В следствиях 3 и 4 ниже речь идёт о начальной задаче для уравнений с распределёнными

и случайными запаздываниями соответственно. Оба типа начальных задач являются част-
ными случаями уравнения (1), поскольку, как будет показано, сводятся к этому уравнению
с помощью техники, описанной в монографии [16].

Рассмотрим уравнение

𝑥(𝑡)=𝑥(0)+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼𝑖−1𝑓𝑖(𝑠, (𝐻𝑖𝑥)(𝑠)) 𝑑𝑠+

+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼𝑖𝑗−1𝑔𝑖𝑗(𝑠, (𝐻𝑖𝑗𝑥)(𝑠)) 𝑑𝐵𝑖(𝑠), 𝑡∈ [0, 𝑇 ], (17)

где 𝑓𝑖(𝑡, 𝜔, 𝑣), 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝜔, 𝑣) — 𝑛-мерные случайные функции, которые при каждом 𝑣∈R𝑛𝑙 про-
грессивно измеримы по переменным (𝑡, 𝜔)∈ [0, 𝑇 ]×Ω, а при 𝑃⊗𝜇-почти всех (𝑡, 𝜔) непрерывны
по 𝑣, и начальное условие

𝑥(𝑠)=𝜙(𝑠), 𝑠∈R−, (18)

где 𝜙 — заданный случайный процесс на R−.
Под решением 𝑥(𝑡), 𝑡⩽ 𝑇 , задачи (17), (18) понимается 𝑛-мерный случайный процесс,

сужение которого на отрезок [0, 𝑇 ] принадлежит пространству 𝒟𝑛
𝑝 и который удовлетворяет

условию (18).
Начнём с уравнения, включающего распределённое запаздывание.
Следствие 3. Пусть выполняются следующие условия:
1) 𝜙 — (Bor(𝑅−)⊗ℱ0)-измеримый 𝑛-мерный случайный процесс;
2) существуют измеримые неотрицательные функции Ψ𝑖(𝑡), Ψ𝑖𝑗(𝑡) (𝑡∈ [0, 𝑇 ]), Ψ𝑖 ∈𝐿1

𝑞𝑖 ,
Ψ𝑖𝑗 ∈𝐿1

2𝑞𝑖𝑗
, где 𝑞𝑖 >max{𝛼−1

𝑖 , 1}, 𝑞𝑖𝑗 >max{(2𝛼𝑖𝑗−1)−1, 1}, для которых 𝑃 ⊗𝜇-почти всюду
справедливы неравенства

|𝑓𝑖(𝑡, 𝑢)−𝑓𝑖(𝑡, 𝑣)|⩽Ψ𝑖(𝑡)|𝑢−𝑣| и |𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑢)−𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑣)|⩽Ψ𝑖𝑗(𝑡)|𝑢−𝑣|

при любых 𝑢, 𝑣 ∈R𝑛𝑙 и 𝑡∈ [0, 𝑇 ];
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3) (𝐻𝑖𝑧)(𝑡) =
´ 𝑡
−∞ 𝑑𝑠ℛ𝑖(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠), (𝐻𝑖𝑗𝑧)(𝑡) =

´ 𝑡
−∞ 𝑑𝑠ℛ𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠), где борелевские функции

ℛ𝑖, ℛ𝑖𝑗, заданные на множестве [0, 𝑇 ]×(−∞, 𝑡] и принимающие значения в пространстве
(𝑛𝑙)×𝑛-матриц, удовлетворяют условиям

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

Var𝑡0ℛ𝑖(𝑡, ·)<∞, sup
0⩽𝑡⩽𝑇

Var𝑡0ℛ𝑖𝑗(𝑡, ·)<∞,

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸

⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑖

(︂
𝑡,

0ˆ

−∞

𝑑𝑠ℛ𝑖(𝑡, 𝑠)𝜙(𝑠)

)︂⃒⃒⃒⃒𝑝
<∞, sup

0⩽𝑡⩽𝑇
𝐸

⃒⃒⃒⃒
𝑔𝑖𝑗

(︂
𝑡,

0ˆ

−∞

𝑑𝑠ℛ𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)𝜙(𝑠)

)︂⃒⃒⃒⃒𝑝
<∞.

Тогда для любого 𝑥(0)∈ 𝑘𝑛𝑝 задача (17), (18) имеет единственное решение.
Доказательство. Покажем, как начальная задача (17), (18) может быть записана в

виде уравнения (1). Для этого положим

𝑥+(𝑡)=

{︃
𝑥(𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑇 ],

0, 𝑡∈R−,
𝜙−(𝑡)=

{︃
0, 𝑡∈ [0, 𝑇 ],

𝜙(𝑡), 𝑡∈𝑅−,
(19)

где 𝑥∈ [0, 𝑇 ], и определим операторы 𝐹𝑖 и 𝐺𝑖𝑗 по формулами

𝐹𝑖𝑥= 𝑓𝑖(·, 𝐻𝑖𝑥++𝐻𝑖𝜙−), 𝐺𝑖𝑗𝑥= 𝑔𝑖𝑗(·, 𝐻𝑖𝑗𝑥++𝐻𝑖𝑗𝜙−). (20)

Непосредственно из этих формул следует (см. монографию [16]), что 𝑥∈𝒟𝑛
𝑝 является реше-

нием уравнения (1) с операторами (20), ядрами 𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)= (𝑡−𝑠)𝛼𝑖−1, 𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)= (𝑡−𝑠)𝛼𝑖𝑗−1 и
случайным процессом 𝜅(𝑡) = 𝑥(0) тогда и только тогда, когда процесс 𝑥+(𝑡)+𝜙−(𝑡) (𝑡⩽ 𝑇 )
является решением начальной задачи (17), (18).

Для применения следствия 2 необходимо проверить выполнение условий 2), 3) теоремы 1.
Пусть 𝑥, 𝑦 ∈𝒟𝑛

𝑝 . Из условия 3) следствия 3 и леммы 1 вытекает, что 𝐹𝑖 и 𝐺𝑖𝑗 переводят
случайные процессы из 𝒟𝑛

𝑝 в прогрессивно измеримые процессы. Кроме того,

|(𝐹𝑖𝑥)(𝑡)−(𝐹𝑖𝑦)(𝑡)|= |𝑓𝑖(𝑡, (𝐻𝑖𝑥+)(𝑡)+(𝐻𝑖𝜙−)(𝑡))−𝑓𝑖(𝑡, (𝐻𝑖𝑦+)(𝑡)+(𝐻𝑖𝜙−)(𝑡))|⩽

⩽Ψ𝑖(𝑡)|(𝐻𝑖𝑥+)(𝑡)−(𝐻𝑖𝑦+)(𝑡)|=Ψ𝑖(𝑡)|𝑄𝑖(𝑥−𝑦)(𝑡)|,

где операторы (𝑄𝑖𝑧)(𝑡) = (𝐻𝑖𝑥+)(𝑡) =
´ 𝑡
0 𝑑𝑠ℛ0𝑖(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) удовлетворяют всем условиям лем-

мы 1, а значит, являются линейными ограниченными операторами в пространстве 𝒟𝑛
𝑝 . Тем

самым операторы 𝐹𝑖 удовлетворяют условию 2) теоремы 1. Аналогично доказывается, что
и операторы 𝐺𝑖𝑗 , определённые формулами (20), удовлетворяют условию 2) теоремы 1.

Остаётся проверить выполнение условия 3) теоремы 1. Пусть 0̂ — нулевой элемент из 𝒟𝑛
𝑝 .

Тогда

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸|(𝐹𝑖0̂)(𝑡)|𝑝= sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸|𝑓𝑖(𝑡, (𝐻𝑖0̂+)(𝑡)+(𝐻𝑖𝜙−)(𝑡))|𝑝=

= sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸|𝑓𝑖(𝑡, (𝐻𝑖𝜙−)(𝑡))|𝑝= sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸

⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑖

(︂
𝑡,

0ˆ

−∞

𝑑𝑠ℛ𝑖(𝑡, 𝑠)𝜙(𝑠)

)︂⃒⃒⃒⃒𝑝
<∞

в силу условия 3). Следовательно, 𝐹𝑖0̂∈𝒟𝑛
𝑝 . Аналогично проверяется, что 𝐺𝑖𝑗 0̂∈𝒟𝑛

𝑝 , и это
завершает доказательство.

Далее рассмотрим начальную задачу (17), (18) со случайными запаздываниями.
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Следствие 4. Пусть выполнены условия 1), 2) следствия 3 и условие
3a) (𝐻𝑖𝑧)(𝑡) =

(︀
𝑥(ℎ1𝑖 (𝑡)), . . . , 𝑥(ℎ

𝑙
𝑖(𝑡))

)︀
, (𝐻𝑖𝑗𝑧)(𝑡) =

(︀
𝑥(ℎ1𝑖𝑗(𝑡)), . . . , 𝑥(ℎ

𝑙
𝑖𝑗(𝑡))

)︀
, где скалярные

случайные процессы ℎ𝑘𝑖 (𝑡), ℎ
𝑘
𝑖𝑗(𝑡) (𝑘=1, 𝑙) удовлетворяют условиям 1), 2) леммы 2, а также

условиям

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸
⃒⃒⃒
𝑓𝑖
(︀
𝑡, 𝜙(ℎ1𝑖 (𝑡))𝐼{ℎ1𝑖 (𝑡)<0}, . . . , 𝜙(ℎ

𝑙
𝑖(𝑡))𝐼{ℎ𝑙𝑖(𝑡)<0}

)︀⃒⃒⃒𝑝
<∞,

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸
⃒⃒⃒
𝑔𝑖𝑗
(︀
𝑡, 𝜙(ℎ1𝑖𝑗(𝑡))𝐼{ℎ1𝑖𝑗(𝑡)<0}, . . . , 𝜙(ℎ

𝑙
𝑖𝑗(𝑡))𝐼{ℎ𝑙𝑖𝑗(𝑡)<0}

)︀⃒⃒⃒𝑝
<∞.

Тогда для любого 𝑥(0)∈ 𝑘𝑛𝑝 уравнение со случайными запаздываниями

𝑥(𝑡)=𝑥(0)+
𝑚∑︁
𝑖=1

1

Γ(𝛼𝑖)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼𝑖−1𝑓𝑖(𝑠, 𝑥(ℎ
1
𝑖 (𝑡)), . . . , 𝑥(ℎ

𝑙
𝑖(𝑡))) 𝑑𝑠+

+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

1

Γ(𝛼𝑖𝑗)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼𝑖𝑗−1𝑔𝑖𝑗(𝑠, 𝑥(ℎ
1
𝑖𝑗(𝑡)), . . . , 𝑥(ℎ

𝑙
𝑖𝑗(𝑡))) 𝑑𝐵𝑖(𝑠) (𝑡∈ [0, 𝑇 ]) (21)

имеет единственное решение, удовлетворяющее равенству (18).
Доказательство проводится аналогично доказательству следствия 3, с той лишь раз-

ницей, что линейные операторы 𝑄𝑖 в обобщённом условии Липшица задаются формулами
(𝑄𝑖𝑧)(𝑡)=

(︀
𝑥(ℎ1𝑖 (𝑡))𝐼{ℎ1𝑖 (𝑡)⩾0}, . . . , 𝑥(ℎ

𝑙
𝑖(𝑡))𝐼{ℎ𝑙𝑖(𝑡)⩾0}

)︀
, так что они являются, как и аналогичные

операторы 𝑄𝑖𝑗 , ограниченными операторами из пространства 𝒟𝑛
𝑝 в пространство 𝒟𝑙𝑛

𝑝 . Соот-
ношения 𝐹𝑖0̂∈𝒟𝑛

𝑝 и 𝐺𝑖𝑗 0̂∈𝒟𝑛
𝑝 непосредственно следуют из условия 3а). Следствие доказано.

Замечание 2. Условия 3) и 3а) на начальный процесс 𝜙 из следствий 3 и 4 соответ-
ственно будут выполнены, если, например, 𝜙 ограничен в существенном константой 𝐶 и

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝐸
(︁

sup
|𝑥|⩽𝐶

|𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)|𝑝
)︁
<∞, sup

0⩽𝑡⩽𝑇
𝐸
(︁

sup
|𝑥|⩽𝐶

|𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)|𝑝
)︁
<∞.

Однако возможны и другие комбинации ограничений на 𝜙, 𝑓𝑖, 𝑔𝑖𝑗 , поэтому мы сформули-
ровали условия 3) и 3а) в самом общем виде.

Теорема 1 приводит к новым результатам и для уравнений без запаздывания, прежде
всего, нелинейныx

𝑥(𝑡)=𝑥(0)+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼𝑖−1𝑓𝑖(𝑠,𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼𝑖𝑗−1𝑔𝑖𝑗(𝑠,𝑥(𝑠)) 𝑑𝐵𝑖(𝑠), 𝑡∈[0,𝑇 ], (22)

но также и линейныx

𝑥(𝑡)=𝑥(0)+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼𝑖−1[𝐴𝑖(𝑠)𝑥(𝑠)+𝑓𝑖(𝑠)] 𝑑𝑠+

+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼𝑖−1[𝐴𝑖𝑗(𝑠)𝑥(𝑠)+𝑔𝑖𝑗(𝑠)] 𝑑𝐵𝑖(𝑠), 𝑡∈ [0, 𝑇 ], (23)

так как в обоих случаях коэффициенты являются случайными.
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Следствие 5. Пусть для уравнения (22) выполнены следующие условия:
1) 𝑓𝑖(𝑡, 𝜔, 𝑣), 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝜔, 𝑣) — 𝑛-мерные случайные функции, которые при каждом 𝑣 ∈ R𝑛

прогрессивно измеримы по переменным (𝑡, 𝜔)∈ [0, 𝑇 ]×Ω, а при 𝑃⊗𝜇-почти всех (𝑡, 𝜔) непре-
рывны по 𝑣;

2) существуют измеримые неотрицательные функции Ψ𝑖(𝑡), Ψ𝑖𝑗(𝑡) (𝑡∈ [0, 𝑇 ]), Ψ𝑖 ∈𝐿1
𝑞𝑖 ,

Ψ𝑖𝑗 ∈𝐿1
2𝑞𝑖𝑗

, 𝑞𝑖>max{𝛼−1
𝑖 , 1}, 𝑞𝑖𝑗 >max{(2𝛼𝑖𝑗−1)−1, 1}, для которых 𝑃 ⊗𝜇-почти всюду спра-

ведливы неравенства

|𝑓𝑖(𝑡, 𝑢)−𝑓𝑖(𝑡, 𝑣)|⩽Ψ𝑖(𝑡)|𝑢−𝑣| и |𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑢)−𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑣)|⩽Ψ𝑖𝑗(𝑡)|𝑢−𝑣|

при любых 𝑢, 𝑣 ∈R𝑛 и 𝑡∈ [0, 𝑇 ];
3) для нулевого 𝑛-мерного вектора 0̄ справедливо 𝑓𝑖(·, 0̄)∈𝒟𝑛

𝑝 , 𝑔𝑖𝑗(·, 0̄)∈𝒟𝑛
𝑝 .

Тогда для любого 𝑥(0)∈ 𝑘𝑛𝑝 уравнение (22) имеет единственное решение.
Доказательство основывается на следствии 4, если положить

ℎ𝑘𝑖 (𝑡)=ℎ𝑘𝑖𝑗(𝑡)= 𝑡, 𝑘=1, 𝑙.

Из следствия 5 непосредственно вытекает
Следствие 6. Пусть для уравнения (23) выполнены следующие условия:
1) 𝐴𝑖(𝜔, 𝑡), 𝐴𝑖𝑗(𝜔, 𝑡) — 𝑛×𝑛-матрицы, которые являются прогрессивно измеримыми

случайными процессами на отрезке [0, 𝑇 ];
2) 𝑃 ×𝜇-почти всюду справедливы неравенства

‖𝐴𝑖(𝑡)‖⩽Ψ𝑖(𝑡), ‖𝐴𝑖𝑗(𝑡)‖⩽Ψ𝑖𝑗(𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑇 ],

для некоторых измеримых неотрицательных функций Ψ𝑖(𝑡), Ψ𝑖𝑗(𝑡) на [0, 𝑇 ], принадлежащих
пространствам 𝐿1

𝑞𝑖 и 𝐿1
2𝑞𝑖𝑗

соответственно, где

𝑞𝑖>max{𝛼−1
𝑖 , 1}, 𝑞𝑖𝑗 >max{(2𝛼𝑖𝑗−1)−1, 1};

3) 𝑓𝑖 ∈𝒟𝑛
𝑝 , 𝑔𝑖𝑗 ∈𝒟𝑛

𝑝 .
Тогда для любого 𝑥(0)∈ 𝑘𝑛𝑝 уравнение (23) имеет единственное решение.
Следствия 2–4 могут быть непосредственно применены к моделям A–C из введения и

их обобщениям A*–C*, рассмотренным ниже. Для этого достаточно дословно применить
формулировки этих следствий, так как операторы 𝐹𝑖, 𝐺𝑖𝑗 в этих моделях отличаются от
соответствующих операторов в уравнении (1) и его частных случаях (17)–(22) на постоянные
множители. Уравнения из A*–C* предполагаются заданными или на отрезке [0, 𝑇 ], или на
всей полуоси R+.

Для моделей D–F из введения и их обобщений D*–F*, рассмотренных ниже, соответ-
ствующие следствия будут сформулированы явным образом.

A*. Уравнения с дробными производными, стохастическими возмущениями и последей-
ствием. Уравнение

𝑥(𝑡)=𝑥(0)+
𝑚∑︁
𝑖=1

1

Γ(𝛼𝑖)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼𝑖−1(𝐹𝑖𝑥)(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

1

Γ(𝛼𝑖𝑗)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼𝑖𝑗−1(𝐺𝑖𝑗𝑥)(𝑠) 𝑑𝐵𝑖(𝑠) (24)

можно рассматривать как обобщение уравнений вида (2). Следствие 2, применённое к урав-
нению (24), обобщает результаты статьи [2] (для случая R𝑛).
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B*. Уравнения с последействием, включающие дробные винеровские процессы. Переход
к уравнению

𝑥(𝑡)=𝑥(0)+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑡ˆ

0

(𝐹𝑖𝑥)(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

1

Γ(𝛽𝑖𝑗+1/2)

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛽𝑖𝑗−1/2(𝐺𝑖𝑗𝑥)(𝑠) 𝑑𝐵
𝛽𝑖𝑗
𝑖 (𝑠) (25)

от его дифференциальной версии

𝑑𝑥(𝑡)=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑡, (𝐻𝑖𝑥)(𝑡)) 𝑑𝑡+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗(𝑡, (𝐻𝑖𝑗𝑥)(𝑡)) 𝑑𝐵
𝛽𝑖𝑗
𝑖 (𝑡),

являющейся обобщением (3) и требующей начального условия (18), осуществляется по фор-
мулам (19) и (20). Следствие 2, применённое к уравнению (25), обобщает, в частности,
результаты статьи [6] для уравнений с запаздыванием и дробным винеровским процессом.

C*. Стохастические уравнения с последействием и несколькими шкалами времени. Рас-
смотрим уравнение (обобщение уравнения (4))

𝑥(𝑡)=𝑥(0)+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)𝛼𝑖−1(𝐹𝑖𝑥)(𝑠) 𝑑𝑠+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑡ˆ

0

(𝐺𝑖𝑗𝑥)(𝑠) 𝑑𝐵𝑖(𝑠). (26)

Его дифференциальным аналогом является

𝑑𝑥(𝑡)=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑡, (𝐻𝑖𝑥)(𝑡))(𝑑𝑡)
𝛼𝑖 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗(𝑡, (𝐻𝑖𝑗𝑥)(𝑡)) 𝑑𝐵(𝑡)

с начальным условием (18). Переход к задаче (26), (18) осуществляется по формулам (19)
и (20). Следствие 2, применённое к уравнению (26), обобщает результаты статей [7, 19].

D*. Уравнения с последействием, включающие однородные сингулярные ядра. Пусть

𝑥(𝑡)=𝜅(𝑡)+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑡ˆ

0

𝐾𝑖(𝑡−𝑠)(𝐹𝑖𝑥)(𝑠) 𝑑𝑠+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

𝑡ˆ

0

𝐾𝑖𝑗(𝑡−𝑠)(𝐺𝑖𝑗𝑥)(𝑠) 𝑑𝐵𝑖(𝑠), 𝑡∈ [0, 𝑇 ]. (27)

Следствие 7. Пусть выполнены условия 1)–3) теоремы 1 и условие
4а) столбцы матриц 𝐾𝑖 и 𝐾𝑖𝑗 принадлежат пространствам 𝐿𝑛𝑞𝑖(𝑞𝑖−1)−1 и 𝐿𝑛2𝑞𝑖𝑗(𝑞𝑖𝑗−1)−1

соответственно.
Тогда уравнение (27) имеет единственное решение, принадлежащее пространству 𝒟𝑛

𝑝 .
Доказательство. В случае однородных ядер условие 4а) эквивалентно условию 4) тео-

ремы 1, так как

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖(𝑡−𝑠)‖
𝑞𝑖

𝑞𝑖−1 𝑑𝑠= sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖(𝑠)‖
𝑞𝑖

𝑞𝑖−1 𝑑𝑠=

𝑇̂

0

‖𝐾𝑖(𝑠)‖
𝑞𝑖

𝑞𝑖−1 𝑑𝑠<∞,

и аналогично

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖𝑗(𝑡−𝑠)‖
2𝑞𝑖𝑗
𝑞𝑖𝑗−1 𝑑𝑠<∞.

Следствие доказано.
Следствие 7 обобщает основной результат статьи [6].
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E*. Уравнения с последействием, включающие обобщённые дробные производные. На
отрезке [0, 𝑇 ] рассмотрим уравнение (1), где

𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)=𝜓′
𝑖(𝑠)(𝜓𝑖(𝑡)−𝜓𝑖(𝑠))𝛼𝑖−1, 𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)=𝜓′

𝑖𝑗(𝑠)(𝜓𝑖𝑗(𝑡)−𝜓𝑖𝑗(𝑠))𝛼𝑖𝑗−1, (28)

функции 𝜓𝑖 и 𝜓𝑖𝑗 имеют непрерывные производные на [0, 𝑇 ], причём 𝜓′
𝑖(𝑡)> 0, 𝜓′

𝑖𝑗(𝑡)> 0,
𝑡∈ [0, 𝑇 ]. Очевидно, что это уравнение является, с одной стороны, стохастическим обобщением
уравнения (5), а с другой — превращается в уравнение из следствия 2, если положить
𝜓𝑖(𝑡)=𝜓𝑖𝑗(𝑡)= 𝑡.

Следствие 8. Пусть операторы 𝐹𝑖, 𝐺𝑖𝑗 удовлетворяют условиям 2), 3) теоремы 1, где

𝑞𝑖>max{𝛼−1
𝑖 , 1}, 𝑞𝑖𝑗 >max{(2𝛼𝑖𝑗−1)−1, 1}.

Тогда для любого 𝜅 ∈𝒟𝑛
𝑝 уравнение (1), где 𝐾𝑖 и 𝐾𝑖𝑗 определены формулами (28), имеет

единственное решение.
Доказательство. Необходимо проверить только выполнение условия 4) из теоремы 1

для

𝐶𝑖 := sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)‖
𝑞𝑖

𝑞𝑖−1 𝑑𝑠= sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

𝜓′
𝑖(𝑠)

𝑞𝑖(𝛼𝑖−1)

𝑞𝑖−1 (𝜓𝑖(𝑡)−𝜓𝑖(𝑠))
𝑞𝑖(𝛼𝑖−1)

𝑞𝑖−1 𝑑𝑠.

Если 𝛼𝑖⩾ 1, то 𝐶𝑖<∞ в силу непрерывности 𝐾𝑖 на множестве [0, 𝑇 ]× [0, 𝑇 ].
Предположим, что 0<𝛼𝑖< 1 и зафиксируем константу 𝑚> 0, для которой 𝜓′

𝑖(𝑠)⩾𝑚> 0,
𝑠∈ [0, 𝑇 ], 𝑖=1,𝑚, что гарантировано непрерывностью производных на этом отрезке. Тогда
𝜓′
𝑖(𝑡)/𝑚⩾ 1, так что

(︂
𝜓′
𝑖(𝑡)

𝑚

)︂𝑞𝑖(𝛼𝑖−1)

𝑞𝑖−1

⩽
𝜓′
𝑖(𝑡)

𝑚
и 𝐶𝑖⩽𝑚𝛽 sup

0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

𝜓′
𝑖(𝑠)(𝜓𝑖(𝑡)−𝜓𝑖(𝑠))

𝑞𝑖(𝛼𝑖−1)

𝑞𝑖−1 𝑑𝑠, 𝛽=
𝑞𝑖𝛼𝑖−2𝛼1+1

𝑞𝑖−1
.

Подстановка 𝑢=𝜓𝑖(𝑡)−𝜓𝑖(𝑠) позволяет вычислить интеграл, тогда

𝐶𝑖⩽ sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑚𝛽(𝑞𝑖−1)

𝑞𝑖(𝛼𝑖−1)+𝑞𝑖−1
(𝜓(𝑡)−𝜓(0))

𝑞𝑖(𝛼𝑖−1)

𝑞𝑖−1
+1

=
𝑚𝛽(𝑞𝑖−1)

𝑞𝑖𝛼𝑖−1
(𝜓(𝑇 )−𝜓(0))

𝑞𝑖𝛼𝑖−1

𝑞𝑖−1 <∞.

Аналогично показывается, что

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

‖𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)‖
2𝑞𝑖𝑗
𝑞𝑖𝑗−1 𝑑𝑠<∞.

Следствие доказано.
Следствие 8 обобщает теорему существования и единственности из статьи [11].
F*. Уравнения с последействием, включающие мультифракционные винеровские про-

цессы. Рассмотрим уравнение (1) на отрезке [0, 𝑇 ], где

𝐾𝑖(𝑡, 𝑠)=
1

Γ(𝜃𝑖(𝑡))
(𝑡−𝑠)𝜃𝑖(𝑡)−1 и 𝐾𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)= 𝑐𝑖𝑗(𝜃𝑖𝑗(𝑡))(𝑡−𝑠)𝜃𝑖𝑗(𝑡)−1/2, (29)

которое является обобщением как стохастического уравнения (6), так и детерминированного
уравнения (7).
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Следствие 9. Пусть 𝑐𝑖𝑗(𝑢) (𝑢>0), 𝜃𝑖(𝑡), 𝜃𝑖𝑗(𝑡) (𝑡∈ [0, 𝑇 ]) являются борелевскими ограни-
ченными скалярными функциями, причём 𝜃𝑖(𝑡)⩾𝛼𝑖, 𝜃𝑖𝑗(𝑡)⩾ 𝛿𝑖𝑗 > 0 для всех 𝑡∈ [0, 𝑇 ]. Пусть
операторы 𝐹𝑖, 𝐺𝑖𝑗 удовлетворяют условиям 2), 3) теоремы 1, где

𝑞𝑖>max{𝛼−1
𝑖 , 1}, 𝑞𝑖𝑗 >max{(2𝛿𝑖𝑗)−1, 1}.

Тогда для любого 𝜅 ∈𝒟𝑛
𝑝 уравнение (1), где 𝐾𝑖 и 𝐾𝑖𝑗 определены формулами (29), имеет

единственное решение.
Доказательство. Очевидно, что в условиях следствия функции 1/Γ(𝜃𝑖(𝑡)) и 𝑐𝑖𝑗(𝜃𝑖𝑗(𝑡))

являются ограниченными на отрезке [0, 𝑇 ]. Рассмотрим функции (𝑡−𝑠)𝜃𝑖(𝑡)−1 и (𝑡−𝑠)𝜃𝑖𝑗(𝑡)−1/2:

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)
𝑞𝑖(𝜃𝑖(𝑡)−1)

𝑞𝑖−1 𝑑𝑠= sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡𝛾𝑖(𝑡)

𝛾𝑖(𝑡)
⩽

𝑞𝑖−1

𝑞𝑖𝛼𝑖−1

(︁
sup

0⩽𝑡⩽𝑇
𝑡𝛾𝑖(𝑡)

)︁
<∞, 𝛾𝑖(𝑡)=

𝑞𝑖𝜃𝑖(𝑡)−1

𝑞𝑖−1
,

так как 𝑞𝑖𝜃𝑖(𝑡)−1⩾ 𝑞𝑖𝛼𝑖−1> 0 и

𝑞𝑖𝛼𝑖−1

𝑞𝑖−1
⩽ 𝛾𝑖(𝑡)⩽

1+𝑞𝑖 sup0⩽𝑡⩽𝑇 𝜃𝑖(𝑡)

𝑞𝑖−1
,

a 𝜃𝑖(𝑡) ограничены на отрезке [0, 𝑇 ]; аналогично

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑠)
2𝑞𝑖𝑗(𝜃𝑖𝑗(𝑡)−1/2)

𝑞𝑖𝑗−1 𝑑𝑠= sup
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑡𝛾𝑖𝑗

𝛾𝑖𝑗
⩽

𝑞𝑖𝑗−1

2𝑞𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗−1

(︁
sup

0⩽𝑡⩽𝑇
𝑡𝛾𝑖𝑗(𝑡)

)︁
<∞,

𝛾𝑖𝑗(𝑡)=
2𝑞𝑖𝑗𝜃𝑖𝑗(𝑡)−1

𝑞𝑖𝑗−1
,

поскольку 2𝑞𝑖𝑗𝜃𝑖𝑗(𝑡)−1⩾ 2𝑞𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗−1> 0,

2𝑞𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗−1

𝑞𝑖𝑗−1
⩽ 𝛾𝑖𝑗(𝑡)⩽

1+2𝑞𝑖𝑗 sup0⩽𝑡⩽𝑇 𝜃𝑖𝑗(𝑡)

𝑞𝑖𝑗−1
,

a 𝜃𝑖𝑗(𝑡) ограничены на отрезке [0, 𝑇 ]. Это завершает проверку условия 4) из теоремы 1.
Остальные условия теоремы 1 и следствия 9 одинаковы.

Следствие 9 формально не обобщает результат о существовании слабых решений для
уравнений, рассмотренных в статье [13], но распространяет теорему существования и един-
ственности на уравнения значительно более общего вида.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрен класс стохастических уравнений типа Гаммерштейна с сингуляр-
ными и несингулярными ядрами, включающий многие встречающиеся в литературе типы
дифференциальных и интегральных уравнений с дробными дифференциалами и последей-
ствием. Доказана теорема существования и единственности, которая обобщает известные
результаты для соответствующих частных классов уравнений.

В дальнейшем авторы планируют изучить вопрос о моментной непрерывности решений
уравнения вида (1), а также исследовать важные для приложений задачи стохастической
устойчивости для таких уравнений, используя развитый в работах [3, 20] подход, альтерна-
тивный методу функционалов Ляпунова–Разумихина.
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Cambridge Univ. Press, 1988. — 324 p.

18. Dai, X.J. Well-posedness and EM approximations for non–Lipschitz stochastic fractional integro–
differential equations / X.J. Dai, W.P. Bu, A.G. Xiao // J. Comp. Appl. Math. — 2019. — V. 356. —
P. 377–390.

19. On existence and continuity results of solution for multi-time scale fractional stochastic differential
equation / A. Alkhazzan, J. Wang, C. Tunc [et al.] // Qual. Th. Dynam. Sys. — 2023. — V. 22. —
Art. 49.

20. Кадиев, Р.И. Положительная обратимость матриц и устойчивость дифференциальных уравнений
Ито с запаздываниями / Р.И. Кадиев, А.В. Поносов // Дифференц. уравнения. — 2017. — T. 53,
№ 5. — С. 579–590.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 9 2024



1188 КАДИЕВ, ПОНОСОВ

EXISTENCE AND UNIQUENESS OF SOLUTIONS
OF NONLINEAR FUNCTIONAL INTEGRAL ITÔ EQUATIONS
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A new class of Itô integral equations is considered, which contains many classical problems, for example,
the Cauchy problem for differential equations of integer and fractional order with and without stochastic
perturbations, as well as some less known and little-studied types of equations that have been introduced
recently. The purpose of the study is to find sufficiently general conditions that guarantee the existence
and the uniqueness of solutions to such equations, taking into account their specific features. The article
therefore proposes to use a special generalized Lipschitz condition, which, due to its flexibility, allows one
to obtain effective solvability criteria in terms of the right-hand sides of equations. Numerous examples
are considered, covering in particular Itô differential equations of fractional order with aftereffect and
without aftereffect, equations with fractional Wiener processes, Itô equations with several time scales,
as well as their generalizations.

Keywords: stochastic equation, fractional derivative, aftereffect
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