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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим в области Ω= {(𝑥, 𝑦)∈R : 𝑎<𝑥<𝑏, 𝑦 <𝑇} уравнение

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+𝜆(𝑥)𝐷𝛼

−∞𝑦𝑢(𝑥, 𝑦)+𝜇(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝑓(𝑥, 𝑦), (1)

где

𝐷𝛼
−∞𝑦𝑢(𝑥, 𝑦)=

𝜕

𝜕𝑦

𝑦ˆ

−∞

(𝑦− 𝑡)−𝛼

Γ(1−𝛼)
𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡, 0<𝛼< 1,

— дробная производная Лиувилля [1, с. 85].
Одними из первых работ по решению уравнений с частными производными вида (1) были

статьи [2, 3]. В [4–11] исследованы краевые задачи для уравнений с различными видами
дробных производных как с постоянными, так и с переменными коэффициентами.

Ниже будем использовать обозначения

Ω𝑎= {(𝑥, 𝑦)∈R : 𝑎⩽𝑥< 𝑏, 𝑦 <𝑇}, Ω𝜀= {(𝑥, 𝑦)∈R : 𝑎<𝑥<𝑏−𝜀, 𝑦 <𝑇 −𝜀}.

Определение. Будем называть функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) регулярным решением уравнения (1) в
области Ω, если: 𝑢(𝑥, 𝑦)∈𝐶(Ω𝑎), функция 𝑢(𝑥, 𝑦) непрерывно дифференцируема по перемен-
ной 𝑥, а функция 𝐷𝛼−1

−∞𝑦𝑢(𝑥, 𝑦) — по переменной 𝑦 для всех (𝑥, 𝑦)∈Ω; (𝑅−𝑦)−𝛼𝑢(𝑥, 𝑦), как
функция переменной 𝑦, интегрируема на множестве 𝑦∈ (−∞, 𝑅), 𝑅<𝑇 , для любого 𝑥∈ (𝑎, 𝑏);
𝑢(𝑥, 𝑦) удовлетворяет уравнению (1) в Ω.
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Задача. В области Ω найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее усло-
вию

𝑢(𝑎, 𝑦)=𝜙(𝑦), 𝑦 <𝑇. (2)

Рассмотрим функцию

𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)= 𝑦𝜂−1𝜑

(︂
−𝛼, 𝜂,− 𝑥

𝑦𝛼

)︂
, 𝑥, 𝑦 > 0, (3)

где

𝜑(𝜉, 𝜂, 𝑧)=
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘!𝛤 (𝜉𝑘+𝜂)
, 𝜉 >−1,

— функция Райта [12, 13].
В данной работе будут использованы следующие свойства для функции (3) [11]:

𝜕𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
=−𝜔𝜂−𝛼(𝑥, 𝑦); (4)

𝐷𝛽
0𝑦𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)=𝜔𝜂−𝛽(𝑥, 𝑦), 𝛽 ∈R; (5)

|𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)|<𝐶𝑦𝜂−1 exp
{︀
−𝜌𝑥1/(1−𝛼)𝑦−𝛼/(1−𝛼)

}︀
, 𝐶 =𝐶(𝛼, 𝜂), 𝜌< (1−𝛼)𝛼𝛼/(1−𝛼); (6)

𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)> 0, 𝜂⩾ 0;

|𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)|<𝐶𝑥−𝜃𝑦𝜂+𝛼𝜃−1,

{︃
−1, −𝜂 ∈N∪{0},
0, −𝜂 ̸∈N∪{0},

𝐶 =𝐶(𝛼, 𝜂, 𝜃). (7)

Здесь и далее через 𝐶 обозначаются положительные постоянные, вообще говоря, различные,
при этом в скобках, в случае необходимости, указываются параметры, от которых зависит
их выбор.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть 𝜇(𝑥) ∈𝐶(𝑎, 𝑏)∩𝐿(𝑎, 𝑏), 𝜆(𝑥) ∈𝐿(𝑎, 𝑏), (𝜆(𝑥))−1 ∈𝐶(𝑎, 𝑏), 𝜆(𝑥)> 0 при
𝑥∈ (𝑎, 𝑏), 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓(𝑥, 𝑦)/(𝜆(𝑥))∈𝐿(Ω𝜀), 𝜙(𝑦)∈𝐿(−∞, 𝑇 −𝜀) и

lim
𝑅→−∞

sup
𝑥∈(𝑎,𝑏−𝜀)

𝑦<𝑅

|𝑢(𝑥, 𝑦)|=0 (8)

для любого достаточно малого числа 𝜀> 0.
Если 𝑢(𝑥, 𝑦) — регулярное решение задачи (1), (2), то оно представимо в виде

𝑢(𝑥, 𝑦)=

𝑦ˆ

−∞

𝜙(𝑡)𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡+

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑓(𝑞, 𝑡)𝐺0(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑞, (9)

где

𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)= 𝑒−
´ 𝑥
𝑞 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾𝜔𝜂

(︂ 𝑥ˆ

𝑞

𝜆(𝛾) 𝑑𝛾, 𝑦− 𝑡
)︂
. (10)

Доказательство. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) — регулярное решение уравнения (1). Сделаем замену

𝑢=𝜓(𝑥, 𝑦)𝑒−
´ 𝑥
𝑎 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾 . (11)
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Легко заметить, что подстановка (11) позволит избавиться от третьего слагаемого в
уравнении (1), при этом функция 𝜓(𝑥, 𝑦) будет регулярным решением нового уравнения.
В результате замены и введения обозначений

𝑧=

𝑥ˆ

𝑎

𝜆(𝑠) 𝑑𝑠+𝑎, 𝑎< 𝑧 <𝑎+

𝑏ˆ

𝑎

𝜆(𝑠) 𝑑𝑠,

𝜓(𝑧, 𝑦)=𝜓(𝑥(𝑧), 𝑦), 𝑓2(𝑧, 𝑦)= 𝑓(𝑥(𝑧), 𝑦)𝑒
´ 𝑥(𝑧)
𝑎 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾(𝜆(𝑥(𝑧)))−1

получим уравнение с постоянными коэффициентами

𝜕𝜓(𝑧, 𝑦)

𝜕𝑧
+
𝜕𝛼

𝜕𝑦𝛼
𝜓(𝑧, 𝑦)= 𝑓2(𝑧, 𝑦).

Из регулярности 𝑢(𝑥, 𝑦) следует регулярность 𝜓(𝑧, 𝑦) и

lim
𝑅→−∞

sup
𝑥(𝑧)∈(𝑎,𝑏−𝜀)

𝑦<𝑅

|𝜓(𝑧, 𝑦)|=0.

Заметим, что 𝜓(𝑎, 𝑦)=𝜙(𝑦).
В силу теоремы из [11] и обратной замены 𝑥(𝑠)= 𝑞, 𝑠=

´ 𝑞
𝑎 𝜆(𝛾) 𝑑𝛾+𝑎, регулярное решение

уравнения, полученного в результате подстановки (11), можно записать в виде

𝜓(𝑥, 𝑦)=

𝑦ˆ

−∞

𝜙(𝑡)𝜔0

(︂ 𝑥ˆ

𝑎

𝜆(𝛾) 𝑑𝛾, 𝑦− 𝑡
)︂
𝑑𝑡+

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑓(𝑞, 𝑡)𝑒
´ 𝑞
𝑎 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾𝜔0

(︂ 𝑥ˆ

𝑞

𝜆(𝛾)𝑑𝛾, 𝑦− 𝑡
)︂
𝑑𝑡 𝑑𝑞.

Возвращаясь к начальным обозначениям (11), получим (9). Теорема доказана.
Теорема 2. Существует не более одного регулярного решения задачи (1), (2) в классе

функций, удовлетворяющих условию (8).
Доказательство. Пусть 𝑢1(𝑥, 𝑦) и 𝑢2(𝑥, 𝑦) — два регулярных решения задачи (1), (2).

Тогда их разность 𝑣(𝑥, 𝑦)≡𝑢2(𝑥, 𝑦)−𝑢1(𝑥, 𝑦) является регулярным решением задачи

𝜕𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+𝜆(𝑥)𝐷𝛼

−∞𝑦𝑣(𝑥, 𝑦)+𝜇(𝑥)𝑣(𝑥, 𝑦)= 0,

𝑣(𝑎, 𝑦)=𝑢2(𝑎, 𝑦)−𝑢1(𝑎, 𝑦)= 0,

удовлетворяющим условию (8). В силу теоремы 1 это регулярное решение 𝑣(𝑥, 𝑦)≡0, откуда
следует, что 𝑢2(𝑥, 𝑦)≡𝑢1(𝑥, 𝑦). Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть 𝜙(𝑦)∈𝐶(−∞, 𝑇 )∩𝐿(−∞, 𝑇−𝜀), 𝑓(𝑥, 𝑦)∈𝐶(Ω𝑎)∩𝐿(Ω𝜀), 𝜇(𝑥)∈𝐶(𝑎, 𝑏)∩
∩𝐿(𝑎, 𝑏), 𝜆(𝑥)= (𝑥−𝑎)𝜁𝑔1(𝑥), 𝑔1(𝑥)∈𝐶[𝑎, 𝑏), 𝑔1(𝑥)> 0 для любого 𝑥∈ [𝑎, 𝑏), 𝜁 >−1,

lim
𝑦→−∞

(−𝑦)𝛿𝜙(𝑦)= 0, 𝛿 > 1−𝛼, (12)

и функция 𝑓(𝑥, 𝑦) представима в виде

𝑓(𝑥, 𝑦)=𝐷−𝜈
−∞𝑦𝑔(𝑥, 𝑦), 𝜈 >𝛼, (13)

где 𝑔(𝑥, 𝑦)∈𝐿(Ω𝜀), (𝑥−𝑎)−𝜎1𝑔(𝑥, 𝑦)∈𝐶(Ω𝑎) и

sup
{︀
(𝑥−𝑎)−𝜎1(𝑇 −𝑦)−𝜎2 |𝑔(𝑥, 𝑦)| : (𝑥, 𝑦)∈Ω𝜀

}︀
⩽𝐶(𝜀) (14)

для некоторых 𝜎1>𝜁, −𝜎2>𝜈+1 и любого достаточно малого числа 𝜀> 0.
Тогда функция 𝑢(𝑥, 𝑦), определённая равенством (9), является регулярным решением

задачи (1), (2).
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Доказательство. Рассмотрим функцию (10). Из условий теоремы следует, что 𝑔1(𝑥)⩾
⩾𝐶(𝜀)> 0 и

⃒⃒´ 𝑥
𝑎 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾

⃒⃒
<+∞ для любого 𝑥∈ [𝑎, 𝑏−𝜀], 𝜀> 0, откуда с учётом (7) получим

𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)⩽𝐶

(︂ 𝑥ˆ

𝑞

𝜆(𝛾) 𝑑𝛾

)︂−𝜃

(𝑦− 𝑡)𝜂+𝛼𝜃−1⩽𝐶(𝑞−𝑎+(𝑥−𝑞)𝜃1)−𝜁𝜃(𝑥−𝑞)−𝜃(𝑦− 𝑡)𝜂+𝛼𝜃−1, (15)

где 𝜃1= 𝜃1(𝑥, 𝑞), 𝜃1 ∈ (0, 1).
Если 𝑞= 𝑎, то

𝐺𝜂(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡)⩽𝐶(𝑥−𝑎)−𝜃(𝜁+1)(𝑦− 𝑡)𝜂+𝛼𝜃−1.

Введём обозначения

𝛷(𝑥, 𝑦)=

𝑦ˆ

−∞

𝜙(𝑡)𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡, 𝐹 (𝑥, 𝑦)=

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑓(𝑞, 𝑡)𝐺0(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑞,

𝐿(𝑢)=
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+𝜆(𝑥)𝐷𝛼

−∞𝑦𝑢(𝑥, 𝑦)+𝜇(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑦).

Используя (12)–(15), получаем

|𝛷(𝑥, 𝑦)|⩽𝐶

𝑦ˆ

−∞

(𝑇 − 𝑡)−𝛿𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡⩽𝐶(𝑇 −𝑦)−𝛿, (16)

|𝐹 (𝑥, 𝑦)|⩽𝐶

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

(𝑞−𝑎)𝜎1(𝑇 − 𝑡)𝜎2(𝑞−𝑎+(𝑥−𝑞)𝜃1)−𝜁𝜃(𝑥−𝑞)−𝜃(𝑦− 𝑡)𝜈+𝛼𝜃−1 𝑑𝑡 𝑑𝑞⩽

⩽𝐶(𝑥−𝑎)𝜎1−𝜃+1−𝜁𝜃(𝑇 −𝑦)𝜈+𝜎2+𝛼𝜃. (17)

Из (16) и (17) заключаем, что (𝑅−𝑦)−𝛼𝑢(𝑥, 𝑦)∈𝐿(−∞, 𝑅) как функция переменной 𝑦 для
любых 𝑥∈ (𝑎, 𝑏) и 𝑅<𝑇 .

Ввиду свойств (4), (5) имеем

𝜕𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
=−𝜇(𝑥)𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)−𝜆(𝑥)𝐺𝜂−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡),

𝐷𝛼
𝑦𝑡𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)=𝐷𝛼

𝑦𝑡𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)=𝐺𝜂−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡). (18)

Тогда с учётом
lim
𝑡→𝑦

𝜙(𝑡)𝐺1−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)= 0, 𝑦 <𝑇 −𝜀, 𝑥−𝑎⩾ 𝜀> 0,

запишем преобразование

𝐿(𝛷)=

𝑦ˆ

−∞

𝜙(𝑡)

(︂
𝜕𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
+𝜆(𝑥)𝐺−𝛼(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡)+𝜇(𝑥)𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡)

)︂
𝑑𝑡≡ 0.

Аналогично для функции 𝐹 (𝑥, 𝑦):

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)+

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑔(𝑞, 𝑡)
(︀
−𝜆(𝑥)𝐺𝜈−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)−𝜇(𝑥)𝐺𝜈(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡 𝑑𝑞,

𝜕𝛼𝐹 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝛼
=

𝜕

𝜕𝑦

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑔(𝑞, 𝑡)𝐷𝛼−1
𝑡𝑦 𝐺𝜈(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑞=

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑔(𝑞, 𝑡)𝐺𝜈−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑞.
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Здесь были использованы равенства, полученные на основании (7), (13) и (15):

lim
𝑡→𝑦−0

𝑥ˆ

𝑎

𝑔(𝑞, 𝑡)𝐺𝜈+1−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑞=0, 𝑥, 𝑦 ∈Ω𝜀,

lim
𝑞→𝑥−0

𝑦ˆ

−∞

𝑔(𝑞, 𝑡)𝐺𝜈(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡=

𝑦ˆ

−∞

𝑔(𝑥, 𝑡)
(𝑦− 𝑡)𝜈−1

𝛤 (𝜈)
𝑑𝑡= 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈Ω𝜀,

lim
𝑞→𝑥−0

𝐺𝜈(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)=
(𝑦− 𝑡)𝜈−1

𝛤 (𝜈)
, 𝑦− 𝑡⩾ 𝜀> 0, 𝑥< 𝑏−𝜀.

В результате получаем 𝐿(𝐹 )≡𝑓(𝑥, 𝑦), т.е. функция (9) является решением уравнения (1).
Проверим выполнение условия (2). Из неравенства (17) следует предельное соотношение

lim
𝑥→𝑎+0

𝐹 (𝑥, 𝑦)= 0, 𝑦 <𝑇.

Покажем, что
lim

𝑥→𝑎+0
𝛷(𝑥, 𝑦)=𝜙(𝑦). (19)

Для доказательства (19) рассмотрим выражение

𝛷(𝑥, 𝑦)=

(︂ 𝑦−𝜀ˆ

−∞

+

𝑦ˆ

𝑦−𝜀

)︂
[𝜙(𝑡)−𝜙(𝑦)]𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡+𝜙(𝑦)

𝑦ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡= 𝐼1+𝐼2+𝜙(𝑦)𝐼3.

Из оценок (6) и (15) вытекает, что lim𝑥→𝑎 𝐼1 = 0. Для интеграла 𝐼2 получим |𝐼2| ⩽
⩽ 𝐶 sup𝑡∈(𝑦−𝜀,𝑦) |𝜙(𝑡)−𝜙(𝑦)|, откуда из произвольности выбора 𝜀 и из непрерывности 𝜙(𝑡)
следует, что lim𝑥→𝑎 𝐼2=0. Для интеграла 𝐼3 с помощью (18) вычислим

lim
𝑥→𝑎+0

𝐼3= lim
𝑥→𝑎+0

𝑦ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡= lim
𝑥→𝑎+0

lim
𝑧→∞

𝐺1(𝑥, 𝑎, 𝑧, 0)= lim
𝑥→𝑎+0

𝑒−
´ 𝑥
𝑎 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾,=1.

Это подтверждает справедливость (19) и завершает доказательство теоремы.
Замечание. В условии (13), в отличие от аналогичного условия из работы [11] (см.

условие (21)), требуется представимость правой части 𝑓(𝑥, 𝑦) в виде дробного интеграла
лишь по одной переменной 𝑦. В этом смысле данное условие оказывается слабее условия
(21) из [11]. При этом меняются (немного усиливаются) требования к поведению функции
𝑔(𝑥, 𝑦) на границе области.
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BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR ONE DIFFERENTIAL EQUATION
WITH VARIABLE COEFFICIENTS

AND A FRACTIONAL LIOUVILLE DERIVATIVE
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A boundary value problem for an equation with variable coefficients containing a fractional Liouville
derivative for one of the variables with a beginning at minus infinity is considered. A representation
of the solution of the problem and sufficient conditions for its existence and uniqueness have been
obtained.

Keywords: partial fractional order differential equation, boundary value problem, fractional order deriva-
tive, Liouville derivative, Wright function.
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