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1. ВВЕДЕНИЕ. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ

Исследование целых (или мероморфных) решений для тех или иных классов уравне-
ний является традиционной задачей теории алгебраических дифференциальных уравнений.
При этом результатов (в отличие от линейных уравнений), описывающих (в том или ином
смысле) целые (мероморфные) решения каких-либо достаточно общих классов нелинейных
алгебраических дифференциальных уравнений, немного. К хорошо исследованным относят-
ся так называемые уравнения типа Брио–Буке, имеющие вид 𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑛)) = 0 при некотором
натуральном 𝑛 и многочлене 𝑃 с комплексными коэффициентами.

Существует гипотеза [1], что все мероморфные решения таких уравнений (при некоторых
условиях на 𝑃 ) лежат в классе 𝑊 , состоящем из рациональных функций, рациональных
функций от какой-либо экспоненты и эллиптических функций. Над доказательством этой
гипотезы работали многие математики (Ш. Эрмит, Э. Пикар, Ш. Брио и Ж.-К. Буке,
Э. Холле, Р. Кауфман, С. Бэнкс, А.Э. Ерёменко и другие). В 2009 г. гипотеза была доказана
А.Э. Ерёменко с соавторами [2] при произвольных 𝑛 для любых мероморфных функций,
имеющих хотя бы один полюс. Далее в статье [3] было показано, что при произвольном 𝑛
(при наличии некоторых ограничений на многочлен 𝑃 ) любое целое трансцендентное решение
уравнения 𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑛))= 0 является лорановским многочленом от некоторой экспоненты 𝑒𝛼𝑧.

Разработанная в [4] техника позволила описать целые решения и для обобщённых урав-
нений типа Брио–Буке — уравнений вида 𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑛))+𝑄(𝑧, 𝑦, . . . , 𝑦(𝑛)) = 0. Было показано,
что при некоторых условиях на многочлены 𝑃 , 𝑄 все целые решения здесь также явля-
ются квазимногочленами. В доказательстве этого утверждения существенно использовалось
то, что 𝑛 одно и то же в 𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑛)) и в 𝑄(𝑧, 𝑦, . . . , 𝑦(𝑛)). Однако оказалось, что это усло-
вие “одинаковости 𝑛” не является существенным, а именно, для класса уравнений вида
𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑙))+𝑄(𝑧, 𝑡, . . . , 𝑦(𝑛)) = 0 при произвольных 𝑙, 𝑛 ∈ N (и аналогичных ограничениях на
многочлены 𝑃 , 𝑄) все целые решения также являются квазимногочленами. Доказательству
этого факты посвящена данная статья.
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Отметим, что для более общих уравнений вида 𝑃 (𝑦(𝑘), 𝑦(𝑙))+𝑄(𝑧, 𝑡, . . . , 𝑦(𝑛))=0 при про-
извольных натуральных 𝑘, 𝑙, 𝑛 (с аналогичными ограничениями на 𝑃 , 𝑄) вопрос описания
целых решений пока остаётся открытым (возможно, что здесь целые решения квазимного-
членами уже не исчерпываются).

В дальнейшем, как обычно, через N и C обозначаются множества натуральных и ком-
плексных чисел; через C[𝑡0, . . . , 𝑡𝑚] — кольцо многочленов над множеством C от переменных
𝑡0, . . . , 𝑡𝑚.

Пусть 𝑓(𝑧) : C→C — целая функция. Тогда её порядок 𝜌 определяется формулой

𝜌= lim
𝑅→+∞

ln(ln𝑀𝑓 (𝑅))

ln𝑅
,

где 𝑀𝑓 (𝑅) =max|𝑧|=𝑅 |𝑓(𝑧)|. Если 𝜌<+∞, то 𝑓(𝑧) называется функцией конечного порядка
[5, гл. 1].

Основным результатом данной статьи является доказательство следующей теоремы.
Теорема. Пусть 𝑙, 𝑛, 𝑑 — натуральные числа; 𝑃 ∈C[𝜔0, 𝜔𝑙]; 𝑄∈C[𝑧, 𝜔0, . . . , 𝜔𝑛], причём:
1) 𝑃 =

∏︀𝑑
𝑗=1(𝜔𝑙−𝛼𝑗𝜔0), где все 𝛼𝑗 ∈C и 𝛼𝑖 ̸=𝛼𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗;

2) степень многочлена 𝑄 по совокупности переменных {𝜔0, . . . , 𝜔𝑛} не превосходит 𝑑−1.
Пусть 𝑦= 𝑓(𝑧) — целая функция, являющаяся решением дифференциального уравнения

𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑙))+𝑄(𝑧, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑛))= 0. (1)

Тогда либо 𝑓(𝑧) — многочлен из C[𝑧], либо 𝑓(𝑧) — квазимногочлен, т.е.

𝑓(𝑧)=

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑇𝑗(𝑧)𝑒
𝛽𝑗𝑧,

где 𝑀 ∈N, 𝑇𝑗(𝑧)∈C[𝑧], 𝛽𝑗 ∈C, 𝑗=1,𝑀 .

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Лемма 1. Если целая функция 𝑦= 𝑓(𝑧) удовлетворяет уравнению (1), то 𝑓(𝑧) — целая
функция конечного порядка.

Доказательство. Для любого монома вида 𝐼≡𝑎(𝑧)𝜔𝑗0
0 . . . 𝜔

𝑗𝑡
𝑡 (где 𝑎(𝑧)∈C[𝑧]) определим

его степень deg 𝐼 = 𝑗0+ . . .+𝑗𝑡 и норму ‖𝐼‖= 𝑗0+2𝑗1+ . . .+(𝑡+1)𝑗𝑡. Для любого многочлена
𝐻 =

∑︀
𝑙 𝐼𝑙, где 𝐼𝑙 — мономы, определим его главную часть как совокупность мономов из

{𝐼𝑙}, у которых степень deg 𝐼 максимальна. Далее, из главной части отберём те мономы
𝐼, у которых норма ‖𝐼‖ максимальна. Обозначим получившееся множество мономов через
𝐵(𝐻). Пусть

𝐵(𝐻)=
{︀
𝐼𝑞 = 𝑎𝑞(𝑧)𝜔

𝑗0,𝑞
0 . . . 𝜔

𝑗𝑡,𝑞
𝑡 , 𝑎𝑞(𝑧)∈C[𝑧]

}︀
.

Будем называть многочлен правильным, если
∑︀

𝐼𝑞∈𝐵(𝐻) 𝑎𝑞(𝑧) ̸=0.
Доказано [6, теорема С], что если целая функция 𝑦= 𝑓(𝑧) удовлетворяет дифференци-

альному уравнению вида 𝐻(𝑧, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑡))=0, где 𝐻 — правильный многочлен, то 𝑓(𝑧) —
целая функция конечного порядка. Рассмотрим многочлен 𝐻=𝑃 (𝜔0, 𝜔𝑙)+𝑄(𝑧, 𝜔0, . . . , 𝜔𝑛) из
условия теоремы, который является правильным.

Действительно, в силу условий теоремы множество 𝐵(𝐻) в данном случае состоит только
из одного монома 𝐼 =𝜔𝑑

𝑙 . Таким образом, утверждение леммы верно.
Лемма 2. Пусть 𝜙(𝑧) — целая функция порядка 𝜌 < +∞ и 𝑀 ∈ N. Тогда найдутся

числа 𝑅0 и 𝛿, зависящие от 𝑀 и 𝜙(𝑧), такие, что при любых 𝑅 > 𝑅0 в кольце 𝐶𝑅 =
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={2𝑅⩽ |𝑧|⩽3𝑅} можно выбрать конечное множество 𝐵𝑅 кругов с общей суммой радиусов
не более 2𝑀2𝑅1/2 так, что при всяком 𝑧 ∈𝐶𝑅∖𝐵𝑅 и любом 𝑗 ∈ {0, 1, . . . ,𝑀} справедливо
неравенство ⃒⃒⃒⃒

𝜙(𝑗)(𝑧)

𝜙(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝛿𝑅𝜌𝑀 .

Замечание 1. Утверждение леммы 2 вытекает из следствия 1 к лемме 4 [3, с. 203] при
𝜀=1/2, 𝐻 =𝑅1/2.

Лемма 3. Пусть 𝑅>0; 𝐿∈N; 𝐶𝑅={2𝑅⩽ |𝑧|⩽3𝑅}; 𝐵𝑅 — конечное множество замкну-
тых кругов с общей суммой радиусов не более 2𝐿2𝑅1/2, причём 𝐵𝑅 ⊂𝐶𝑅. Тогда найдётся
постоянная 𝑅0>0 (зависящая от 𝐿) такая, что при всяком 𝑅>𝑅0 найдётся 𝑅1∈ [2𝑅, 3𝑅]
такое, что окружность 𝛾𝑅1 = {𝑧 : |𝑧|=𝑅1} не пересекается с множеством 𝐵𝑅.

Замечание 2. Утверждение леммы 3 следует из леммы 5 [3, с. 204] при 𝐻 =𝑅1/2.
Лемма 4. Пусть 𝜙(𝑧) — функция конечного порядка 𝜌; 𝐿 ∈N. Тогда найдутся числа

𝑅0, 𝛿 > 0 (зависящие только от 𝜙(𝑧) и 𝐿) такие, что при каждом 𝑅 >𝑅0 существует
число 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅] с условием: при любых 𝑗=0, 𝐿 и 𝑧 ∈C, |𝑧|=𝑅1, справедлива оценка⃒⃒⃒⃒

𝜙(𝑗)(𝑧)

𝜙(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝛿𝑅𝜌𝐿.

Замечание 3. Утверждение леммы 4 вытекает из лемм 2 и 3.
Лемма 5. Пусть целая функция 𝑦= 𝑓(𝑧) является решением уравнения (1). Тогда най-

дутся постоянные 𝛾1, 𝛾2> 0 (не зависящие от 𝑅) такие, что при любом 𝑅>𝛾1 найдётся
число 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅] такое, что при всяком 𝑧 с условием |𝑧|=𝑅1 справедлива оценка

𝑑∏︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽

𝑅𝛾2

|𝑓(𝑧)|
.

Доказательство. Применим лемму 4 с 𝐿=max{𝑙, 𝑛}. Тогда при всех достаточно больши́х
𝑅 найдётся 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅] такое, что при всех натуральных 𝑗⩽𝐿 выполняется неравенство

max
|𝑧|=𝑅1

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑗)(𝑧)

𝑓(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝛿𝑅𝜌𝐿, (2)

где 𝛿 не зависит от 𝑅. Пусть (см. уравнение (1))

𝑄(𝑧, 𝜔0, . . . , 𝜔𝑛)=
∑︁

𝑗0+...+𝑗𝑛⩽𝑑−1

𝑎𝑗̄(𝑧)𝜔
𝑗0
0 . . . 𝜔𝑗𝑛

𝑛 ,

где 𝑎𝑗̄(𝑧) — многочлены степени не выше ℎ, причём максимум модулей коэффициентов у
них не превосходит 𝐵.

Пусть 𝑧 ∈C и |𝑧|=𝑅1. Разделим обе части уравнения (1) на (𝑓(𝑧))𝑑. Тогда с учётом (2)
получим

𝑑∏︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑑𝑑+1𝐵(3𝑅)ℎ𝛿𝑅𝜌𝐿(𝑑−1) 1

|𝑓(𝑧)|

или
𝑑∏︁

𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽

𝑅𝛾2

|𝑓(𝑧)|
,

где 𝛾2 не зависит от 𝑅. Таким образом, лемма доказана.
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Лемма 6. Пусть 𝑓(𝑧) — целая функция, удовлетворяющая уравнению (1). Тогда най-
дутся числа 𝑅0 и 𝑚 (зависящие только от 𝑓(𝑧) и многочленов 𝑃 , 𝑄 из уравнения (1))
такие, что при всяком 𝑅>𝑅0 найдётся число 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅] такое, что при любом 𝑧 ∈C,
|𝑧|=𝑅1, имеется число 𝛼(𝑧)∈{𝛼1, . . . , 𝛼𝑑}, удовлетворяющее условию

|𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼(𝑧)𝑓(𝑧)|<𝑅𝑚. (3)

Доказательство. По лемме 5 при достаточно большом 𝑅>𝑅0 найдётся 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅]
такое, что при любом 𝑧 ∈C, |𝑧|=𝑅1, имеет место оценка

𝑑∏︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽

𝑅𝛾
2

|𝑓(𝑧)|
, (4)

где 𝛾2 зависит только от 𝑓(𝑧), уравнения (1) и не зависит от 𝑅.
Считаем также, что 𝑅0 столь велико, что

min
𝑖,𝑗

|𝛼𝑖−𝛼𝑗 |⩾ 10𝑅
−𝛾2/𝑑
0 . (5)

Зафиксируем произвольное 𝑧 ∈C, |𝑧|=𝑅1. Возможны два случая.
1. |𝑓(𝑧)|⩽𝑅2𝛾2 . Тогда по лемме 4 найдём, что |𝑓 (𝑙)(𝑧)|⩽ 𝛿𝑅𝜌𝐿𝑅2𝛾2 , откуда при любом

𝑗=1, 𝑑 следует оценка

|𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼𝑗𝑓(𝑧)|⩽ (1+max
𝑗

|𝛼𝑗 |)(1+𝛿)𝑅𝜌𝐿+2𝛾2 .

Тогда, выбрав 𝑚 так, чтобы (1+max𝑗 |𝛼𝑗 |)(1+ 𝛿)𝑅𝜌𝐿+2𝛾2 <𝑅𝑚, утверждение леммы будет
выполняться.

2. |𝑓(𝑧)|>𝑅2𝛾2 . Пусть 𝑗0 таково, что

min
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗0

⃒⃒⃒⃒
.

Тогда из (4) найдём ⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗0

⃒⃒⃒⃒
⩽

(︂
𝑅𝛾2

|𝑓(𝑧)|

)︂1/𝑑
⩽𝑅−𝛾2/𝑑.

Далее с учётом оценки (5) получим соотношения
𝑑∏︁

𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩾

𝑑∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

(︂
|𝛼𝑗−𝛼𝑗0|−

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗0

⃒⃒⃒⃒)︂
⩾

𝑑∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

(|𝛼𝑗−𝛼𝑗0|−𝑅−𝛾2/𝑑)⩾

⩾
𝑑∏︁

𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

(|𝛼𝑗−𝛼𝑗0|−𝑅−𝛾2/𝑑
0 )⩾

(︂
9

10

)︂𝑑 𝑑∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

|𝛼𝑗−𝛼𝑗0|.

Поэтому из (4) имеем ⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽

𝑅𝛾
2

|𝑓(𝑧)|
𝛾3,

где

𝛾3=

(︂
9

10

)︂𝑑 𝑑∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

|𝛼𝑗−𝛼𝑗0|.

Но тогда |𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼𝑗0|⩽𝑅𝑚 (здесь 𝑚∈N такое, что 𝛾3𝑅𝛾2<𝑅𝑚). Таким образом, утверждение
леммы и в этом случае верно.
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3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

По лемме 6 существует число 𝑀 ∈N такое, что при всех достаточно больши́х 𝑅>𝑅0

найдётся 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅] такое, что при всяком 𝑧 ∈ C, |𝑧|=𝑅1, и при некотором 𝛼≡ 𝛼(𝑧) ∈
∈{𝛼1, . . . , 𝛼𝑑} справедливо неравенство

|𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼𝑓(𝑧)|<𝑅𝑀 . (6)

Далее будем обозначать через 𝛾𝑖 постоянные, не зависящие от 𝑅. Зафиксируем произволь-
ное 𝑧 такое, что |𝑧|=𝑅1. Применив лемму 4 к 𝜙(𝑧)= 𝑓 (𝑙)(𝑧)+𝛼𝑓(𝑧), найдём, что

|𝑓 (2𝑙)(𝑧)−𝛼𝑓 (𝑙)(𝑧)|<𝛾1𝑅𝑙𝑀 ,

откуда

|𝑓 (2𝑙)(𝑧)−𝛼𝑓 (𝑙)(𝑧)|= |𝑓 (2𝑙)(𝑧)−𝛼𝑓 (𝑙)(𝑧)+𝛼𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼2𝑓(𝑧)|⩽

⩽ |𝑓 (2𝑙)(𝑧)−𝑓 (𝑙)(𝑧)|+ |𝛼| |𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼𝑓(𝑧)|⩽ 𝛾2𝑅
𝑙𝑀 .

Рассуждая далее аналогично, получаем, что при всех 𝑘=1, 𝑑 справедливы оценки

|𝑓 (𝑘𝑙)(𝑧)−𝛼𝑘𝑓(𝑧)|<𝑅𝛾2

с некоторой постоянной 𝛾2> 0.
Пусть 𝑃 (𝑡)= (𝑡−𝛼1) . . . (𝑡−𝛼𝑛)= 𝑡𝑑+𝛽𝑑−1𝑡

𝑑−1+ . . .+𝛽0. Положим

𝐿(𝑓)= 𝑓 (𝑑𝑙)+𝛽𝑑−1𝑓
((𝑑−1)𝑙)+ . . .+𝛽1𝑓

(𝑙)+𝛽0𝑓.

Тогда с учётом (6) имеет место оценка

|(𝑓 (𝑑𝑙)−𝛼𝑑𝑓)+𝛽𝑑−1(𝑓
((𝑑−1)𝑙)−𝛼𝑑−1𝑓)+ . . .+𝛽1(𝑓

(𝑙)−𝛼𝑓)+𝛽0(𝑓−𝑓)|= |𝐿(𝑓)−𝑃 (𝛼)𝑓 |=

= |𝐿(𝑓)|⩽𝑅𝛾2(1+ |𝛽𝑑−1|+ . . .+ |𝛽0|)⩽𝑅𝛾3
1

с некоторой постоянной 𝛾3> 0.
Итак, получили, что при любом 𝑅>𝑅0 найдётся 𝑅1∈ [2𝑅, 3𝑅] такое, что для всякого 𝑧∈C

с условием |𝑧|=𝑅1 выполняется неравенство |𝐿(𝑓(𝑧))|⩽𝑅𝛾3
1 , где постоянная 𝛾3 не зависит

от 𝑅. Но 𝐿(𝑓(𝑧)) — целая функция, поэтому (см., например, [5, гл. 1]) 𝐿(𝑓(𝑧)) = 𝑞(𝑧),
где 𝑞(𝑧) — некоторый многочлен. Но тогда 𝑓(𝑧) является квазимногочленом, т.е. 𝑓(𝑧) =
=
∑︀

𝑖 ℎ𝑖(𝑧)𝑒
𝛿𝑖𝑧 при некоторых {ℎ𝑖(𝑧)}∈C[𝑧] и {𝛿𝑖}∈C. Теорема доказана.
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