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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть 𝐷 =𝐷+∪𝐷−∪ 𝐼 — область комплексной плоскости C = {𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦}, где 𝐷+ —
полуплоскость 𝑦> 0, 𝐷− — конечная область полуплоскости 𝑦< 0, ограниченная характери-
стиками уравнения

(sign 𝑦)|𝑦|𝑚𝑢𝑥𝑥+𝑢𝑦𝑦+
𝛼0

|𝑦|1−𝑚/2
𝑢𝑥+

𝛽0
𝑦
𝑢𝑦 =0, (1)

исходящими из точек 𝐴(−1, 0) и 𝐵(1, 0), и отрезком 𝐴𝐵 прямой 𝑦 = 0. Через 𝐶0 и 𝐶1,
соответственно, обозначим точки пересечения характеристик 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 с характеристиками,
исходящими из точки 𝐸(𝑐, 0), где 𝑐∈(−1, 1). Действительные параметры 𝑚, 𝛼0 и 𝛽0 уравнения
(1) удовлетворяют условиям 𝑚> 0, |𝛼0|< (𝑚+2)/2, −𝑚/2<𝛽0< 1.

Отметим, что многие свойства решений уравнения (1) существенно зависят от числовых
параметров 𝛼0 и 𝛽0 при его младших членах. На плоскости параметров 𝛼0 и 𝛽0 рассмат-
ривается треугольник 𝐴*

0𝐵
*
0𝐶

*
0 , ограниченный прямыми

𝐴*
0𝐶

*
0 : 𝛽0+𝛼0=−𝑚/2, 𝐵*

0𝐶
*
0 : 𝛽0−𝛼0=−𝑚/2, 𝐴*

0𝐵
*
0 : 𝛽0=1,

и в зависимости от положения точки 𝑃 (𝛼0, 𝛽0) в этом треугольнике формулируются и
исследуются задачи для уравнения (1).

Рассмотрим случай, когда 𝑃 (𝛼0, 𝛽0)∈Δ𝐸*
0𝐶

*
0𝐵

*
0 ∪𝐸*

0𝐶
*
0 , где 𝐸*

0 =𝐸*
0(0, 1).

В работе [1] в конечной области была исследована задача с условием Бицадзе–Самарского
[2] на граничной характеристике 𝐴𝐶 и на параллельной ей внутренней характеристике 𝐸𝐶0.
В настоящей статье исследуется задача, в которой условие Бицадзе–Самарского задаётся на
части 𝐴𝐶0 граничной характеристики 𝐴𝐶 и на параллельной ей внутренней характеристи-
ке 𝐸𝐶1, т.е. часть 𝐶0𝐶 граничной характеристики 𝐴𝐶 освобождена от условия Бицадзе–
Самарского, и это недостающее нелокальное условие заменено условием Франкля [3–7] на
отрезке вырождения 𝐴𝐵.
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Пусть 𝐷+
𝑅 — конечная область, отсекаемая от полуплоскости 𝐷+ дугой нормальной

кривой 𝜎𝑅 с концами в точках 𝐴𝑅 =𝐴𝑅(−𝑅, 0), 𝐵𝑅 =𝐵𝑅(𝑅, 0):

𝜎𝑅: 𝑥2+4(𝑚+2)−2𝑦𝑚+2=𝑅2, −𝑅⩽𝑥⩽𝑅, 0⩽ 𝑦⩽ ((𝑚+2)𝑅/2)2/(𝑚+2).

Введём обозначения: 𝐼 = {(𝑥, 𝑦) : −1<𝑥< 1, 𝑦= 0}, 𝐼 = {(𝑥, 𝑦) : −1⩽ 𝑥⩽ 1, 𝑦= 0}, 𝐼1 =
= {(𝑥, 𝑦) : −∞<𝑥⩽−1, 𝑦=0}, 𝐼2= {(𝑥, 𝑦) : 1⩽𝑥<+∞, 𝑦=0}.

Введём линейные функции 𝑝(𝑥) = 𝑎𝑥− 𝑏 и 𝑞(𝑥) = 𝑎− 𝑏𝑥, отображающие отрезок [−1, 1]
на отрезки [−1, 𝑐] и [𝑐, 1] соответственно, причём 𝑝(−1) =−1, 𝑝(1) = 𝑐, 𝑞(−1) = 1, 𝑞(1) = 𝑐,
𝑎=(1+𝑐)/2, 𝑏=(1−𝑐)/2 [8].

Задача. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷𝑅)∩𝐶2(𝐷+), удовлетворяющую уравнению (1)
в 𝐷𝑅 и следующим условиям:

1) 𝑢(𝑥, 𝑦) является обобщённым решением из класса 𝑅1(𝐷
−) [9, c. 104; 10, c. 35];

2) имеет место условие сопряжения

lim
𝑦→−0

(−𝑦)𝛽0
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= lim

𝑦→+0
𝑦𝛽0

𝜕𝑢

𝜕𝑦
, 𝑥∈ 𝐼, (2)

причём пределы в (2) при 𝑥 = ±1 могут иметь особенности порядка ниже 1−𝛼−𝛽, где
𝛼=(𝑚+2(𝛽0+𝛼0))/(2(𝑚+2)), 𝛽=(𝑚+2(𝛽0−𝛼0))/(2(𝑚+2)), 𝛼> 0, 𝛽 > 0, 𝛼+𝛽 < 1;

3) выполняется равенство
lim

𝑅→+∞
𝑢(𝑥, 𝑦)= 0, (3)

где 𝑅2=𝑥2+4(𝑚+2)−2𝑦𝑚+2;
4) справедливы краевые условия

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝑦=0=𝜙𝑖(𝑥), 𝑥∈ 𝐼𝑖, 𝑖=1, 2; (4)

𝜇0(1+𝑥)
𝛼𝐷1−𝛽

−1,𝑥𝑢[𝜃(𝑝(𝑥))] =𝜇1(1−𝑥)𝛼𝐷1−𝛽
𝑥,1 𝑢[𝜃

*(𝑞(𝑥))]+𝜓(𝑥), 𝑥∈ 𝐼; (5)

𝑢(𝑝(𝑥), 0)−𝑢(𝑞(𝑥), 0)= 𝑓(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (6)

где 𝜇0, 𝜇1 — некоторые постоянные, причём 𝜇20+𝜇
2
1 ̸=0; 𝐷1−𝛽

−1,𝑥, 𝐷
1−𝛽
𝑥,1 — операторы диффе-

ренцирования дробного порядка [9, c. 16];

𝜃(𝑥0)=
𝑥0−1

2
− 𝑖
[︂
𝑚+2

4
(1+𝑥0)

]︂2/(𝑚+2)

, 𝑥0 ∈ [−1, 𝑐],

— аффикс точки пересечения характеристики 𝐴𝐶0 с характеристикой, исходящей из точки
𝑀0(𝑥0, 0), 𝑥0 ∈ [−1, 𝑐];

𝜃*(𝑥0)=
𝑥0+𝑐

2
− 𝑖
[︂
𝑚+2

4
(𝑥0−𝑐)

]︂2/(𝑚+2)

, 𝑥0 ∈ [𝑐, 1],

— аффикс точки пересечения характеристики 𝐸𝐶1 с характеристикой, исходящей из точ-
ки 𝑀0(𝑥0, 0), 𝑥0 ∈ [𝑐, 1]; 𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝑓(𝑥) — заданные функции, причём 𝜙1(−1) = 0,
𝜙2(1) = 0, 𝜙1(−∞) = 0, 𝜙2(+∞) = 0, 𝑓(1) = 0, 𝜓(𝑥) ∈𝐶(𝐼)∩𝐶1(𝐼), 𝑓(𝑥) ∈𝐶(𝐼)∩𝐶1(𝐼), функ-
ции 𝜙𝑖(𝑥) непрерывно дифференцируемы на любых отрезках [−𝑁,−1], [1, 𝑁 ] и для доста-
точно больших |𝑥| удовлетворяют неравенству |𝜙𝑖(𝑥)|⩽𝑀 |𝑥|−𝛿0 , где 𝛿0 — положительная
постоянная.
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Заметим, что условие Бицадзе–Самарского (5) задаётся на части 𝐴𝐶0 (где 𝜃(𝑝(𝑥))∈𝐴𝐶0)
граничной характеристики 𝐴𝐶 и на внутренней характеристике 𝐸𝐶1 (где 𝜃*(𝑞(𝑥))∈𝐸𝐶1),
а (6) (где −1⩽𝑝(𝑥)⩽ 𝑐, 𝑐⩽ 𝑞(𝑥)⩽1) является условием типа Франкля на промежутках [−1, 𝑐]
и [𝑐, 1] отрезка вырождения 𝐴𝐵. Обозначим 𝑢(𝑥, 0)= 𝜏(𝑥), тогда условие (6) примет вид

𝜏(𝑝(𝑥))−𝜏(𝑞(𝑥))= 𝑓(𝑥), 𝑥∈ 𝐼. (7)

Решение уравнения (1) в области 𝐷−, удовлетворяющее начальным условиям типа Коши

𝑢(𝑥,−0)= 𝜏(𝑥), 𝑥∈ 𝐼; lim
𝑦→−0

(−𝑦)𝛽0
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝜈(𝑥), 𝑥∈ 𝐼,

определяется формулой Дарбу [10, c. 34]:

𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝛾1

1ˆ

−1

𝜏

[︂
𝑥+

2𝑡

𝑚+2
(−𝑦)

𝑚+2
2

]︂
(1− 𝑡)𝛼−1(1+ 𝑡)𝛽−1 𝑑𝑡+

+𝛾2(−𝑦)1−𝛽0

1ˆ

−1

𝜈

[︂
𝑥+

2𝑡

𝑚+2
(−𝑦)

𝑚+2
2

]︂
(1− 𝑡)−𝛽(1+ 𝑡)−𝛼 𝑑𝑡,

где

𝛾1=
Γ(𝛼+𝛽)21−𝛼−𝛽

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
, 𝛾2=− Γ(2−𝛼−𝛽)2𝛼+𝛽−1

(1−𝛽0)Γ(1−𝛼)Γ(1−𝛽)
.

Вычислим

𝑢[𝜃(𝑝(𝑥))] = 𝛾1

(︂
1+𝑥

2

)︂1−𝛼−𝛽

Γ(𝛼)𝐷−𝛼
−1,𝑥(1+𝑥)

𝛽−1𝜏(𝑝(𝑥))+

+𝛾2

(︂
𝑚+2

2

)︂1−𝛼−𝛽

𝑎1−𝛼−𝛽Γ(1−𝛽)𝐷𝛽−1
−1,𝑥(1+𝑥)

−𝛼𝜈(𝑝(𝑥)), (8)

𝑢[𝜃*(𝑞(𝑥))] = 𝛾1

(︂
1−𝑥
2

)︂1−𝛼−𝛽

Γ(𝛼)𝐷−𝛼
𝑥,1 (1−𝑥)

𝛽−1𝜏(𝑞(𝑥))+

+𝛾2

(︂
𝑚+2

2

)︂1−𝛼−𝛽

𝑏1−𝛼−𝛽Γ(1−𝛽)𝐷𝛽−1
𝑥,1 (1−𝑥)−𝛼𝜈(𝑞(𝑥)). (9)

С учётом (8) и (9) найдём производные дробного порядка

𝐷1−𝛽
−1,𝑥𝑢[𝜃(𝑝(𝑥))] = 𝛾1

(︂
1

2

)︂1−𝛼−𝛽

Γ(𝛼)(1+𝑥)−𝛼𝐷1−𝛼−𝛽
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))+

+𝛾2

(︂
𝑚+2

2

)︂1−𝛼−𝛽

𝑎1−𝛼−𝛽Γ(1−𝛽)(1+𝑥)−𝛼𝜈(𝑝(𝑥)), (10)

𝐷1−𝛽
𝑥,1 𝑢[𝜃

*(𝑞(𝑥))] = 𝛾1

(︂
1

2

)︂1−𝛼−𝛽

Γ(𝛼)(1−𝑥)−𝛼𝐷1−𝛼−𝛽
𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))+

+𝛾2

(︂
𝑚+2

2

)︂1−𝛼−𝛽

𝑏1−𝛼−𝛽Γ(1−𝛽)(1−𝑥)−𝛼𝜈(𝑞(𝑥)). (11)
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Теперь в силу (10) и (11) из условия (5) получим

𝑎1−𝛼−𝛽𝜈(𝑝(𝑥))−𝑏1−𝛼−𝛽𝜈(𝑞(𝑥))=

= 𝛾
[︀
𝜇0𝐷

1−𝛼−𝛽
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))−𝜇1𝐷1−𝛼−𝛽

𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))
]︀
+Ψ1(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (12)

где Ψ1(𝑥)= (1−𝑥2)𝛼𝜓(𝑥)/𝛾2((𝑚+2)/2)1−𝛼−𝛽Γ(1−𝛽).
Равенство (12) является первым функциональным соотношением между неизвестными

функциями 𝜏(𝑥) и 𝜈(𝑥), привнесённым на интервал 𝐼 оси 𝑦=0 из области 𝐷−.

2. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Теорема 1. Пусть 𝜙1(𝑥)≡ 0, 𝜙2(𝑥)≡ 0, 𝜓(𝑥)≡ 0, 𝑓(𝑥)≡ 0,

𝜇0> 0, 𝜇1< 0, (13)

тогда решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи достигает своих наибольшего положительного значения (НПЗ)
и наименьшего отрицательного значения (НОЗ) в области 𝐷

+
𝑅 на кривой 𝜎𝑅.

Доказательство. В силу принципа Хопфа [11, c. 25] решение 𝑢(𝑥, 𝑦) своих НПЗ и НОЗ
во внутренних точках (𝑥0, 𝑦0) области 𝐷+

𝑅 не достигает.
Допустим, что функция 𝑢(𝑥, 𝑦) достигает своего НПЗ в области 𝐷̄+

𝑅 в некоторой внут-
ренней точке (𝑥0, 0) отрезка 𝐴𝐵. Здесь рассмотрим два случая возможного расположения
точки 𝑥0.

1. Пусть 𝑥0 ∈ (−1, 𝑐], 𝑥0= 𝑝(𝜉0). Тогда в силу соответствующего однородного условия (7)
(𝑓(𝑥)≡ 0) решение 𝑢(𝑥, 𝑦) достигает своего НПЗ в двух точках: (𝑝(𝜉0), 0) и (𝑞(𝜉0), 0). Сле-
довательно, в этих точках 𝜈(𝑝(𝜉0))< 0, 𝜈(𝑞(𝜉0))< 0 [10, c. 74]. Отсюда с учётом (13) имеем

𝜇0𝑎
1−𝛼−𝛽𝜈(𝑝(𝜉0))−𝜇1𝑏1−𝛼−𝛽𝜈(𝑞(𝜉0))< 0, 𝜉0 ∈ 𝐼. (14)

C другой стороны, хорошо известно, что для операторов дробного дифференцирования в точке
положительного максимума функции 𝜏(𝑥) имеют место неравенства 𝐷1−𝛼−𝛽

−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))|𝑥=𝑥0 > 0,
𝐷1−𝛼−𝛽

𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))|𝑥=𝑥0 > 0, тогда в силу (13)

𝜇0𝐷
1−𝛼−𝛽
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))|𝑥=𝜉0 −𝜇1𝐷

1−𝛼−𝛽
𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))|𝑥=𝜉0 > 0.

Отсюда заключаем, что левая часть соответствуюшего однородного соотношения (12)
(Ψ1(𝑥)≡ 0) строго положительна, что противоречит неравенству (14), следовательно, 𝑥0 =
= 𝑝(𝜉0) /∈ (−1, 𝑐].

2. Пусть 𝑥0 ∈ [𝑐, 1), 𝑥0 = 𝑞(𝜂0). Рассуждая аналогично случаю 1, заключаем, что 𝑥0 =
= 𝑞(𝜂0) /∈ [𝑐, 1).

Таким образом, решение 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющее условиям теоремы, своего НПЗ во
внутренних точках интервала 𝐼 не достигает. В силу соответствующих однородных краевых
условий (4) (𝜙1(𝑥)≡ 0, 𝜙2(𝑥)≡ 0) функция 𝑢(𝑥, 𝑦) своего НПЗ не достигает и в точках из
[−𝑅,−1]∪ [1, 𝑅]. Следовательно, (𝑥0, 𝑦0)∈𝜎𝑅.

Также можно показать, что точка (𝑥0, 𝑦0), в которой решение 𝑢(𝑥, 𝑦) достигает своего
НОЗ в области 𝐷+

𝑅 , принадлежит 𝜎𝑅, т.е. (𝑥0, 𝑦0)∈𝜎𝑅. Теорема доказана.
Из теоремы 1 вытекает
Следствие 1. Решение 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющее условиям теоремы 1, в области 𝐷+

тождественно равно нулю.
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Доказательство. Решение задачи при выполнении условий теоремы 1 в области 𝐷
+
𝑅

достигает своих НПЗ и НОЗ в точках нормальной кривой 𝜎𝑅. В силу (3) для любого 𝜀> 0
существует такое число 𝑅0=𝑅0(𝜀), что при 𝑅>𝑅0(𝜀) выполняется неравенство |𝑢(𝑥, 𝑦)|<𝜀,
(𝑥, 𝑦)∈ 𝜎𝑅, cледовательно, в силу теоремы 1 |𝑢(𝑥, 𝑦)|<𝜀 для любых (𝑥, 𝑦)∈𝐷+

𝑅. Oтсюда, в
силу произвольности 𝜀, при 𝑅→+∞ заключаем, что 𝑢(𝑥, 𝑦)≡ 0 в области 𝐷+∪𝐼1∪𝐼 ∪𝐼2.
Следствие доказано.

Следствие 2. Задача при выполнении условий теоремы 1 имеет не более одного решения.
Доказательство. В силу следствия 1 c учётом условия сопряжения (2) имеем

lim
𝑦→−0

𝑢(𝑥, 𝑦)≡ 0, 𝑥∈ 𝐼; lim
𝑦→−0

(−𝑦)𝛽0
𝜕𝑢

𝜕𝑦
≡ 0, 𝑥∈ 𝐼. (15)

Теперь в области 𝐷−, записав решение 𝑢(𝑥, 𝑦) с помощью формулы Дарбу с нулевыми
данными (15), получим, что 𝑢(𝑥, 𝑦)≡ 0 и в области 𝐷

−. Следствие доказано.
Таким образом, доказана единственность решения задачи.
Теорема 2. Задача при выполнении условий (13) и

−𝜆𝜋2
√
𝑏

𝜆0
√
𝑎 sin(𝛿𝜋)

[︂
𝜇0

𝑎2−4𝑎0

𝑏1+𝛿𝑒𝑏0𝜋
−𝜇1

𝑏1−4𝑎0

𝑎𝛿𝑒−𝑏0𝜋

]︂
< 1, (16)

𝜆0=𝜇0
[︀
𝜋𝑒−𝑏0𝜋 ctg(2𝑎0𝜋)−𝑒𝑏0𝜋Γ(2𝑎0)Γ(1−2𝑎0)−𝛾0Γ(1−2𝑎0)

]︀
+

+𝜇1
[︀
𝜋𝑒𝑏0𝜋 ctg(2𝑎0𝜋)−𝑒−𝑏0𝜋Γ(2𝑎0)Γ(1−2𝑎0)+𝛾0Γ(1−2𝑎0) cos(2𝑎0𝜋)

]︀
̸=0,

где 𝜆=−(𝜇0𝑒
−𝑏0𝜋−𝜇1𝑒𝑏0𝜋+𝜇1𝛾0(Γ(2𝑎0))−1)/𝜆0, однозначно разрешима.

Покажем, что множество числовых параметров задачи, удовлетворяющее неравенству (16),
не пусто. Действительно, положив в (16) 𝜇1=−𝑎2−4𝑎0+𝛿, имеем

−𝜆𝜋
2
√
𝑏𝑎2−4𝑎0−0,5

𝜆0 sin(𝛿𝜋)

[︂
𝜇0
𝑒−𝑏0𝜋

𝑏1+𝛿
+𝑏1−4𝑎0𝑒𝑏0𝜋

]︂
< 1, (17)

если 2−4𝑎0−1/2>0 (т.е. 𝛽0<6−𝑚/8). Тогда для значений числового параметра 𝑐, достаточно
близких к −1, множитель 𝑎2−4𝑎0−1/2=((1+𝑐)/2)2−4𝑎0−1/2 в (17) будет достаточно малым и
неравенство (17) (а значит и (16)) при таких значениях 𝑐 будет выполняться.

2.1. ВЫВОД СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С НЕФРЕДГОЛЬМОВЫМИ
ОПЕРАТОРАМИ В НЕХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ ЧАСТИ УРАВНЕНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО

НЕИЗВЕСТНОЙ ФУНКЦИИ 𝜏1(𝑥)

Решение задачи Дирихле в полуплоскости 𝑦⩾ 0, удовлетворяющее условию

𝑢(𝑥,+0)= 𝜏(𝑥), 𝑥∈R, (18)

даётся формулой [7]

𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝑘2(1−𝛽0)𝑦1−𝛽0

+∞ˆ

−∞

𝜏(𝑡)(𝑟20)
𝑎0−1 exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂
𝑑𝑡, 𝑥∈R, 𝑦⩾ 0, (19)

где

𝑘2=
1

4𝜋

(︂
4

𝑚+2

)︂1−2𝑎0 Γ(1−𝛿)Γ(1−𝛿)
Γ(2−𝛿−𝛿)

, 𝑟20 =(𝑥− 𝑡)2+ 4

(𝑚+2)2
𝑦𝑚+2,

2𝑎0=𝛼+𝛽, 𝛿= 𝑎0+ 𝑖𝑏0, 𝑏0=− 𝛼0

𝑚+2
.
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В (18) значения 𝜏(𝑥) при 𝑥∈ (−∞,−1]∪ [1,+∞) в силу условий (4) известны, с учётом
этого формулу (19) преобразуем к виду

𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝑘2(1−𝛽0)𝑦1−𝛽0

1ˆ

−1

𝜏(𝑡)(𝑟20)
𝑎0−1 exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂
𝑑𝑡+𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑥∈R, 𝑦⩾ 0, (20)

где

𝐹 (𝑥, 𝑦)= 𝑘2(1−𝛽0)𝑦1−𝛽0

(︂ −1ˆ

−∞

𝜙1(𝑡)(𝑟
2
0)

𝑎0−1 exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂
𝑑𝑡+

+

+∞ˆ

1

𝜙2(𝑡)(𝑟
2
0)

𝑎0−1 exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂
𝑑𝑡

)︂
— известная функция.

Продифференцировав (20) по 𝑦 с учётом тождества

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑦1−𝛽0(𝑟20)

𝑎0−1exp

{︂
−2𝑏0arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂)︂
=
𝑚+2

2
𝑦−𝛽0

𝜕

𝜕𝑡

(︂
(𝑥−𝑡)(𝑟20)𝑎0−1exp

{︂
−2𝑏0arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂)︂
,

получим

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑘2(1−𝛽0)

𝑚+2

2
𝑦−𝛽0

1ˆ

−1

𝜏(𝑡)
𝜕

𝜕𝑡

[︂
(𝑥− 𝑡)(𝑟20)𝑎0−1 exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂]︂
𝑑𝑡+

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
. (21)

Умножим обе части равенства (21) на 𝑦𝛽0 , затем перейдём к пределу при 𝑦→+0, далее
выполнив операцию интегрирования по частям, приходим к соотношению

𝜈(𝑥)=−𝑘2(1−𝛽0)
𝑚+2

2

1ˆ

−1

𝜏 ′(𝑡)

[︂
𝑥− 𝑡

|𝑥− 𝑡|2−2𝑎0
exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
|𝑡−𝑥|

}︂]︂
𝑑𝑡+Φ(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (22)

где

Φ(𝑥)= lim
𝑦→+0

𝑦𝛽0
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=−𝑘2(1−𝛽0)

𝑚+2

2

(︂
𝑒𝑏0𝜋

−1ˆ

−∞

𝜏 ′1(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−2𝑎0
−𝑒−𝑏0𝜋

+∞ˆ

1

𝜏 ′2(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡−𝑥)1−2𝑎0

)︂
.

Заметим, что соотношение (22) справедливо для всего промежутка 𝐼.
В силу (22), исключив 𝜈(𝑝(𝑥)) и 𝜈(𝑞(𝑥)) из соотношения (12), имеем

−𝜇0𝑘2(1−𝛽0)
𝑚+2

2
𝑎1−2𝑎0

1ˆ

−1

𝜏 ′(𝑡)

[︂
𝑝(𝑥)− 𝑡

|𝑝(𝑥)− 𝑡|2−2𝑎0
exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑝(𝑥)
|𝑡−𝑝(𝑥)|

}︂]︂
𝑑𝑡+

+𝜇1𝑘2(1−𝛽0)
𝑚+2

2
𝑏1−2𝑎0

1ˆ

−1

𝜏 ′(𝑡)

[︂
𝑞(𝑥)− 𝑡

|𝑞(𝑥)− 𝑡|2−2𝑎0
exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑞(𝑥)
|𝑡−𝑞(𝑥)|

}︂]︂
𝑑𝑡=

= 𝛾
[︀
𝜇0𝐷

1−2𝑎0
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))−𝜇1𝐷1−2𝑎0

𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))
]︀
+Ψ2(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (23)

где
Ψ2(𝑥)=Ψ1(𝑥)−𝜇0𝑎1−2𝑎0Φ(𝑝(𝑥))+𝜇1𝑏

1−2𝑎0Φ(𝑞(𝑥)).
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С учётом неравенств −1 ⩽ 𝑝(𝑥) ⩽ 𝑐 и 𝑐 ⩽ 𝑞(𝑥) ⩽ 1 запишем интегро-дифференциальное
уравнение (23) в виде

−𝜇0𝑎1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
𝑝(𝑥)ˆ

−1

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑝(𝑥)− 𝑡)1−2𝑎0
+𝜇0𝑎

1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

𝑐ˆ

𝑝(𝑥)

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡−𝑝(𝑥))1−2𝑎0
+

+𝜇0𝑎
1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

𝑐

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡−𝑝(𝑥))1−2𝑎0
+𝜇1𝑏

1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
𝑐ˆ

−1

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑞(𝑥)− 𝑡)1−2𝑎0
+

+𝜇1𝑏
1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋

𝑞(𝑥)ˆ

𝑐

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑞(𝑥)− 𝑡)1−2𝑎0
−𝜇1𝑏1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

𝑞(𝑥)

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡−𝑞(𝑥))1−2𝑎0
=

= 𝛾0
[︀
𝜇0𝐷

1−2𝑎0
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))+𝜇1𝐷

1−2𝑎0
𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))

]︀
+Ψ3(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (24)

где 𝛾0=2𝛾/𝑘2(1−𝛽0)(𝑚+2), Ψ3(𝑥)= 2Ψ2(𝑥)/𝑘2(1−𝛽0)(𝑚+2).
В интегралах (24) с промежутками интегрирования (−1, 𝑝(𝑥)), (𝑝(𝑥), 𝑐), (−1, 𝑐) сделаем

замену переменной интегрирования 𝑡=𝑝(𝑠), а в интегралах с промежутками (𝑐, 𝑞(𝑥)), (𝑞(𝑥), 1)
и (𝑐, 1) — замену 𝑡= 𝑞(𝑠). Получим

−𝜇0𝑎2−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
𝑥ˆ

−1

𝜏 ′(𝑝(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑝(𝑥)−𝑝(𝑠))1−2𝑎0
+𝜇0𝑎

2−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

𝑥

𝜏 ′(𝑝(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑝(𝑠)−𝑝(𝑥))1−2𝑎0
+

+𝜇0𝑏𝑎
1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

−1

𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑞(𝑠)−𝑝(𝑥))1−2𝑎0
+𝜇1𝑎𝑏

1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
1ˆ

−1

𝜏 ′(𝑝(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑞(𝑥)−𝑝(𝑠))1−2𝑎0
+

+𝜇1𝑏
2−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋

1ˆ

𝑥

𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑞(𝑥)−𝑞(𝑠))1−2𝑎0
−𝜇1𝑏2−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

𝑥ˆ

−1

𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑞(𝑠)−𝑞(𝑥))1−2𝑎0
=

= 𝛾0
[︀
𝜇0𝐷

1−2𝑎0
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))+𝜇1𝐷

1−2𝑎0
𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))

]︀
+Ψ3(𝑥), 𝑥∈ 𝐼. (25)

С учётом тождеств 𝑝(𝑥)−𝑝(𝑠) = 𝑎(𝑥−𝑠), 𝑞(𝑥)−𝑝(𝑠) = 1− 𝑏𝑥−𝑎𝑠, 𝑞(𝑥)− 𝑞(𝑠) = 𝑏(𝑠−𝑥) и
равенства 𝑎𝜏 ′(𝑝(𝑥))=−𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑥))+𝑓 ′(𝑥) из (7) уравнение (25) запишем в виде

𝜇0𝑒
𝑏0𝜋

𝑥ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑥−𝑠)1−2𝑎0
−𝜇0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

𝑥

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑠−𝑥)1−2𝑎0
+𝜇0𝑎

1−2𝛽𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑎𝑥−𝑏𝑠)1−2𝑎0
−

−𝜇1𝑏1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑏𝑥−𝑎𝑠)1−2𝑎0
+𝜇1𝑒

𝑏0𝜋

1ˆ

𝑥

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑠−𝑥)1−2𝑎0
−𝜇1𝑒−𝑏0𝜋

𝑥ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑥−𝑠)1−2𝑎0
=

= 𝛾0
[︀
𝜇0𝐷

1−2𝑎0
−1,𝑥 𝜏(𝑞(𝑥))+𝜇1𝐷

1−2𝑎0
𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))

]︀
+Ψ4(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (26)

где

Ψ4(𝑥)=Ψ3(𝑥)+𝜇0𝑒
𝑏0𝜋

𝑥ˆ

−1

𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠

(𝑥−𝑠)1−2𝑎0
−𝜇0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

𝑥

𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠

(𝑥−𝑠)1−2𝑎0
−
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−𝜇1𝑏2−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
1ˆ

−1

𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠

(1−𝑏𝑥−𝑎𝑠)1−2𝑎0
+𝛾0𝜇0𝐷

1−2𝑎0
−1,𝑥 𝑓(𝑥).

К уравнению (26) применим оператор интегрирования дробного порядка Γ(1−2𝑎0)𝐷
2𝑎0−1
−1,𝑥 :

(𝜇0𝑒
𝑏0𝜋−𝜇1𝑒−𝑏0𝜋)

(︂ 𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥−𝑡)2𝑎0

𝑡ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑡−𝑠)1−2𝑎0

)︂
−(𝜇0𝑒

−𝑏0𝜋−𝜇1𝑒𝑏0𝜋)
(︂ 𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥−𝑡)2𝑎0

1ˆ

𝑡

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑠−𝑡)1−2𝑎0

)︂
+

+𝜇0𝑎
1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

(︂ 𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑎𝑡−𝑏𝑠)1−2𝑎0

)︂
−

−𝜇1𝑏1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
(︂ 𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑏𝑡−𝑎𝑠)1−2𝑎0

)︂
=

= 𝛾0Γ(1−2𝑎0)
[︀
𝜇0𝐷

2𝑎0−1
−1,𝑥 𝐷1−2𝑎0

−1,𝑥 𝜏(𝑞(𝑥))−𝜇1𝐷2𝑎0−1
−1,𝑥 𝐷1−2𝑎0

𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))
]︀
+Ψ4(𝑥), 𝑥∈ 𝐼. (27)

В силу легко проверяемых тождеств

𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

𝑡ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑡−𝑠)1−2𝑎0
=−Γ(2𝑎0)Γ(1−2𝑎0)𝜏(𝑞(𝑥)),

𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

1ˆ

𝑡

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑠−𝑥)1−2𝑎0
=−𝜋 ctg(2𝑎0𝜋)𝜏(𝑞(𝑥))−

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0 𝜏(𝑞(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑡−𝑥
,

𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑎𝑡−𝑏𝑠)1−2𝑎0
=

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+𝑎−𝑏𝑠

)︂1−2𝑎0 𝑏𝜏(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
,

𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑏𝑡−𝑎𝑠)1−2𝑎0
=

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+𝑏−𝑎𝑠

)︂1−2𝑎0 𝑎𝜏(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠

запишем уравнение (27) в виде

𝜏1(𝑥)−𝜆
1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0 𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡−𝑥
=𝜆1

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+𝜆2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+𝑅1[𝜏1]+Ψ5(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (28)

где 𝜏1(𝑥)= 𝜏(𝑞(𝑥)), 𝜆1=−𝜇0𝑎1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋/𝜆0, 𝜆2=𝜇1𝑏
1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋/𝜆0,

𝑅1[𝜏1] =𝜆1

1ˆ

−1

[︂(︂
1+𝑥

1+𝑎−𝑏𝑠

)︂1−2𝑎0

−1

]︂
𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+𝜆2

1ˆ

−1

[︂(︂
1+𝑥

1+𝑏−𝑎𝑠

)︂1−2𝑎0

−1

]︂
𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠

— регулярный оператор, Ψ5(𝑥)=Ψ4(𝑥)/𝜆0 — известная функция.
Уравнение (28) является сингулярным интегральным уравнением с нефредгольмовым

оператором в правой части, так как в силу равенства 𝑎+𝑏= 1 ядра в точке (𝑥, 𝑠) = (1, 1)
имеют изолированные особенности первого порядка (они выделены отдельно).
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2.2. ВЫВОД И ИССЛЕДОВАНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВИНЕРА–ХОПФА

Запишем уравнение (28), считая пока его правую часть известной функцией, в виде

𝜏1(𝑥)−𝜆
1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0 𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡−𝑥
= 𝑔(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (29)

где

𝑔(𝑥)=𝜆1

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+𝜆2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+𝑅1[𝜏1]+Ψ5(𝑥), 𝑥∈ 𝐼. (30)

Теорема 3. Если функция 𝑔(𝑥)∈𝐿𝑝(𝐼), 𝑝>1, удовлетворяет условию Гёльдера при 𝑥∈ 𝐼,
то для решения 𝜏1(𝑥) уравнения (29) в классе функций 𝐻(𝐼) справедлива формула

𝜏1(𝑥)=
𝑔(𝑥)

1+𝜆2𝜋2
+

𝜆

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0−𝛿(︂1−𝑥
1− 𝑡

)︂𝛿 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
𝑡−𝑥

, (31)

где 𝛿=arctg(𝜆𝜋)/𝜋.
Схему доказательства теоремы 3 см. в [9, c. 41].
Подстановка (30) в (31) даёт

𝜏1(𝑥)=
𝜆1

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+

𝜆2
1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+

+
𝜆(1+𝑥)1−2𝑎0−𝛿(1−𝑥)𝛿

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛿+2𝑎0−1

(1− 𝑡)𝛿

(︂
𝜆1

1−𝑎𝑡−𝑏𝑠
+

𝜆2
1−𝑏𝑡−𝑎𝑠

)︂
𝑑𝑡

𝑡−𝑥
+

+𝑅2[𝜏1]+Ψ6(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (32)

где

𝑅2[𝜏1] =
1

1+𝜆2𝜋2
𝑅1[𝜏1]+

𝜆

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0−𝛿(︂1−𝑥
1− 𝑡

)︂𝛿𝑅1[𝜏1]

𝑡−𝑥
𝑑𝑡

— регулярный оператор,

Ψ6(𝑥)=
1

1+𝜆2𝜋2
Ψ5(𝑥)+

𝜆

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0−𝛿(︂1−𝑥
1− 𝑡

)︂𝛿Ψ5(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡−𝑥

— известная функция.
Вычислим внутренный интеграл 𝐴(𝑥, 𝑠) в (32):

𝐴(𝑥, 𝑠)=

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛿+2𝑎0−1

(1− 𝑡)𝛿

(︂
𝜆1

1−𝑏𝑠−𝑎𝑡
+

𝜆2
1−𝑎𝑠−𝑏𝑡

)︂
𝑑𝑡

𝑡−𝑥
. (33)
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В (33) рациональную часть подынтегрального выражения разложим на простые дроби
и запишем его в виде

𝐴(𝑥, 𝑠)=
𝜆1

1−𝑏𝑠−𝑎𝑥

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛿+2𝑎0−1

(1− 𝑡)𝛿

(︂
1

𝑡−𝑥
+

𝑎

1−𝑏𝑠−𝑎𝑡

)︂
𝑑𝑡+

+
𝜆2

1−𝑎𝑠−𝑏𝑥

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛿+2𝑎0−1

(1− 𝑡)𝛿

(︂
1

𝑡−𝑥
+

𝑏

1−𝑎𝑠−𝑏𝑡

)︂
𝑑𝑡. (34)

Вычислим несобственные интегралы в (34). Имеют место формулы [12]

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛼−1(1− 𝑡)𝛽−1

𝑡−𝑥
𝑑𝑡=

𝜋 ctg(𝛽𝜋)

(1+𝑥)1−𝛼(1−𝑥)1−𝛽
− 2𝛽−1𝐵(𝛼, 𝛽−1)

(1+𝑥)1−𝛼
𝐹

(︂
𝛼, 1−𝛽, 2−𝛽; 1−𝑥

2

)︂
,

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛼−1(1− 𝑡)𝛽−1

1−𝑏𝑠−𝑎𝑡
𝑑𝑡=

=
𝜋

sin(𝛽𝜋)

𝑏𝛽−1𝑎1−𝛼−𝛽

(1+𝑎+𝑏𝑠)1−𝛼

1

(1−𝑠)1−𝛽
+
𝐵(𝛼, 𝛽−1)

22−𝛼−𝛽𝑎
𝐹

(︂
2−𝛼−𝛽, 1, 2−𝛽;−𝑏(1−𝑠)

2𝑎

)︂
, (35)

гдe 𝐵(𝛼, 𝛽) — бета-функция Эйлера.
В силу (35) формулу (34) запишем как

𝐴(𝑥,𝑠)=
𝜆1

1−𝑏𝑠−𝑎𝑥

[︂
− 𝜋ctg(𝛿𝜋)

(1+𝑥)1−2𝑎0−𝛿(1−𝑥)𝛿
+

𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑏−𝛿𝑎1−2𝑎0

(1+𝑎+𝑏𝑠)1−2𝑎0−𝛿

1

(1−𝑠)𝛿
+𝑅(𝑏,𝑎;𝑥,𝑠)

]︂
+

+
𝜆2

1−𝑎𝑠−𝑏𝑥

[︂
− 𝜋ctg(𝛿𝜋)

(1+𝑥)1−2𝑎0−𝛿(1−𝑥)𝛿
+

𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑎−𝛿𝑏1−2𝑎0

(1+𝑏+𝑎𝑠)1−2𝑎0−𝛿

1

(1−𝑠)𝛿
+𝑅(𝑎,𝑏;𝑥,𝑠)

]︂
, (36)

где

𝑅(𝑎, 𝑏;𝑥, 𝑠)=
𝐵(𝛿+2𝑎0,−𝛿)

21−2𝑎0

[︂
𝐹

(︂
1−2𝑎0, 1, 1+𝛿;

1−𝑥
2

)︂
−𝐹

(︂
1−2𝑎0, 1, 1+𝛿;

−𝑎(1−𝑠)
2𝑏

)︂]︂
,

𝑅(𝑏, 𝑎;𝑥, 𝑠)/(1−𝑏𝑠−𝑎𝑥), 𝑅(𝑎, 𝑏;𝑥, 𝑠)/(1−𝑎𝑠−𝑏𝑥) — регулярные ядра.
В силу (36) уравнение (32) примет вид

𝜏1(𝑥)=
𝜆1(1−𝜆𝜋 ctg(𝛿𝜋))

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+
𝜆2(1−𝜆𝜋 ctg(𝛿𝜋))

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+

+
𝜆𝜆1𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑎1−2𝑎0

𝑏𝛿

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+𝑎+𝑏𝑠

)︂1−2𝑎0−𝛿(︂1−𝑥
1−𝑠

)︂𝛿 𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+

+
𝜆𝜆2𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑏1−2𝑎0

𝑎𝛿

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+𝑏+𝑎𝑠

)︂1−2𝑎0−𝛿(︂1−𝑥
1−𝑠

)︂𝛿 𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+𝑅2[𝜏1]+Ψ6(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (37)
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где

𝑅2[𝜏1] =𝑅1[𝜏1]+
𝜆𝜆1(1+𝑥)

1−2𝑎0−𝛿(1−𝑥)𝛿

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝑅(𝑏, 𝑎;𝑥, 𝑠)𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+

+
𝜆𝜆2(1+𝑥)

1−2𝑎0−𝛿(1−𝑥)𝛿

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝑅(𝑎, 𝑏;𝑥, 𝑠)𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠

— регулярный оператор.
Уравнение (37) с учётом равенства 1−𝜆𝜋 ctg(𝛿𝜋)= 0 запишем в виде

𝜏1(𝑥)=
𝜆𝜆1𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑎1−2𝑎0

𝑏𝛿

1ˆ

−1

(︂
1−𝑥
1−𝑠

)︂𝛿 𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+

+
𝜆𝜆2𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑏1−2𝑎0

𝑎𝛿

1ˆ

−1

(︂
1−𝑥
1−𝑠

)︂𝛿 𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+𝑅3[𝜏1]+Ψ6(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (38)

где

𝑅3[𝜏1] =𝑅2[𝜏1]+
𝜆𝜆1

sin(𝛿𝜋)

𝑎1−2𝑎0

𝑏𝛿

1ˆ

−1

[︂(︂
1+𝑥

1+𝑎+𝑏𝑠

)︂1−2𝑎0−𝛿

−1

]︂(︂
1−𝑥
1−𝑠

)︂𝛿 𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+

+
𝜆𝜆2

sin(𝛿𝜋)

𝑏1−2𝑎0

𝑎𝛿

1ˆ

−1

[︂(︂
1+𝑥

1+𝑎+𝑏𝑠

)︂1−2𝑎0−𝛿

−1

]︂
𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠

— регулярный оператор.
Уравнение (38) относительно неизвестной функции 𝜏1(𝑥) не является фредгольмовым,

так как ядра этого уравнения имеют изолированные особенности первого порядка в точке
(𝑥, 𝑠) = (1, 1). С учётом равенств 1−𝑏𝑥−𝑎𝑠= 𝑏(1−𝑥)+𝑎(1−𝑠), 1−𝑎𝑥−𝑏𝑠= 𝑎(1−𝑥)+𝑏(1−𝑠)
в (38) сделаем замену переменных 𝑥=1−2𝑒−𝑦, 𝑠=1−2𝑒−𝑡 и введём обозначения [8]

𝜌(𝑦)= 𝑒−(1/2−𝛿)𝑦𝜏1(1−2𝑒−𝑦),

𝐾0(𝑥)=
√
2𝜋

(︂
𝜆*1

𝑘𝑒−𝑥/2+𝑒𝑥/2
+

𝜆*2
𝑒−𝑥/2+𝑘𝑒𝑥/2

)︂
, 𝑘=

𝑎

𝑏
,

𝜆*1=
𝜆𝜆1𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑎1−2𝑎0

𝑏1+𝛿
, 𝜆*2=

𝜆𝜆2𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑏−2𝑎0

𝑎𝛿
,

тогда оно примет вид

𝜌(𝑦)=
1√
2𝜋

+∞ˆ

0

𝐾0(𝑦− 𝑡)𝜌(𝑡) 𝑑𝑡=𝑅5[𝜌]+Ψ7(𝑦), 𝑦 ∈ [0,+∞), (39)

где 𝑅5[𝜌]=𝑒
−(1/2−𝛿)𝑦𝑅4[𝜌] — регулярный оператор, Ψ7(𝑦)=𝑒

−(1/2−𝛿)𝑦Ψ6(𝑦) — известная функ-
ция. Уравнение (39) является интегральным уравнением Винера–Хопфа [13, c. 56]. Функция
𝐾0(𝑥) имеет показательный порядок убывания на бесконечности, причём 𝐾 ′

0(𝑥)∈𝐶[0,+∞).
Следовательно, 𝐾0(𝑥)∈𝐿2∩𝐻𝛼 [13, c. 12].
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Теоремы Фредгольма для интегральных уравнений типа свёртки применимы лишь в
случае, когда индекс этих уравнений равен нулю. Индексом уравнения (39) будет индекс
выражения 1−𝐾∧(𝑥), взятый с обратным знаком: 𝜒=− Ind(1−𝐾∧(𝑥)) [13, c. 56], где

𝐾∧(𝑥)=
1√
2𝜋

+∞ˆ

−∞

𝑒−𝑖𝑥𝑡𝐾0(𝑡) 𝑑𝑡=

+∞ˆ

−∞

(︂
𝜆*1

𝑒𝑡/2+𝑘𝑒−𝑡/2
+

𝜆*2
𝑘𝑒𝑡/2+𝑒−𝑡/2

)︂
𝑒−𝑖𝑥𝑡 𝑑𝑡. (40)

Хорошо известно [10, c. 212], что

+∞ˆ

−∞

𝑒−𝑖𝑥𝑡 𝑑𝑡

𝑘𝑒𝑡/2+𝑒−𝑡/2
=

𝜋𝑒𝑖𝑥 ln 𝑘

√
𝑘 ch(𝜋𝑥)

. (41)

В силу равенства (41) из представления (40) легко получить

𝐾∧(𝑥)=
𝜋(𝜆*1+𝜆

*
2) cos(𝑥 ln 𝑘)√
𝑘 ch(𝜋𝑥)

− 𝑖𝜋(𝜆
*
1−𝜆*2) sin(𝑥 ln 𝑘)√

𝑘 ch(𝜋𝑥)
. (42)

Из (42) в силу условия (16) получим

𝜋(𝜆*1+𝜆
*
2)√

𝑘
=

𝜆𝜋2√
𝑘sin(𝛿𝜋)

(︂
𝜆1
𝑎1−2𝑎0

𝑏1+𝛿
+𝜆2

𝑏−2𝑎0

𝑎𝛿

)︂
=

−𝜆𝜋2
√
𝑏

𝜆0
√
𝑎sin(𝛿𝜋)

[︂
𝜇0

𝑎2−4𝑎0

𝑏1+𝛿𝑒𝑏0𝜋
−𝜇1

𝑏1−4𝑎0

𝑎𝛿𝑒−𝑏0𝜋

]︂
<1. (43)

В силу неравенства (43) из (42) следует неравенство Re(1−𝐾∧(𝑥))>0, причём Re𝐾∧(𝑥)=
=𝑂(1/ ch(𝜋𝑥)) для достаточно больши́х |𝑥|.

Заметим, что аргумент комплексной переменной 𝑧=𝑥+ 𝑖𝑦 равен arg 𝑧=arctg(𝑦/𝑥), если
Re 𝑧=𝑥> 0. Таким образом [13, c. 28], с учётом Re𝐾∧(±∞)= 0, Im𝐾∧(±∞)= 0 имеем

𝜒=− Ind(1−𝐾∧(𝑥))=− 1

2𝜋
[arg(1−𝐾∧(𝑥))]

⃒⃒+∞
−∞=

=− 1

2𝜋

[︂
arctg

Im(1−𝐾∧(𝑥))

Re(1−𝐾∧(𝑥))

]︂⃒⃒⃒⃒+∞

−∞
=− 1

2𝜋

[︂
arctg

0

1
−arctg

0

1

]︂
=0,

т.е. изменение аргумента выражения 1−𝐾∧(𝑥) на действительной оси, выраженное в полных
оборотах, равно нулю, индекс 𝜒=0. Следовательно, уравнение (39) однозначно редуцируется
к интегральному уравнению Фредгольма второго рода, которое однозначное разрешимо.
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