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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В статье изучается краевая задача на собственные значения для дифференциального
оператора 𝐿 четвёртого порядка на графе Γ, возникающая при моделировании малых де-
формаций плоских стержневых систем:

𝐿𝑢(𝑥)=𝜆𝜌(𝑥)𝑢(𝑥), 𝑥∈Γ, (1)

𝑢|𝜕Γ=(𝛽𝑢′′−𝜗𝑢′)|𝜕Γ=0. (2)

Оператор 𝐿 задаётся обыкновенными дифференциальными уравнениями на рёбрах гра-
фа Γ, а в узлах графа — наборами условий трансмиссии (см. п. 2). Под дифференциальным
уравнением на графе подразумеваем, следуя [1], набор обыкновенных дифференциальных
уравнений на рёбрах графа и набор условий согласования в его внутренних вершинах.

К настоящему времени подробно изучен вопрос об асимптотике спектра краевых задач
на графах произвольного порядка [2–5], получены оценки кратностей собственных значений
оператора Штурма–Лиувилля [6] и оператора четвёртого порядка на графе [7]. В дан-
ной работе мы находим оценку снизу ведущего собственного значения краевой задачи для
уравнения четвёртого порядка. Имеется несколько подходов к получению таких оценок. Наи-
более общим является операторный подход, развитый в работах М.А. Красносельского (см.,
например, [8, гл. 2]) и его учеников. Его основная идея заключается в том, что оценка
снизу ведущего собственного значения краевой задачи эквивалентна оценке спектрального
радиуса интегрального оператора, обращающего краевую задачу. Ядром такого интеграль-
ного оператора является функция Грина соответствующей краевой задачи. А поскольку
положительность функции Грина задачи на графе обеспечивают оператору “хорошие” зна-
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корегулярные свойства [1, 3, 9–13], то для получения оценки ведущего собственного значения
можно применить теорию операторов в пространствах с конусами. Однако этот операторный
подход не может быть применён для наших целей ввиду его трудоёмкости.

Другой подход при получении оценок ведущего собственного значения краевой задачи
для лапласиана с краевыми условиями Дирихле на графе основан на принципе Рэлея и
методе перестановок–симметризаций [14]. При симметризации Шварца (при симметричной
перестановке) неотрицательной функции из пространства 𝐻1(R) норма её градиента в 𝐿2(R)
не возрастает. Вместе с принципом Рэлея этот факт позволил получить оценку первого
собственного значения лапласиана, подчинённого условиям Дирихле.

В настоящей статье мы получаем оценку снизу минимального собственного значения
краевой задачи для дифференциального уравнения четвёртого порядка на графе Γ, анало-
гичную оценке Д.Р. Даннингера [15] (см. также [16]). Для её обоснования используется аналог
тождества Пиконе [17, гл. Х], позволяющий также сформулировать теорему сравнения типа
Штурма для уравнения четвёртого порядка на графе.

2. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

В данной статье будем использовать терминологию и обозначения работ [1, 9]. Пусть
Γ⊂R𝑁 — связный и конечный геометрический граф без петель с множеством 𝑉 (Γ) вершин
и множеством 𝐸(Γ) точек рёбер графа. Ребро графа — это открытый прямолинейный интер-
вал конечной длины, а вершина графа — это концевая точка одного или нескольких рёбер.
Рёбра графа обозначаются как 𝛾𝑖, вершины — 𝑎, 𝑏, 𝑐, . . . Для любой вершины 𝑎 ∈ 𝑉 (Γ)
через 𝐼(𝑎) обозначим множество индексов рёбер, инцидентных вершине 𝑎, и через |𝐼(𝑎)| —
количество элементов множества 𝐼(𝑎). Элементы множеств 𝐽(Γ) = {𝑎 ∈ 𝑉 (Γ) : |𝐼(𝑎)|⩾ 2} и
𝜕Γ={𝑎∈𝑉 (Γ) : |𝐼(𝑎)|=1} называются внутренними и граничными вершинами соответствен-
но. Предполагаем, что Γ=𝐸(Γ)∪𝐽(Γ) и 𝜕Γ ̸=∅. Обратим внимание, что граничные вершины
не включены в граф. Подграфом графа Γ называется любое связное подмножество Γ.

Введём функциональные пространства:

𝐶[Γ]= {𝑢 : Γ→R, 𝑢 равномерно непрерывна на каждом ребре 𝛾𝑖⊂𝐸(Γ)},

𝐶[𝐸(Γ)]= {𝑢 : 𝐸(Γ)→R, 𝑢 равномерно непрерывна на каждом ребре 𝛾𝑖⊂𝐸(Γ)}.

Каждая функция 𝑢 ∈ 𝐶[Γ] (или 𝐶[𝐸(Γ)]) имеет предел lim𝛾𝑖∋𝑥→𝑎 𝑢𝑖(𝑥), 𝑖 ∈ 𝐼(𝑎), в каждой
вершине 𝑎∈𝑉 (Γ), обозначим его через 𝑢𝑖(𝑎). Отметим, что 𝑢𝑘(𝑎) не обязательно равны 𝑢𝑖(𝑎)
или 𝑢(𝑎), где 𝑘, 𝑖∈ 𝐼(𝑎) (𝑘 ̸= 𝑖).

Теперь определим производную функции на графе. Для этого зададим функцию
𝜇(𝑥)∈𝐶[𝐸(Γ)], линейно отображающую каждое ребро 𝛾𝑖⊂𝐸(Γ) на интервал (0, 𝑙𝑖)⊂R, где
𝑙𝑖 — длина 𝛾𝑖. Положим 𝑢′𝑖(𝑥) := lim𝛾𝑖∋𝑦→𝑥(𝑢𝑖(𝑦)−𝑢𝑖(𝑥))/(𝜇𝑖(𝑦)−𝜇𝑖(𝑥)), 𝑥 ∈ 𝛾𝑖. Аналогично
определяются производные более высокого порядка.

Через 𝐶𝑛[Γ] (или 𝐶𝑛[𝐸(Γ)]) будем обозначать пространство функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[Γ] (или
𝐶𝑛[𝐸(Γ)]), производные которых до порядка 𝑛 включительно существуют и принадлежат
пространству 𝐶[𝐸(Γ)]. Для функции 𝑢(𝑥)∈𝐶𝑛[Γ] (или 𝐶𝑛[𝐸(Γ)]) в любой вершине 𝑎∈𝑉 (Γ)

пусть 𝑢
(𝑗)
𝑖 (𝑎), 𝑗 = 1, 𝑛, — множество производных вдоль рёбер, смежных с этой вершиной.

Производные нечётного порядка зависят от ориентации рёбер. В дальнейшем при записи
условий связи с производными в вершинах графа нам будет удобно использовать производ-
ные по направлению “от вершины”, которые будем обозначать 𝑢

(𝑘)
𝑖 (𝑎) (одномерный аналог

производных по внутренней нормали).
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Далее рассмотрим спектральную краевую задачу (1), (2) на геометрическом графе Γ. При
этом под дифференциальным уравнением (1) на графе мы подразумеваем набор обыкновенных
дифференциальных уравнений на рёбрах графа:

(𝑝𝑖(𝑥)𝑢
′′
𝑖 )

′′+𝑟𝑖(𝑥)𝑢𝑖=𝜆𝜌𝑖(𝑥)𝑢𝑖, 𝑥∈ 𝛾𝑖⊂𝐸(Γ), (3)

и набор условий согласования во внутренних вершинах графа 𝑎∈𝐽(Γ). В каждой вершине
𝑎∈ 𝐽(Γ), |𝐼(𝑎)|⩾ 3, накладываются условия

𝑢𝑖(𝑎)=𝑢(𝑎), 𝑖∈ 𝐼(𝑎),

𝑢′𝑖(𝑎)=𝛼𝑘𝑖(𝑎)𝑢
′
𝑘(𝑎)+𝛼𝑗𝑖(𝑎)𝑢

′
𝑗(𝑎), 𝑖∈ 𝐼(𝑎)∖{𝑗, 𝑘}, (4)

(𝑝𝑘𝑢
′′
𝑘)(𝑎)+

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)∖{𝑗,𝑘}

𝛼𝑘𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)= 0,

(𝑝𝑗𝑢
′′
𝑗 )(𝑎)+

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)∖{𝑗,𝑘}

𝛼𝑗𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)= 0, (5)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )

′(𝑎)+𝑟(𝑎)𝑢(𝑎)=𝜆𝜌(𝑎)𝑢(𝑎), 𝑎∈ 𝐽(Γ). (6)

Здесь 𝑘 и 𝑗 — фиксированные индексы из множества 𝐼(𝑎); 𝛼𝑘𝑖(𝑎), 𝛼𝑗𝑖(𝑎) — заданные действи-
тельные числа. В условиях (4)–(6) все производные вычисляются в направлении удаления
от вершины 𝑎∈ 𝐽(Γ).

Если внутренняя вершина 𝑎 инцидентна всего двум ребрам 𝛾𝑖 и 𝛾𝑘, то в системе усло-
вий (4)–(6) нужно удалить все термины с индексом 𝑗. В этом случае условия (4)–(6) при-
нимают вид

𝑢𝑖(𝑎)=𝑢𝑘(𝑎)=𝑢(𝑎), 𝑢′𝑖(𝑎)=𝛼𝑘𝑖(𝑎)𝑢
′
𝑘(𝑎),

(𝑝𝑘𝑢
′′
𝑘)(𝑎)+𝛼𝑘𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢

′′
𝑖 )(𝑎)= 0,

(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )

′(𝑎)+(𝑝𝑘𝑢
′′
𝑘)

′(𝑎)+𝑟(𝑎)𝑢(𝑎)=𝜆𝜌(𝑎)𝑢(𝑎).

Соотношения (3)–(6) имеют естественную физическую интерпретацию (см. [10, 18]): они
возникают при моделировании малых деформаций плоской сетчатой структуры из прямых
тонких стержней с условиями жёсткой спайки.

Решением дифференциального уравнения (1) будем называть всякую функцию 𝑢(𝑥)∈𝐶4[Γ],
удовлетворяющую на каждом ребре графа соответствующему обыкновенному дифференци-
альному уравнению (3), а в каждой внутренней вершине — условиям (4), (6).

Таким образом, дифференциальный оператор 𝐿 : 𝐷𝐿→𝐶[Γ] определяется соотношениями

𝐷𝐿= {𝑢∈𝐶4[Γ] : 𝑢 удовлетворяет (4), (5) на 𝐽(Γ)},

𝐿𝑢(𝑥)≡

⎧⎨⎩(𝑝(𝑥)𝑢′′)′′+𝑟(𝑥)𝑢, 𝑥∈𝐸(Γ),∑︀
𝑖∈𝐼(𝑎)(𝑝𝑖𝑢

′′
𝑖 )

′(𝑎)+𝑟(𝑎)𝑢(𝑎), 𝑎∈ 𝐽(Γ).
(7)

Всюду далее полагаем:
– 𝑝(𝑥) ∈ 𝐶2[𝐸(Γ)], inf𝑥∈𝐸(Γ) 𝑝(𝑥) > 0; 𝜌(𝑥) ∈ 𝐶[Γ], 𝜌(𝑥) > 0 на 𝐸(Γ) и 𝜌(𝑥) ⩾ 0 на 𝐽(Γ);

𝑟(𝑥)∈𝐶[Γ];
– для каждой вершины 𝑎 ∈ 𝐽(Γ) и любого индекса 𝑖 ∈ 𝐼(𝑎) хотя бы одна из констант

𝛼𝑗𝑖(𝑎), 𝛼𝑘𝑖(𝑎) отлична от нуля;
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– для каждой вершины 𝑎∈𝐽(Γ) степени |𝐼(𝑎)|⩾ 3 можно определить индексы 𝑘, 𝑗 ∈ 𝐼(𝑎)
так, что 𝛼𝑘𝑖1(𝑎)<0, 𝛼𝑗𝑖1(𝑎)⩽0 для некоторого индекса 𝑖1∈𝐼(𝑎)∖{𝑗, 𝑘} и 𝛼𝑘𝑖2(𝑎)⩽0, 𝛼𝑗𝑖2(𝑎)<0
для некоторого индекса 𝑖2 ∈ 𝐼(𝑎)∖{𝑗, 𝑘};

– для каждой вершины 𝑎∈ 𝐽(Γ) степени |𝐼(𝑎)|=2 полагаем 𝛼𝑘𝑖1(𝑎)< 0;
– в граничных условиях и условиях трансмиссии все производные вычисляются в на-

правлении “от вершины”.

3. ТОЖДЕСТВО ПИКОНЕ

Помимо оператора 𝐿 : 𝐷𝐿 →𝐶[Γ], порождённого соотношениями (7) c коэффициентами
𝑝(𝑥) ∈ 𝐶2[𝐸(Γ)], 𝑟(𝑥) ∈ 𝐶[Γ], рассмотрим оператор ℒ : 𝐷ℒ → 𝐶[Γ], порождаемый теми же
соотношениями с заменой коэффициентов на 𝒫(𝑥)∈𝐶2[𝐸(Γ)], inf𝑥∈𝐸(Γ) 𝒫(𝑥)>0, и ℛ(𝑥)∈𝐶[Γ]
соответственно.

Теорема 1. Пусть функции 𝑢, 𝑣 ∈𝐶4[Γ]. Если 𝑢/𝑣 ∈𝐶[Γ], то справедливо равенство
ˆ

Γ

𝑢

𝑣
(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)(𝑣(𝑎)𝐿𝑢(𝑎)−𝑢(𝑎)ℒ𝑣(𝑎))=

=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)+
ˆ

Γ

𝒫
(︂
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︂2

𝑑𝑥−

−2
ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︂
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︂2

𝑑𝑥+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢

𝑣
(𝑎)[𝑢(𝑎)(𝒫𝑣′′)′(𝑎)−𝑣(𝑎)(𝑝𝑢′′)′(𝑎)]+

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

(𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎)+

+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢2

𝑣2
(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎)𝑣′(𝑎)−2

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢

𝑣
(𝑎)𝑢′(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎)+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)𝑢

′
𝑖(𝑎)+

+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2

𝑣2
(𝑎)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎)𝑣

′
𝑖(𝑎)−2

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

𝑢′𝑖(𝑎)(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎). (8)

Доказательство. Проинтегрируем дважды по частям вдоль графа Γ произведение 𝑢𝐿𝑢:
ˆ

Γ

𝑢𝐿𝑢𝑑𝑥=
ˆ

Γ

[ 𝑝𝑢′′2+𝑟𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

[𝑢′ 𝑝𝑢′′−𝑢(𝑝𝑢′′)′]𝑥=𝑎+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

[𝑢′𝑖 𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 −𝑢𝑖(𝑝𝑖𝑢′′𝑖 )′]𝑥=𝑎.

Поскольку функция 𝑢 непрерывна в каждой внутренней вершине 𝑎∈ 𝐽(Γ), то
ˆ

Γ

𝑢𝐿𝑢𝑑𝑥=
ˆ

Γ

[ 𝑝𝑢′′2+𝑟𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢′(𝑎)(𝑝𝑢′′)(𝑎)−
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢(𝑎)(𝑝𝑢′′)′(𝑎)+

+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

𝑢′𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)−

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢(𝑎)

[︂ ∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )

′(𝑎)+𝑟(𝑎)𝑢(𝑎)

]︂
+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

𝑟(𝑎)𝑢2(𝑎). (9)

Аналогично, проинтегрировав дважды по частям произведение (𝑢2/𝑣)ℒ𝑣, получим

ˆ

Γ

𝑢2

𝑣
ℒ𝑣 𝑑𝑥=

ˆ

Γ

[︂
𝒫𝑣′′

(︂
𝑢2

𝑣

)︂′′
+ℛ𝑢2

]︂
𝑑𝑥+

+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

[︂(︂
𝑢2

𝑣

)︂′
𝒫𝑣′′− 𝑢2

𝑣

(︀
𝒫𝑣′′

)︀′]︂
𝑥=𝑎

+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

[︂(︂
𝑢2𝑖
𝑣𝑖

)︂′
𝒫𝑖𝑣

′′
𝑖 −

𝑢2𝑖
𝑣𝑖

(︀
𝒫𝑖𝑣

′′
𝑖

)︀′]︂
𝑥=𝑎

=
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=
ˆ

Γ

[𝒫𝑢′′2+ℛ𝑢2] 𝑑𝑥+
ˆ

Γ

[︂
𝒫𝑣′′

(︂
𝑢2

𝑣

)︂′′
−𝒫𝑢′′2

]︂
𝑑𝑥+

+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

[︂(︂
𝑢2

𝑣

)︂′
𝒫𝑣′′− 𝑢2

𝑣

(︀
𝒫𝑣′′

)︀′]︂
𝑥=𝑎

+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

[︂(︂
𝑢2𝑖
𝑣𝑖

)︂′
𝒫𝑖𝑣

′′
𝑖 −

𝑢2𝑖
𝑣𝑖

(︀
𝒫𝑖𝑣

′′
𝑖

)︀′]︂
𝑥=𝑎

.

Вычислим производные дроби 𝑢2/𝑣. Тогда правая часть последнего равенства примет вид

ˆ

Γ

[𝒫𝑢′′2+ℛ𝑢2] 𝑑𝑥−
ˆ

Γ

𝒫
(︂
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︂2
𝑑𝑥+2

ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︂
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︂2
𝑑𝑥−

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢2

𝑣2
(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎)𝑣′(𝑎)+

+2
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢

𝑣
(𝑎)𝑢′(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎)−

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢2

𝑣
(𝑎)
(︀
𝒫𝑣′′

)︀′
(𝑎)−

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2

𝑣2
(𝑎)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎)𝑣

′
𝑖(𝑎)+

+2
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)
∑︁

𝑖∈𝐼(𝑎)

𝑢′𝑖(𝑎)(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎)−

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2

𝑣
(𝑎)

[︂ ∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(︀
𝒫𝑖𝑣

′′
𝑖

)︀′
(𝑎)+ℛ(𝑎)𝑣(𝑎)

]︂
+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

ℛ(𝑎)𝑢2(𝑎). (10)

Теперь, составив разность ˆ

Γ

𝑢

𝑣
(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥

с учётом (9), (10) и (7), получим равенство (8). Теорема доказана.
Следствие 1. Пусть 𝑢∈𝐷𝐿 и 𝑣∈𝐷ℒ. Если inf𝑥∈Γ 𝑣(𝑥)> 0, то имеет место равенство

ˆ

Γ

𝑢

𝑣
(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)(𝑣(𝑎)𝐿𝑢(𝑎)−𝑢(𝑎)ℒ𝑣(𝑎))=

=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)+
ˆ

Γ

𝒫
(︁
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︁2
𝑑𝑥−

−2
ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︁
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︁2
𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢

𝑣
(𝑎)[𝑢(𝑎)(𝒫𝑣′′)′(𝑎)−𝑣(𝑎)(𝑝𝑢′′)′(𝑎)]+

+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

(𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎)+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢2

𝑣2
(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎)𝑣′(𝑎)−2

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢

𝑣
(𝑎)𝑢′(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎).

Доказательство. Действительно, из условий (4), (5) в произвольной вершине 𝑎∈ 𝐽(Γ)
получаем ∑︁

𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)𝑢

′
𝑖(𝑎)=𝑢′𝑘(𝑎)

(︂
(𝑝𝑘𝑢

′′
𝑘)(𝑎)+

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)∖{𝑘,𝑗}

𝛼𝑘𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)

)︂
+

+𝑢′𝑗(𝑎)

(︂
(𝑝𝑗𝑢

′′
𝑗 )(𝑎)+

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)∖{𝑘,𝑗}

𝛼𝑗𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)

)︂
=0.

Аналогично для любой вершины 𝑎∈ 𝐽(Γ) получаем равенства∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎)𝑣

′
𝑖(𝑎)= 0,

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

𝑢′𝑖(𝑎)(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎)= 0.

Следствие доказано.
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Следствие 2. Если в условиях следствия 1 дополнительно предположить, что 𝑢|𝜕Γ=0,
то выполняется равенство

ˆ

Γ

𝑢

𝑣
𝑡(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)(𝑣(𝑎)𝐿𝑢(𝑎)−𝑢(𝑎)ℒ𝑣(𝑎))=

=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)+

+
ˆ

Γ

𝒫
(︂
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︂2
𝑑𝑥−2

ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︂
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︂2
𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

(𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎). (11)

4. ТЕОРЕМА СРАВНЕНИЯ

Теоремы Штурма о перемежаемости и сравнении для уравнения второго порядка на графе
впервые были установлены в работе [18]. В [12, 19] были доказаны аналоги теоремы Штурма
о перемежаемости нулей решений для уравнения четвёртого порядка. В данном пункте,
как первое следствие тождества Пиконе, приведём некоторые свойства дифференциальных
неравенств и, в частности, теорему сравнения штурмовского типа для уравнения четвёртого
порядка, заданного соотношениями (3)–(6).

Лемма. Пусть функция 𝑢∈𝐷𝐿, 𝑢|𝜕Γ=0 и

𝒬[𝑢] :=
ˆ

Γ

[𝒫𝑢′′2+ℛ𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

ℛ(𝑎)𝑢2(𝑎)⩽ 0.

Тогда система дифференциальных неравенств

ℒ𝑣(𝑥)⩾ 0 (𝑥∈Γ), 𝑣′′(𝑥)< 0 (𝑥∈𝐸(Γ)), 𝑣|𝜕Γ> 0 (12)

не имеет решений в классе 𝐷ℒ.
Доказательство. Предполагая противное, рассмотрим решение 𝑣 ∈ 𝐷ℒ системы (12).

Покажем, что 𝑣 > 0 на Γ. Для этого, учитывая неравенства 𝑣′′< 0 на 𝐸(Γ) и 𝑣 > 0 на 𝜕Γ,
достаточно показать, что 𝑣 не имеет локальных минимумов в Γ. Пусть 𝑎 — произвольная
внутренняя вершина графа Γ. Если 𝑎 — точка локального минимума функции 𝑣, то из
неравенства 𝑣′′(𝑥)< 0, выполненного всюду на 𝐸(Γ), следует, что для всех 𝑖∈ 𝐼(𝑎) должны
выполняться неравенства 𝑣′𝑖(𝑎) > 0. Но из свойств коэффициентов условий (4) (см. п. 2)
следует, что существуют индексы 𝑖, 𝑗, 𝑘∈ 𝐼(𝑎) такие, что 𝛼𝑘𝑖(𝑎)< 0, 𝛼𝑗𝑖(𝑎)⩽ 0. Это приводит
к противоречивому неравенству

0<𝑣′𝑖(𝑎)=𝛼𝑘𝑖(𝑎)𝑣
′
𝑘(𝑎)+𝛼𝑘𝑖(𝑎)𝑣

′
𝑗(𝑎)< 0.

Следовательно, 𝑣 не имеет локальных минимумов в 𝐽(Γ). А поскольку 𝑣′′< 0 на 𝐸(Γ), то 𝑣
не имеет локальных минимумов в Γ. Учитывая всё сказанное и положительность 𝑣 на 𝜕Γ,
получаем, что 𝑣 > 0 на Γ.

Подставим функции 𝑢 и 𝑣 в формулу (11). Полагая здесь 𝑝≡ 0 на 𝐸(Γ) и 𝑟≡ 0 на Γ,
будем иметь

0⩾𝒬[𝑢]−
ˆ

Γ

𝑢2

𝑣
ℒ𝑣 𝑑𝑥−

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2

𝑣
(𝑎)ℒ𝑣(𝑎)=

ˆ

Γ

𝒫
(︁
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︁2
𝑑𝑥−2

ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︁
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︁2
𝑑𝑥⩾ 0.

Но тогда 𝑢′′−(𝑢/𝑣)𝑣′′≡ 0 и 𝑢′−(𝑢/𝑣)𝑣′≡ 0 на 𝐸(Γ). Отсюда сразу получаем, что 𝑢/𝑣≡ const
на Γ, что невозможно ввиду условий леммы 𝑢|𝜕Γ=0 и 𝑣|𝜕Γ>0. Следовательно, система (12)
не разрешима в 𝐷ℒ. Лемма доказана.
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Теорема 2. Если существует нетривиальная функция 𝑢∈𝐷𝐿, удовлетворяющая усло-
виям

𝑢𝐿𝑢⩽ 0, 𝑥∈Γ,

𝑢|𝜕Γ=(𝛽𝑢′′−𝜗𝑢′)|𝜕Γ=0,

𝒲[𝑢] :=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)⩾ 0,

то любое решение 𝑣 ∈𝐷ℒ системы неравенств

ℒ𝑣(𝑥)⩾ 0, 𝑥∈Γ; 𝑣′′(𝑥)< 0, 𝑥∈𝐸(Γ), (13)

положительное хотя бы в одной точке графа Γ, имеет нуль в Γ∪𝜕Γ.
Доказательство. Действительно, если 𝑣 ̸= 0 в Γ∪𝜕Γ, то 𝑣 > 0 на Γ∪𝜕Γ. С учётом

формулы (11) получим

0⩾−𝒲[𝑢]+
ˆ

Γ

𝑢

𝑣
(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)(𝑣(𝑎)𝐿𝑢(𝑎)−𝑢(𝑎)ℒ𝑣(𝑎))=

=
ˆ

Γ

𝒫
(︂
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︂2
𝑑𝑥−2

ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︂
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︂2
𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

(𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎)⩾ 0. (14)

Поскольку (𝛽𝑢′′−𝜗𝑢′)|𝜕Γ=0 и 𝛽⩾0, 𝜗⩾0, то (𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎)⩾0 для любой граничной вершины
𝑎 ∈ 𝜕Γ. Поэтому 𝑢′′− (𝑢/𝑣)𝑣′′ ≡ 0 и 𝑢′− (𝑢/𝑣)𝑣′ ≡ 0 на 𝐸(Γ). Отсюда сразу получаем, что
𝑢/𝑣≡ const на Γ. Но это противоречит равенствам 𝑢|𝜕Γ=0 и 𝑣|𝜕Γ> 0. Теорема доказана.

Следствие 3 (теорема сравнения). Если существует нетривиальное решение краевой
задачи

𝐿𝑢=0, 𝑥∈Γ, 𝑢|𝜕Γ=(𝛽𝑢′′−𝜗𝑢′)|𝜕Γ=0,

удовлетворяющее условию 𝒲[𝑢]⩾ 0, то любое решение 𝑣 ∈𝐷ℒ системы неравенств (13),
положительное хотя бы в одной точке графа Γ, либо пропорционально функции 𝑢 на Γ,
либо имеет нуль в Γ.

Доказательство. Пусть функция 𝑣∈𝐷ℒ удовлетворяет (13) и положительна хотя бы в
одной точке графа Γ. Из теоремы 2 следует, что 𝑣 имеет нуль в Γ∪𝜕Γ. Если 𝑣 равна нулю
в некоторой точке графа Γ, то теорема доказана.

Пусть 𝑣 не имеет нулей в Γ. Тогда из условий теоремы следует, что 𝑣 > 0 на Γ. Кроме
того, ввиду 𝑣′′(𝑥)<0 всюду на 𝐸(Γ) все нули функции 𝑣 из 𝜕Γ простые. Поэтому, учитывая
𝑢|𝜕Γ = 0, имеем 𝑢/𝑣 ∈ 𝐶[Γ]. Используя следствие 2, приходим к формуле (14), а оттуда
получаем 𝑢′′−(𝑢/𝑣)𝑣′′≡ 0 и 𝑢′−(𝑢/𝑣)𝑣′≡ 0 на 𝐸(Γ). Следовательно, 𝑢/𝑣≡ const на Γ, т.е. 𝑣
пропорциональна 𝑢 на Γ. Следствие доказано.

5. НИЖНЯЯ ОЦЕНКА ВЕДУЩЕГО СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ

Рассмотрим спектральную краевую задачу (1), (2). Установим оценку снизу для ведущего
собственного значения оператора 𝐿.

Как и в п. 4, вместе с оператором 𝐿 : 𝐷𝐿 → 𝐶[Γ], порождённым соотношениями (7) c
коэффициентами 𝑝(𝑥)∈𝐶2[𝐸(Γ)], 𝑟(𝑥)∈𝐶[Γ], введём оператор ℒ : 𝐷ℒ →𝐶[Γ], порождаемый
теми же соотношениями (7) c коэффициентами 𝒫(𝑥)∈𝐶2[𝐸(Γ)], ℛ(𝑥)∈𝐶[Γ].

Рассмотрим коэффициент 𝜌 из уравнения (1) и пусть 𝐽𝜌(Γ) = {𝑎∈ 𝐽(Γ) : 𝜌(𝑎)> 0}, Γ𝜌 =
=𝐸(Γ)∪𝐽𝜌(Γ).
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Теорема 3. Пусть 𝜆0 — наименьшее собственное значение краевой задачи (1), (2), 𝑢 —
соответствующая собственная функция. Пусть далее 𝑣 — произвольная функция из класса
𝐷ℒ, удовлетворяющая условиям:

(i) inf𝑥∈Γ 𝑣(𝑥)> 0;
(ii) 𝑣′′(𝑥)⩽ 0 на 𝐸(Γ);
(iii) ℒ𝑣(𝑥)⩾ 0 на 𝐽(Γ)∖𝐽𝜌(Γ).
Если

𝐵[𝑢] :=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)⩾ 0,

то

𝜆0⩾ inf
𝑥∈Γ𝜌

ℒ𝑣
𝜌𝑣
. (15)

Доказательство. Доказательство вытекает из следствия 2. Действительно, поскольку
𝐿𝑢(𝑥)=𝜆0𝜌(𝑥)𝑢 для всех 𝑥∈Γ, то из (11) имеем

ˆ

Γ

𝑢

𝑣
(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)(𝑣(𝑎)𝐿𝑢(𝑎)−𝑢(𝑎)ℒ𝑣(𝑎))=

=
ˆ

Γ

𝜆0𝜌𝑢
2 𝑑𝑥−

ˆ

Γ

𝑢2

𝑣
ℒ𝑣 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝜆0𝜌(𝑎)𝑢
2(𝑎)−

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2

𝑣
(𝑎)ℒ𝑣(𝑎)=

=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
ˆ

Γ

𝒫
(︁
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︁2
𝑑𝑥−

−2
ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︁
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︁2
𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

(𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎).

Из условий теоремы и неотрицательности коэффициентов краевых условий (2) следует
неотрицательность правой части последнего равенства, поэтому

0⩽𝜆0

ˆ

Γ

𝜌𝑢2 𝑑𝑥−
ˆ

Γ

𝜌𝑢2
ℒ𝑣
𝜌𝑣

𝑑𝑥+𝜆0
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

𝜌(𝑎)𝑢2(𝑎)−
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2(𝑎)
ℒ𝑣
𝑣
(𝑎).

Наконец, используя условие (iii), получаем

0⩽𝜆0

ˆ

Γ

𝜌𝑢2 𝑑𝑥+𝜆0
∑︁

𝑎∈𝐽𝜌(Γ)

𝜌(𝑎)𝑢2(𝑎)−
ˆ

Γ

𝜌𝑢2
ℒ𝑣
𝜌𝑣

𝑑𝑥−
∑︁

𝑎∈𝐽𝜌(Γ)

𝜌(𝑎)𝑢2(𝑎)
ℒ𝑣
𝜌𝑣

(𝑎)⩽

⩽

(︂
𝜆0− inf

𝑥∈Γ𝜌

ℒ𝑣
𝜌𝑣

)︂(︂ ˆ
Γ

𝜌𝑢2 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽𝜌(Γ)

𝜌(𝑎)𝑢2(𝑎)

)︂
.

Поскольку ˆ

Γ

𝜌𝑢2 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽𝜌(Γ)

𝜌(𝑎)𝑢2(𝑎)> 0,

то выполняется оценка (15). Теорема доказана.
Замечание 1. Теорема 3 является аналогом основного результата работы [16].
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6. ПРИЛОЖЕНИЕ К ЗАДАЧЕ О ДЕФОРМАЦИЯХ СЕТКИ СТЕРЖНЕЙ
С ПРЯМОУГОЛЬНЫМИ ЯЧЕЙКАМИ

Применим утверждение теоремы 1 к задаче о малых колебаниях плоской прямоугольной
сетки тонких однородных стержней с условиями жёсткой спайки.

Рассмотрим в плоскости R2 конечный связный граф Γ, все рёбра которого параллельны
координатным осям 𝑂𝑥1 и 𝑂𝑥2, а степень каждой внутренней вершины графа Γ равна
четырём (см. рисунок). Граф Γ можно представить в виде конечного объединения горизон-
тальных и вертикальных интервалов Γ=

(︀⋃︀
𝑖(𝑎

𝑖
1, 𝑏

𝑖
1)
)︀
∪
(︀⋃︀

𝑗(𝑎
𝑗
2, 𝑏

𝑗
2)
)︀
, множество концов которых

образует границу графа 𝜕Γ. Отметим, что мы не требуем, чтобы длины интервалов были
равны. b b b

b b b
b b

bb
b

b
bb b

br
rr
r

r
r
r

r
rr
r

Рисунок. Конечный связный граф.

Рассмотрим плоскую сетку из тонких однородных стержней с условиями жёсткой спайки.
В состоянии покоя стержневая система копирует описанный выше граф Γ. Тогда задача
о собственных колебаниях стержневой системы сводится к краевой задаче на собственные
значения на Γ (см., например, [9–11, 20]), порождённой обыкновенными дифференциальными
уравнениями

𝑢𝐼𝑉𝑖 =𝜆𝑢𝑖, 𝑥∈ 𝛾𝑖⊂𝐸(Γ), (16)

и условиями трансмиссии в каждой внутренней вершине 𝑐∈ 𝐽(Γ), 𝐼(𝑐)= {1, 2, 3, 4}:

𝑢𝑖(𝑐)=𝑢(𝑐), 𝑢′1(𝑎)=−𝑢′3(𝑐), 𝑢′2(𝑐)=−𝑢′4(𝑐),

𝑢′′1(𝑐)=𝑢′′3(𝑐), 𝑢′′2(𝑐)=𝑢′′4(𝑐),∑︁
𝑖∈𝐼(𝑐)

𝑢′′′𝑖 (𝑐)= 0, 𝑐∈ 𝐽(Γ). (17)

На границе графа соотношения (16), (17) дополняются краевыми условиями

𝑢|𝜕Γ=0, (𝛽𝑢′′−𝜗𝑢′)|𝜕Γ=0. (18)

Обозначим через 𝑅 минимальный радиус шара, содержащего граф Γ, в плоскости R2.
Теорема 4. Пусть 𝜆0 — наименьшее собственное значение краевой задачи (16)–(18).

Тогда
𝜆0⩾

360

61𝑅4
. (19)

Доказательство. Шаг 1. Сначала построим пробную функцию. Без ограничения общ-
ности можно считать, что граф Γ содержится в шаре 𝐵𝑅(0)⊂R2 радиуса 𝑅 с центром в
начале координат, при этом каждое ребро графа параллельно одной из координатных осей.
Для точки 𝑥=(𝑥1, 𝑥2)∈R2, как обычно, полагаем ‖𝑥‖=

√︀
𝑥21+𝑥

2
2.
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Зафиксируем произвольное число 𝜀> 0 и определим функцию

𝑉𝜀(𝑥)=

𝑅+𝜀ˆ

‖𝑥‖

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

𝑅+𝜀ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

((𝑅+𝜀)2−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈𝐵𝑅(0).

Пусть 𝑣𝜀(𝑥) — сужение функции 𝑉𝜀(𝑥) на граф Γ ⊂ 𝐵𝑅(0). Покажем, что функция 𝑣(𝑥)
удовлетворяет условиям (i)–(iii) теоремы 3. Положительность 𝑣𝜀 на Γ∪𝜕Γ очевидна.

Рассмотрим произвольную точку 𝑥∈𝐸(Γ). Обозначим через (𝑎, 𝑏), где 𝑎, 𝑏∈𝜕Γ, прямоли-
нейный маршрут графа Γ, содержащий точку 𝑥. Пусть для определённости рёбра маршрута
(𝑎, 𝑏) параллельны оси 𝑂𝑥1 и ориентированы от 𝑎 к 𝑏. Тогда если 𝑎=(𝑎1, 𝑎2), 𝑏=(𝑏1, 𝑏2) —
координаты точек 𝑎, 𝑏∈ 𝜕Γ в R2, то

𝑥=(𝑥1, 𝑎2)∈ [𝑎, 𝑏] =⇒ 𝑥1 ∈ [𝑎1, 𝑏1]⊂ [−𝑟(𝜀), 𝑟(𝜀)],

где 𝑟(𝜀)=
√︀

(𝑅+𝜀)2−𝑎22. Поэтому на (𝑎, 𝑏) функция 𝑣𝜀 допускает представление

𝑣𝜀(𝑥)= 𝑣𝜀(𝑥1, 𝑎2)=

𝑟(𝜀)ˆ

|𝑥1|

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

𝑟(𝜀)ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

(𝑟2(𝜀)−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (𝑎, 𝑏). (20)

Отсюда при 𝑥1 ̸=0 легко получаем

𝑣′𝜀(𝑥)=
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥1

(𝑥1, 𝑎2)=−|𝑥1|
𝑥1

|𝑥1|ˆ

0

𝑑𝑠

𝑟𝜀ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

(𝑟2(𝜀)−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (𝑎, 𝑏).

Поскольку
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥1

(−0, 𝑎2)=
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥1

(+0, 𝑎2)= 0,

то 𝑣′𝜀(𝑥)= 0 при 𝑥1=0 и 𝑣𝜀 ∈𝐶1[𝑎, 𝑏].
Аналогично

𝑣′′𝜀 (𝑥)=
𝜕2𝑣𝜀
𝜕𝑥21

(𝑥1, 𝑎2)=−
𝑟(𝜀)ˆ

|𝑥1|

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

(𝑟2(𝜀)−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (𝑎, 𝑏)∖0,

𝜕2𝑣𝜀
𝜕𝑥21

(−0, 𝑎2)=
𝜕2𝑣𝜀
𝜕𝑥21

(+0, 𝑎2)=−
𝑟(𝜀)ˆ

0

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

(𝑟2(𝜀)−𝜎2) 𝑑𝜎

и 𝑣𝜀 ∈𝐶2[𝑎, 𝑏]. Кроме того, 𝑣′′𝜀 (𝑥)< 0 на (𝑎, 𝑏).
Далее несложно показать, что

𝑣𝐼𝑉𝜀 (𝑥)=
𝜕4𝑣𝜀
𝜕𝑥41

(𝑥1, 𝑎2)= (𝑟2(𝜀)−𝑥21)⩾ 𝜀1> 0, 𝑥∈ (𝑎, 𝑏), (21)

и 𝑣𝜀 ∈𝐶4[𝑎, 𝑏].
Таким образом, 𝑣𝜀 ∈𝐶4[Γ]∩𝐶4[𝑎, 𝑏] для любого прямолинейного маршрута (𝑎, 𝑏)⊂Γ. От-

сюда следует, что 𝑣𝜀 удовлетворяет условиям трансмиссии (17) всюду на 𝐽(Γ).
Шаг 2. Согласно теореме 3

𝜆0⩾ inf
𝑥∈𝐸(Γ)

𝑣𝐼𝑉𝜀
𝑣𝜀

> 0,
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поэтому существуют прямолинейный маршрут (𝑎, 𝑏)⊂Γ, соединяющий вершины 𝑎, 𝑏∈ 𝜕Γ, и
точка 𝑥* ∈ [𝑎, 𝑏] такие, что выполнены соотношения

𝜆0⩾ inf
𝑥∈𝐸(Γ)

𝑣𝐼𝑉𝜀
𝑣𝜀

= lim
(𝑎,𝑏)∋𝑥→𝑥*

𝑣𝐼𝑉𝜀
𝑣𝜀

= inf
𝑥∈(𝑎,𝑏)

𝑣𝐼𝑉𝜀
𝑣𝜀

. (22)

Ввиду формул (20), (21) получим, что в (22) значение справа равно

inf
𝑥∈(𝑎,𝑏)

𝑣𝐼𝑉𝜀
𝑣𝜀

= inf
𝑥1∈(𝑎1,𝑏1)

360(𝑟2(𝜀)−|𝑥1|2)
61𝑟6(𝜀)−75𝑟4(𝜀)|𝑥1|2+15𝑟2(𝜀)|𝑥1|4−|𝑥1|6

.

Положим 𝑟=max{|𝑎1|, |𝑏1|}. Тогда

𝜆0⩾ inf
𝑥1∈[−𝑟,𝑟]

360(𝑟2−|𝑥1|2)
61𝑟6−75𝑟4|𝑥1|2+15𝑟2|𝑥1|4−|𝑥1|6

.

Вычисления показывают, что инфимум достигается при 𝑥1=0, поэтому

𝜆0⩾
360

61𝑟4
⩾

360

61(𝑅+𝜀)4
.

Поскольку число 𝜀> 0 было выбрано произвольно, то утверждение теоремы можно счи-
тать доказанным.

В случае когда граф является деревом, оценка (19) допускает уточнение, а сам граф
допускает представление в виде прямолинейных маршрутов Γ=

⋃︀
𝑖(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) с концевыми вер-

шинами 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝜕Γ. Пробную функцию 𝑣𝜀 можно последовательно строить на маршрутах
(𝑎𝑖, 𝑏𝑖). Сначала можно определить функцию 𝑣𝜀 на маршруте (𝑎1, 𝑏1) формулой (20). На
втором шаге нужно достроить функцию 𝑣𝜀 на каждом маршруте, проходящем через внут-
ренние вершины графа Γ, лежащие на интервале (𝑎1, 𝑏1). Так, если 𝑐 = (𝑎1, 𝑏1)∩ (𝑎𝑗 , 𝑏𝑗),
то

𝑣𝜀(𝑥)= 𝑣𝜀(𝑥1, 𝑎𝑗)=𝐾(𝑐)

𝑟(𝜀)ˆ

|𝑥1|

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

𝑟(𝜀)ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

(𝑟2(𝜀)−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (𝑎𝑗 , 𝑏𝑗),

где положительная константа 𝐾(𝑐) обеспечивает непрерывность функции 𝑣𝜀 в узловой вер-
шине 𝑐. Поскольку граф является деревом, такие константы 𝐾(𝑐) существуют.

На третьем шаге достраиваем функцию 𝑣𝜀 на каждом маршруте, проходящем через
внутренние вершины графа Γ, лежащие на интервалах, задействованных на втором шаге.
И так далее.

Рассуждая аналогично как при доказательстве теоремы 4, можно получить следующий
результат.

Теорема 5. Пусть ℓ(Γ) :=max(𝑎𝑖,𝑏𝑖)⊂Γ 𝜇(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)/2, где 𝜇(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) — длина интервала (𝑎𝑖, 𝑏𝑖).
Если граф Γ является деревом, то наименьшее собственное значение краевой задачи (16)–(18)
удовлетворяет неравенству

𝜆0⩾
360

61(ℓ(Γ))4
. (23)

Пример. Рассмотрим граф-крест Γ, состоящий из четырёх ребер 𝛾𝑖, 𝑖= 1, 4, с одной
общей концевой точкой 𝑐 (внутренняя вершина). На Γ рассмотрим задачу на собственные
значения, порождённую соотношениями (16), (17), с граничными условиями 𝑢|𝜕Γ=𝑢′′|𝜕Γ=0.

Предположив, что мера каждого из четырёх рёбер графа Γ равна 1/2, вычислим харак-
теристический определитель Δ(𝜆) краевой задачи. Учитывая положительность собственных
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значений, нас интересуют значения Δ(𝜆) при 𝜆> 0. Прямые вычисления показывают, что
при 𝜆> 0 характеристический определитель равен

Δ(𝜆)= 256
4
√
𝜆9 sin

4
√
𝜆 sh

4
√
𝜆

(︂
sin

4
√
𝜆 sh2

4
√
𝜆

2
−sin2

4
√
𝜆

2
sh

4
√
𝜆

)︂
.

Положительные нули определителя Δ(𝜆) и есть искомые собственные значения, причём
наименьший из них равен 𝜆0=𝜋4≈ 97.4091.

Поскольку меры всех рёбер графа равны, то в рассматриваемом случае 𝑅= ℓ(Γ). Если
теперь использовать оценку (19) (или (23)), то вычисления покажут, что при 𝑅=1/2 выпол-
няется неравенство 𝜆0⩾ 94.4262.

7. ОБ ОПТИМАЛЬНОСТИ ОЦЕНКИ СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ 𝜆0

Теорема 3 даёт верхнюю границу для ведущего собственного значения 𝜆0, но оставляет
открытым вопрос о нахождении оптимальной пробной функции 𝑣 в оценке (15). Для решения
этой проблемы могут быть использованы методы оптимизации.

Пусть 𝑣[1], 𝑣[2], . . . , 𝑣[𝑚] ∈𝐷ℒ, 𝑚∈N, — произвольный набор функций, удовлетворяющих
условиям (i)–(iii) теоремы 3. Пробную функцию 𝑣 для оценки (15) можно искать в виде

𝑣(𝑥)=𝜔1𝑣
[1](𝑥)+𝜔2𝑣

[2](𝑥) . . .+𝜔𝑚𝑣
[𝑚](𝑥),

где 𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑚) ∈Ω⊂R𝑚, а Ω — множество значений параметров, обеспечивающее
выполнение условий (i)–(iii).

Тогда определение оптимальной оценки собственного значения 𝜆0 для заданного набора
{𝑣[𝑖]}𝑚𝑖=1 сводится к задаче о нахождении величины sup𝜔∈Ω inf𝑥∈Γ𝜌 𝐹𝑚(𝑥, 𝜔), где

𝐹𝑚(𝑥, 𝜔)=

∑︀𝑚
𝑖=1 𝜔𝑖ℒ𝑣[𝑖](𝑥)

𝜌(𝑥)
∑︀𝑚

𝑖=1 𝜔𝑖𝑣[𝑖](𝑥)
.

Для решения задачи минимакса можно привлечь методы вычислительной математики.
Вернёмся к примеру из п. 6 на графе-кресте. Представим граф-крест в виде объедине-

ния двух интервалов единичной меры, пересекающихся в точке 𝑐 ∈ 𝐽(Γ). Поскольку мера
каждого ребра графа равна 1/2, мы можем отождествить каждый из этих интервалов со
своим экземпляром интервала (−1/2, 1/2), который, для определённости, будем обозначать
(−1/2, 1/2)𝑖, 𝑖=1, 2. Пробную функцию будем искать в виде

𝑣(𝑥)=𝜔1𝑣
[1](𝑥)+𝜔2𝑣

[2](𝑥)+𝜔3𝑣
[3](𝑥), 𝑥∈ (−1/2, 1/2)𝑖,

где

𝑣[1](𝑥)=

1/2+𝜀ˆ

‖𝑥‖

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

1/2+𝜀ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

((𝑅+𝜀)2−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (−1/2, 1/2)𝑖;

𝑣[2](𝑥)=

1/2+𝜀ˆ

‖𝑥‖

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

1/2+𝜀ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

𝜎2((𝑅+𝜀)2−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (−1/2, 1/2)𝑖;

𝑣[3](𝑥)=

1/2+𝜀ˆ

‖𝑥‖

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

1/2+𝜀ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

𝜎4((𝑅+𝜀)2−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (−1/2, 1/2)𝑖.
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Рассуждая как и в п. 6, можно показать, что функция 𝑣 ∈𝐶4[Γ] удовлетворяет условиям
трансмиссии в узловой вершине графа. Условия (i)–(iii) теоремы 3 выполнены для любого
𝜀> 0 и 𝜔 ∈Ω, где Ω= {𝜔 ∈R3 : 𝜔2

2−4𝜔1𝜔3⩽ 0}.
Если 𝜀=10−5, то вычисления показывают, что sup𝜔∈Ω inf𝑥∈𝐸(Γ) 𝐹3(𝑥, 𝜔)=97.3904 достига-

ется при 𝜔=(1, 0.94, 0.366) и 𝑥=0.229733. Напомним, что в данном случае 𝜆0=𝜋4≈97.4091.
Замечание 2. Отметим, что для вычисления нулей характеристического определителя

краевой задачи (1), (2) необходима фундаментальная система решений уравнения (1) на
графе, а для применения формулы (15) решения дифференциального уравнения не требуется.
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Bottom estimates for the minimum eigenvalues of fourth-order differential operators on graphs are
found. An analogue of the Picone identity for a fourth-order equation on a network is established.
Comparison theorems of the Sturm type for such an equation are obtained.
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