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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Работа посвящена поиску приближённого решения линейного интегро-дифференциаль-
ного уравнения (ИДУ)

(𝐴𝑥)(𝑡)≡𝑥(𝑝)(𝑡)

𝑞∏︁
𝑗=1

(𝑡− 𝑡𝑗)𝑚𝑗 +

1ˆ

−1

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑠= 𝑦(𝑡), (1)

в котором 𝑡 ∈ 𝐼 ≡ [−1, 1], числа 𝑡𝑗 ∈ (−1, 1), 𝑚𝑗 ∈ N, 𝑗 = 1, 𝑞, и 𝑝 ∈ N∪{0} фиксированные;
𝐾 и 𝑦 — известные непрерывные функции, обладающие определёнными свойствами гладкости
точечного характера, а 𝑥 — искомая функция.

Очевидно, что задача об отыскании решения ИДУ (1) в классе обычных гладких функ-
ций является некорректно поставленной, поэтому важно построить основные пространства,
которые обеспечат корректность данной задачи. При этом следует учитывать, что в случае
𝑝 = 0 ИДУ (1) преобразуется в линейное интегральное уравнение третьего рода (ИУТР)
(так что в этом смысле эти уравнения являются “родственными”). Хорошо известно, что
ИУТР находят все более широкое применение в приложениях, в частности, встречаются в
ряде задач теорий упругости, переноса нейтронов, рассеяния частиц (см., например, [1; 2,
с. 121–129] и приведённую в них библиографию), в теории уравнений смешанного типа [3],
а также в теории сингулярных интегральных уравнений с вырождающимся символом [4].
Как правило, естественными классами решений ИУТР являются специальные пространства
обобщённых функций типа 𝐷 или 𝑉 . Под 𝐷 (соответственно 𝑉 ) понимается пространство
обобщённых функций, построенных с помощью дельта-функции Дирака (соответственно с
помощью конечной части интеграла по Адамару). Подробный обзор полученных результатов
и обширную библиографию по ИУТР можно найти в монографии [5, с. 3–11, 168–173] и
в диссертации [6, с. 3–6, 106–114]. На основе упомянутой выше связи между ИДУ (1) и
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ИУТР соответствующие идеи и результаты для ИУТР можно успешно использовать для
корректной постановки задачи (1), разработки и теоретического обоснования приближённых
методов решения ИДУ (1) в пространствах обобщённых функций типа 𝐷 и 𝑉 .

ИДУ (1) при 𝑞= 1, 𝑡1 = 0 исследовано в работе [7, с. 25–43], где с использованием из-
вестных результатов по ИУТР построена теория Нётера для такого уравнения в классах
гладких и обобщённых функций типа 𝐷. В статье [8] построена полная теория разрешимости
общего ИДУ (1) в некотором пространстве типа 𝐷 (фредгольмовость уравнения, условия
разрешимости, алгоритм отыскания точного решения, достаточные условия непрерывной
обратимости оператора 𝐴). Следует отметить, что исследуемые ИДУ точно решаются лишь
в очень редких частных случаях, поэтому особенно актуальна разработка эффективных
методов их приближённого решения в пространствах обобщённых функций с соответству-
ющим теоретическим обоснованием. В работах [8–11] предложены и обоснованы прямые
проекционные методы приближённого решения ИДУ вида (1), основанные на применении
стандартных и некоторых специальных полиномов.

В настоящей статье для приближённого решения ИДУ (1) в пространстве типа 𝐷 предло-
жен новый вариант обобщённого метода коллокации, основанный на использовании кубиче-
ских сплайнов минимального дефекта. Проведено теоретическое обоснование разработанного
метода в смысле [12, гл. 1, §§ 1–5] и установлено, что он оптимален по порядку точности на
некотором классе 𝐹 гладких функций среди всех прямых проекционных методов решения
исследуемых уравнений в пространстве обобщённых функций.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
2.1. ПРОСТРАНСТВА ОСНОВНЫХ И ОБОБЩЁННЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть 𝐶 ≡ 𝐶(𝐼) — банахово пространство всех непрерывных на отрезке 𝐼 функций с
обычной max-нормой и 𝑚∈N. Обозначим через 𝐶{𝑚; 0}≡𝐶

{𝑚}
0 (𝐼) семейство всех функций

𝑓 ∈𝐶, имеющих в точке 𝑡=0 тейлоровскую производную 𝑓{𝑚}(0) порядка 𝑚 (см., например,
[13]). Назовём его классом точечно-гладких функций (естественно считаем, что 𝐶{0; 0}≡𝐶).
Построим теперь основное пространство

𝑌 ≡𝐶{𝑚, 𝑝; 0}≡
{︀
𝑦 ∈𝐶{𝑚; 0} : 𝑦{𝑖}(0)= 0, 𝑖=0, 𝑝−1

}︀
(число 𝑝∈N∪{0} удовлетворяет неравенству 𝑝<𝑚), снабдив его нормой

‖𝑦‖𝑌 ≡‖𝑇𝑦‖𝐶+
𝑚−1∑︁
𝑖=𝑝

|𝑦{𝑖}(0)|, (2)

где 𝑇 : 𝑌 →𝐶 — характеристический оператор пространства 𝑌, определённый следующим
образом:

(𝑇𝑦)(𝑡)≡
[︂
𝑦(𝑡)−

𝑚−1∑︁
𝑖=𝑝

𝑦{𝑖}(0)
𝑡𝑖

𝑖!

]︂
𝑡−𝑚≡𝐻(𝑡)∈𝐶, 𝐻(0)≡ lim

𝑡→0
𝐻(𝑡).

Лемма 1 [8]. Включение 𝑦 ∈𝑌 означает, что

𝑦(𝑡)= 𝑡𝑚𝐻(𝑡)+
𝑚−1∑︁
𝑖=𝑝

𝛼𝑖𝑡
𝑖, (3)

причём 𝑇𝑦 =𝐻 ∈ 𝐶 с точностью до устранимого разрыва в точке 𝑡= 0, а 𝑦{𝑖}(0) = 𝛼𝑖𝑖!,
𝑖= 𝑝,𝑚−1.

Пространство 𝑌 по норме (2) полно и нормально вложено в пространство 𝐶.
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Обозначим через 𝐶(𝑝) ≡𝐶(𝑝)(𝐼) векторное пространство 𝑝 раз непрерывно дифференци-
руемых на отрезке 𝐼 функций и введём в нём специальную норму

‖𝑧‖(𝑝)≡‖𝐷𝑧‖𝐶+

𝑝−1∑︁
𝑖=0

|𝑧(𝑖)(−1)|, 𝑧 ∈𝐶(𝑝), 𝐷𝑧≡ 𝑧(𝑝)(𝑡)∈𝐶. (4)

Лемма 2 [8]. Пространство 𝐶(𝑝) с нормой (4) полно и нормально вложено в простран-
ство 𝐶.

Следствие. Традиционная норма ‖·‖𝐶(𝑝) в пространстве 𝐶(𝑝) и норма (4) эквивалентны,
т.е. существует постоянная 𝑑⩾ 1 такая, что ‖𝑧‖(𝑝)⩽ ‖𝑧‖𝐶(𝑝) ⩽𝑑‖𝑧‖(𝑝) для любой функции

𝑧 ∈𝐶(𝑝), где ‖𝑧‖𝐶(𝑝) ≡
𝑝∑︀

𝑖=0
‖𝑧(𝑖)‖𝐶 .

Пусть 𝐶(𝑝)
−1 ≡𝐶

(𝑝)
−1 (𝐼)≡{𝑧∈𝐶(𝑝) : 𝑧(𝑖)(−1)=0, 𝑖=0, 𝑝−1} — банахово пространство гладких

функций с нормой ‖𝑧‖(𝑝)≡‖𝐷𝑧‖𝐶 .
Теперь над пространством 𝑌 основных функций построим семейство 𝑋 ≡ 𝐷

(𝑝)
−1{𝑚; 0}

обобщённых функций 𝑥(𝑡) вида

𝑥(𝑡)≡ 𝑧(𝑡)+

𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖𝛿
{𝑖}(𝑡), (5)

где 𝑡∈ 𝐼, 𝑧 ∈𝐶(𝑝)
−1 , 𝛾𝑖 ∈R — произвольные постоянные, а 𝛿 и 𝛿{𝑖} — соответственно, дельта-

функция Дирака и её “тейлоровские” производные, действующие на пространстве 𝑌 основных
функций согласно следующему правилу:

(𝛿{𝑖}, 𝑦)≡
1ˆ

−1

𝛿{𝑖}(𝑡)𝑦(𝑡) 𝑑𝑡≡ (−1)𝑖𝑦{𝑖}(0), 𝑦 ∈𝑌, 𝑖=0,𝑚−𝑝−1. (6)

Очевидно, что векторное пространство 𝑋 является банаховым относительно нормы

‖𝑥‖𝑋 ≡‖𝑧‖(𝑝)+
𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

|𝛾𝑖|. (7)

2.2. СПЛАЙНОВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ТОЧЕЧНО-ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим вопрос о приближении элементов основного пространства 𝑌 ≡𝐶{𝑚, 𝑝; 0} с
использованием кубических сплайнов.

Зададим на отрезке 𝐼 равномерную сетку

Δ𝑛 : −1≡ 𝑠0<𝑠1< . . .< 𝑠𝑛≡ 1, 𝑛=2, 3, . . . , (8)

где 𝑠𝑘 ≡−1+2𝑘/𝑛, 𝑘=0, 𝑛, и на ней рассмотрим кубический сплайн

𝑧𝑛(𝑡)≡
𝑛+1∑︁
𝑖=−1

𝑐𝑖𝐵𝑖(𝑡), 𝑐𝑖 ∈R,

удовлетворяющий краевым условиям

𝑧(3)𝑛 (𝑠𝑗−0)= 𝑧(3)𝑛 (𝑠𝑗+0), 𝑗=1, 𝑛−1. (9)
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Здесь базисные функции 𝐵𝑖(𝑡) — B-сплайны с носителем (𝑠𝑖−2, 𝑠𝑖+2) (см., например, [14,
гл. 3, § 8]). Для определения всех функций 𝐵𝑖(𝑡) сетку (8) дополним равномерно распо-
ложенными узлами: 𝑠−3 < 𝑠−2 < 𝑠−1 < 𝑠0 ≡−1, 1≡ 𝑠𝑛 < 𝑠𝑛+1 < 𝑠𝑛+2 < 𝑠𝑛+3. Обозначим через
𝑆3
𝑛 пространство всех кубических сплайнов 𝑧𝑛(𝑡) на сетке Δ𝑛, обладающих свойством (9), с

нормой ‖𝑧𝑛‖𝐶 . Далее, пусть 𝑃𝑛 : 𝐶→𝑆3
𝑛 — оператор, который всякой функции 𝑓 ∈𝐶 ставит

в соответствие её интерполяционный кубический сплайн 𝑃𝑛𝑓 ∈ 𝑆3
𝑛 с условием (9) такой,

что (𝑃𝑛𝑓)(𝑠𝑖) = 𝑓(𝑠𝑖), 𝑖= 0, 𝑛. В книге [14, гл. 3, теорема 3.1] доказаны существование и
единственность интерполяционного кубического сплайна при различных краевых условиях
и приведён алгоритм построения таких сплайнов, а также особо отмечено [14, гл. 3, § 5], что
при приближении кубическими сплайнами выбор краевых условий (9) является наиболее
удачным.

Из теорем 9, 10, 13 в [15, гл. 2, § 4] и леммы 2 в [16] как следствие вытекает
Лемма 3. Пусть 𝑟=1, 4 и 𝑓 ∈𝐶(𝑟)≡𝐶(𝑟)(𝐼). Тогда

‖𝑃𝑛𝑓−𝑓‖𝐶 =𝑂(𝑛−𝑟), 𝑛→∞. (10)

Обозначим через 𝑌𝑛 ≡ 𝑈(𝑆3
𝑛)⊕ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑡𝑖}𝑚−1

𝑝 (𝑛+𝑚−𝑝+3)-мерное подпространство про-
странства 𝑌 , где (𝑈𝑔)(𝑡)≡ 𝑡𝑚𝑔(𝑡). Введём в рассмотрение оператор Γ𝑛≡Γ𝑛+𝑚−𝑝+3 : 𝑌 →𝑌𝑛,
относящий к любой функции 𝑦 ∈𝑌 обобщённый сплайн Γ𝑛𝑦 ∈𝑌𝑛, определяемый условиями

(𝑇Γ𝑛𝑦−𝑇𝑦)(𝑠𝑘)= 0, (Γ𝑛𝑦−𝑦){𝑖}(0)= 0, 𝑘=0, 𝑛, 𝑖= 𝑝,𝑚−1,

(𝑇Γ𝑛𝑦)
(3)(𝑠𝑗−0)= (𝑇Γ𝑛𝑦)

(3)(𝑠𝑗+0), 𝑗=1, 𝑛−1.

Рассуждая так же, как и в [5, гл. 1, с. 29–30], несложно получить представление

Γ𝑛𝑦≡Γ𝑛+𝑚−𝑝+3(𝑦; 𝑡)= (𝑈𝑃𝑛𝑇𝑦)(𝑡)+

𝑚−1∑︁
𝑖=𝑝

𝑦{𝑖}(0)
𝑡𝑖

𝑖!
. (11)

Лемма 4. Γ𝑛 — проектор в пространстве 𝑌 .
Данное свойство сразу следует из (11), равенства 𝑃 2

𝑛 =𝑃𝑛 и леммы 1.5.1 [5, с. 28].
Далее будем использовать обозначение 𝑌 𝐶(𝑟)≡{𝑦∈𝑌 : 𝑇𝑦∈𝐶(𝑟)}, где 𝑟∈N∪{0}, причём

𝑌 𝐶(0)≡𝑌 ≡𝐶{𝑚, 𝑝; 0}.
Следующее утверждение характеризует скорость сходимости обобщённых интерполяци-

онных сплайнов к интерполируемой функции.
Лемма 5. Если 𝑦 ∈𝑌 𝐶(𝑟), 𝑟=1, 4, то

‖Γ𝑛𝑦−𝑦‖𝑌 =𝑂(𝑛−𝑟), 𝑛→∞. (12)

Доказательство. В силу (2), (3), (11) и леммы 3 последовательно находим

‖Γ𝑛𝑦−𝑦‖𝑌 = ‖𝑈(𝑃𝑛𝑇𝑦−𝑇𝑦)‖𝑌 ≡‖𝑃𝑛𝑇𝑦−𝑇𝑦‖𝐶 =𝑂(𝑛−𝑟).

Замечание 1. Очевидно, что из оценки (12) и хорошо известной теоремы Банаха–
Штейнгауза следует равномерная ограниченность норм операторов Γ𝑛: ‖Γ𝑛‖=𝑂(1), 𝑛→∞.
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2.3. ОБОБЩЁННЫЙ МЕТОД КОЛЛОКАЦИИ С КУБИЧЕСКИМИ СПЛАЙНАМИ

Для сокращения громоздких выкладок и упрощения формулировок, не ограничивая при
этом общности идей, методов и результатов, всюду в дальнейшем будем считать, что в
ИДУ (1) 𝑞=1, 𝑡1=0, т.е. рассмотрим ИДУ вида

(𝐴𝑥)(𝑡)≡ (𝑉 𝑥)(𝑡)+(𝐾𝑥)(𝑡)= 𝑦(𝑡), 𝑡∈ 𝐼, (13)

𝑉 ≡𝑈𝐷, 𝐷𝑓 ≡ 𝑓 (𝑝)(𝑡), 𝑈𝑔≡ 𝑡𝑚𝑔(𝑡), 𝐾𝑥≡
1ˆ

−1

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑠,

где 𝑝∈N∪{0}, 𝑚∈N, 𝑝<𝑚, 𝑦 ∈𝑌 , ядро 𝐾 обладает следующими свойствами:

𝐾(·, 𝑠)∈𝐶, 𝐾(𝑡, ·)∈𝑌, 𝜓𝑖(𝑡)≡𝐾{𝑖}
𝑠 (𝑡, 0)∈𝑌, 𝑖=0,𝑚−𝑝−1, (14)

𝑥∈𝑋 — искомый элемент. Фредгольмовость и достаточные условия непрерывной обратимости
оператора 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 установлены в работе [8], там же указан метод отыскания точного
решения ИДУ (1) в классе 𝑋.

Приближённое решение ИДУ (13) строим в виде агрегата

𝑥𝑛≡𝑥𝑛(𝑡; {𝑐𝑗})≡ 𝑔𝑛(𝑡)+

𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖+𝑛+2𝛿
{𝑖}(𝑡), (15)

𝑔𝑛≡ (𝐽𝑧𝑛)(𝑡), 𝑧𝑛(𝑡)≡
𝑛+1∑︁
𝑖=−1

𝑐𝑖𝐵𝑖(𝑡), 𝑛=2, 3, . . . , (16)

где

𝐽𝑧≡ (𝐽𝑝−1𝑧)(𝑡)≡ ((𝑝−1)!)−1

𝑡ˆ

−1

(𝑡−𝑠)𝑝−1𝑧(𝑠) 𝑑𝑠;

при этом 𝐽 : 𝐶→𝐶(𝑝), (𝐽𝑧)(𝑖)=𝐽𝑝−𝑖−1𝑧, 𝑖=0, 𝑝−1, 𝐷𝐽𝑧= 𝑧. Неизвестные параметры 𝑐𝑗 = 𝑐
(𝑛)
𝑗 ,

𝑗 = −1, 𝑛+𝑚−𝑝+1, найдём из квадратной системы линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ) (𝑛+𝑚−𝑝+3)-го порядка

(𝑇𝜌𝑛)(𝑠𝑘)= 0, 𝑘=0, 𝑛; 𝜌{𝑖}𝑛 (0)= 0, 𝑖= 𝑝,𝑚−1;

(𝐷𝑇𝑈𝑥𝑛)
(3)(𝑠𝑗−0)= (𝐷𝑇𝑈𝑥𝑛)

(3)(𝑠𝑗+0), 𝑗=1, 𝑛−1, (17)

где 𝜌𝑛(𝑡)≡𝜌𝐴𝑛 (𝑡)≡ (𝐴𝑥𝑛−𝑦)(𝑡) — невязка приближённого решения, а {𝑠𝑘}𝑛0 — использованная
выше система узлов коллокации, порождающая сетку (8).

Следуя работе [17], примем соглашения, полезные при оформлении результатов по обос-
нованию приближённых методов. Во-первых, стандартное утверждение “при всех 𝑛 ∈ N,
𝑛⩾ 𝑛0, СЛАУ (17) имеет единственное решение {𝑐*𝑗} и последовательность приближённых
решений 𝑥*𝑛≡𝑥𝑛(𝑡; {𝑐*𝑗}) сходится к точному решению 𝑥*=𝐴−1𝑦 уравнения (13) по норме про-
странства 𝑋” заменим простой фразой “метод (15)–(17) обоснованно применим к уравнению
(13)”. Во-вторых, для погрешности приближённого решения введём специальное обозначе-
ние Δ𝑥*𝑛≡‖𝑥*𝑛−𝑥*‖𝑋 , оценка этой величины определяет скорость сходимости приближённых
решений 𝑥*𝑛 к точному решению 𝑥* уравнения (13).
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Относительно обоснования вычислительного алгоритма (13)–(17) справедлива
Теорема 1. Пусть однородное ИДУ 𝐴𝑥 = 0 имеет в пространстве 𝑋 лишь нулевое

решение (например, в условиях теоремы 2 из [8]), а исходные данные таковы, что 𝐾 ∈𝑌 𝐶(𝑟)

(по 𝑡), 𝜓𝑖∈𝑌 𝐶(𝑟), 𝑖=0,𝑚−𝑝−1, 𝑦∈𝑌 𝐶(𝑟), 𝑟=1, 4. Тогда прямой метод (15)–(17) обоснованно
применим к уравнению (13), причём

Δ𝑥*𝑛=𝑂(𝑛−𝑟), 𝑟=1, 4, 𝑛→∞. (18)

Доказательство. Очевидно, что в условиях данной теоремы ИДУ (13) представимо в
виде линейного операторного уравнения

𝐴𝑥≡𝑉 𝑥+𝐾𝑥= 𝑦, 𝑥∈𝑋 ≡𝐷
(𝑝)
−1{𝑚; 0}, 𝑦 ∈𝑌, (19)

в котором оператор 𝐴 : 𝑋→𝑌 непрерывно обратим.
Систему (15)–(17) требуется записать также в операторной форме. Для этого построим

конечномерные подпространства основных пространств

𝑋 ⊃𝑋𝑛≡ 𝐽(𝑆3
𝑛)⊕𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛿{𝑖}(𝑡)}

𝑚−𝑝−1
0 , 𝑌 ⊃𝑌𝑛≡𝑈(𝑆3

𝑛)⊕𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑡𝑖}𝑚−1
𝑝 .

Тогда, используя соответствующие рассуждения из доказательства теоремы 4.3.1 в [5, с. 123–
124], несложно показать, что вычислительная схема (15)–(17) эквивалентна линейному опе-
раторному уравнению

𝐴𝑛𝑥𝑛≡Γ𝑛𝐴𝑥𝑛=Γ𝑛𝑦, 𝑥𝑛 ∈𝑋𝑛, Γ𝑛𝑦 ∈𝑌𝑛, (20)

где Γ𝑛 : 𝑌 →𝑌𝑛 — сплайновый оператор, введённый в п. 2.2.
Таким образом, для доказательства теоремы достаточно установить существование, един-

ственность и сходимость решений уравнений (20).
Уточним структуру аппроксимирующего уравнения (20). Поскольку в силу леммы 4

Γ2
𝑛 = Γ𝑛, имеем Γ𝑛𝑉 𝑥𝑛 = 𝑉 𝑥𝑛 ∈ 𝑌𝑛 при любом элементе 𝑥𝑛 ∈𝑋𝑛. Следовательно, вычисли-

тельный алгоритм (15)–(17) равносилен линейному уравнению вида

𝐴𝑛𝑥𝑛≡𝑉 𝑥𝑛+Γ𝑛𝐾𝑥𝑛=Γ𝑛𝑦, 𝑥𝑛 ∈𝑋𝑛, Γ𝑛𝑦 ∈𝑌𝑛. (21)

Покажем теперь “близость” операторов 𝐴 и 𝐴𝑛 на подпространстве 𝑋𝑛 в условиях (14).
Используя уравнения (19) и (21), представления (3) и (11), норму (2), для произвольного
элемента 𝑥𝑛 ∈𝑋𝑛 находим

‖𝐴𝑥𝑛−𝐴𝑛𝑥𝑛‖𝑌 = ‖𝐾𝑥𝑛−Γ𝑛𝐾𝑥𝑛‖𝑌 = ‖𝑇𝐾𝑥𝑛−𝑃𝑛𝑇𝐾𝑥𝑛‖𝐶 . (22)

На основании (5), (6), (13) и (14) имеем

(𝐾𝑥)(𝑡)= (𝐾𝑧)(𝑡)+

𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝛾𝑖𝜓𝑖(𝑡).

Следовательно, в силу (15) справедливо равенство

(𝐾𝑥𝑛)(𝑡)= (𝐾𝑔𝑛)(𝑡)+

𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑐𝑖+𝑛+2𝜓𝑖(𝑡),

откуда вытекает, что

(𝑇𝐾𝑥𝑛)(𝑡)=

1ˆ

−1

ℎ(𝑡, 𝑠)𝑔𝑛(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑐𝑖+𝑛+2𝑓𝑖(𝑡), (23)

где ℎ≡𝑇𝑡𝐾, 𝑓𝑖≡𝑇𝜓𝑖, 𝑖=0,𝑚−𝑝−1.
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В силу равенства (23), соотношения (10), леммы 2 и определения (7) последовательно
выводим промежуточную оценку

‖𝑇𝐾𝑥𝑛−𝑃𝑛𝑇𝐾𝑥𝑛‖𝐶 ≡max
𝑡∈𝐼

⃒⃒⃒⃒ 1ˆ

−1

(ℎ−𝑃 𝑡
𝑛ℎ)(𝑡, 𝑠)𝑔𝑛(𝑠) 𝑑𝑠+

∑︁
𝑖

(−1)𝑖𝑐𝑖+𝑛+2(𝑓𝑖−𝑃𝑛𝑓𝑖)(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽ 2‖𝑔𝑛‖𝐶𝑑1𝑛−𝑟+
∑︁
𝑖

|𝑐𝑖+𝑛+2|𝑑1𝑛−𝑟 ⩽ 2‖𝑔𝑛‖(𝑝)𝑑1𝑛−𝑟+‖𝑥𝑛‖𝑋𝑑1𝑛−𝑟 ⩽ 𝑑2𝑛
−𝑟‖𝑥𝑛‖𝑋 , (24)

где 𝑑2 ≡ 2𝑑1, а 𝑑1 — постоянная, не зависящая от 𝑛 ∈N. Из равенств (22) и (24) следует
искомая оценка “близости” операторов 𝐴 и 𝐴𝑛:

𝜀𝑛≡‖𝐴−𝐴𝑛‖𝑋𝑛→𝑌 ⩽ 𝑑2𝑛
−𝑟, 𝑟=1, 4. (25)

На основании оценок (12) и (25) из теоремы 7 работы [12, с. 19] вытекает утверждение
теоремы 1 с оценкой погрешности (18).

В дальнейшем при оптимизации прямых проекционных методов решения ИДУ (13) су-
щественную роль будет играть

Теорема 2. Пусть ИДУ (13) имеет решение вида

𝑥*(𝑡)≡ 𝑧*(𝑡)+

𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝛾*𝑖 𝛿
{𝑖}(𝑡), 𝐷𝑧*=𝐷𝑇𝑈𝑥* ∈𝐶(𝑟), 𝑟=1, 4, (26)

при данном 𝑦∈𝑌 и соответствующий аппроксимирующий оператор 𝐴𝑛 в обобщённом мето-
де коллокации с кубическими сплайнами (ОМККС) непрерывно обратим. Тогда погрешность
приближённого решения 𝑥*𝑛 ∈𝑋𝑛 для правой части Γ𝑛𝑦 ∈𝑌𝑛 представима в виде

Δ𝑥*𝑛=𝑂
(︀
‖𝐷𝑧*−𝑃𝑛𝐷𝑧

*‖𝐶
)︀
=𝑂(𝑛−𝑟), 𝑟=1, 4. (27)

Доказательство. В силу теоремы 6 из работы [12, с. 17] и структуры приближённого
уравнения (21) имеем

Δ𝑥*𝑛=𝑂
(︀
‖Γ𝑛‖ ‖𝑥*−𝑥𝑛‖𝑋

)︀
, (28)

где 𝑥𝑛 ∈𝑋𝑛 — пока произвольный элемент. Выберем его следующим образом:

𝑥𝑛(𝑡)≡ (𝐽𝑃𝑛𝐷𝑇𝑈𝑥
*)(𝑡)+

𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝛾*𝑖 𝛿
{𝑖}(𝑡), (29)

где 𝑃𝑛 — интерполяционный сплайновый оператор с аппроксимативным свойством (10).
Тогда требуемая оценка (27) следует из (4), (7), (10), (26), (28), (29) с учётом замечания 1:

Δ𝑥*𝑛⩽ 𝑑3‖𝐽𝐷𝑧*−𝐽𝑃𝑛𝐷𝑧
*‖𝑋 ≡ 𝑑3‖𝐽𝐷𝑧*−𝐽𝑃𝑛𝐷𝑧

*‖(𝑝)≡ 𝑑3‖𝐷𝑧*−𝑃𝑛𝐷𝑧
*‖𝐶 ⩽ 𝑑4𝑛

−𝑟, 𝑟=1, 4.

2.4. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРЯМЫХ ПРОЕКЦИОННЫХ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ ИДУ

Пусть 𝑋 и 𝑌 — банаховы пространства, а 𝑋𝑛 и 𝑌𝑛 — их соответствующие произвольные
подпространства одинаковой размерности 𝑁 =𝑁(𝑛)<+∞, 𝑛∈N, причём 𝑁→∞ при 𝑛→∞.
Обозначим через Λ𝑛 ≡{𝜆𝑛} некоторое множество линейных операторов 𝜆𝑛, отображающих
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𝑌 на 𝑌𝑛. Далее рассмотрим два класса однозначно разрешимых линейных операторных
уравнений

𝐴𝑥= 𝑦, 𝑥∈𝑋, 𝑦 ∈𝑌 ; (30)

𝜆𝑛𝐴𝑥𝑛=𝜆𝑛𝑦, 𝑥𝑛 ∈𝑋𝑛, 𝜆𝑛 ∈Λ𝑛, 𝑛∈N. (31)

Пусть 𝑥* ∈𝑋 и 𝑥*𝑛 ∈𝑋𝑛 — решения уравнений (30) и (31) соответственно, а 𝐹 ≡{𝑓} —
класс известных коэффициентов (т.е. исходных данных) уравнения (30), порождающий класс
𝑋*≡{𝑥*} искомых элементов.

Следуя работе [12, с. 40], величину

𝑉𝑁 (𝐹 )≡ inf
𝑋𝑛,𝑌𝑛

inf
𝜆𝑛∈Λ𝑛

𝑉 (𝐹 ;𝜆𝑛;𝑋𝑛, 𝑌𝑛), (32)

где
𝑉 (𝐹 ;𝜆𝑛;𝑋𝑛, 𝑌𝑛)≡ sup

𝑓∈𝐹
𝑉 (𝑓 ;𝜆𝑛;𝑋𝑛, 𝑌𝑛)= sup

𝑥*∈𝑋*
‖𝑥*−𝑥*𝑛‖𝑋 ,

назовём оптимальной оценкой погрешности всевозможных прямых проекционных методов
𝜆𝑛 ∈Λ𝑛 решения уравнения (30) в классе 𝐹 .

Определение [12, с. 40]. Пусть существуют подпространства 𝑋0
𝑛⊂𝑋, 𝑌 0

𝑛 ⊂𝑌 размерности
𝑁 =𝑁(𝑛)<+∞ и операторы 𝜆0𝑛 : 𝑌 →𝑌 0

𝑛 , 𝜆0𝑛 ∈Λ𝑛, такие, что выполняется условие

𝑉𝑁 (𝐹 )≍𝑉 (𝐹 ;𝜆0𝑛;𝑋
0
𝑛, 𝑌

0
𝑛 ), 𝑁→∞, (33)

где символ ≍ означает, как обычно, слабую эквивалентность. Тогда метод (30), (31) при
𝑋𝑛 =𝑋0

𝑛, 𝑌𝑛 = 𝑌 0
𝑛 и 𝜆𝑛 = 𝜆0𝑛 называется оптимальным по порядку точности в классе 𝐹

среди всех прямых проекционных методов 𝜆𝑛 ∈Λ𝑛 решения уравнений (30).
Рассмотрим теперь оптимизацию по порядку точности в классе однозначно разрешимых

(равномерно относительно 𝐾 ∈𝐹 ) ИДУ (13) в случае, когда исходные данные принадлежат
семейству 𝑌 𝐶(𝑟), т.е. при 𝐾 ∈𝑌 𝐶(𝑟) (по 𝑡), 𝜓𝑖(𝑡)≡𝐾{𝑖}

𝑠 (𝑡, 0)∈𝑌 𝐶(𝑟), 𝑖=0,𝑚−𝑝−1, 𝑦∈𝑌 𝐶(𝑟),
𝑟=1, 4. Тогда в силу теоремы 2 [8] имеем

𝑋*≡
{︀
𝑥* ∈𝑋 : 𝐴𝑥*= 𝑦; 𝐾,𝜓𝑖, 𝑦 ∈𝑌 𝐶(𝑟)

}︀
=𝑋𝐶(𝑟),

где 𝑋𝐶(𝑟)≡{𝑥∈𝑋 ≡𝐷
(𝑝)
−1{𝑚; 0} : 𝐷𝑇𝑈𝑥∈𝐶(𝑟)}. Далее пусть

𝑋0
𝑛≡ 𝐽(𝑆3

𝑛)⊕𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛿{𝑖}(𝑡)}
𝑚−𝑝−1
0 , 𝑌 0

𝑛 ≡𝑈(𝑆3
𝑛)⊕𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑡𝑖}𝑚−1

𝑝 ,

а Λ0
𝑛≡{𝜆0𝑛} — семейство всех линейных операторов 𝜆0𝑛 : 𝑌 →𝑌 0

𝑛 .
Теорема 3. Пусть 𝐹 =𝑌 𝐶(𝑟), Λ𝑛=Λ0

𝑛. Тогда

𝑉𝑁 (𝐹 )≍𝑁−𝑟, 𝑁 =𝑛+𝑚−𝑝+3, 𝑟=1, 4, (34)

и этот оптимальный по точности порядок реализует ОМККС.
Доказательство. Пусть Π𝑙≡ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑡𝑖}𝑙0 — класс всех алгебраических полиномов степени

не выше 𝑙 и
𝐿𝑛≡Π𝛿

𝑛+𝑚−𝑝−1≡ 𝐽(Π𝑛−1)⊕𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛿{𝑖}(𝑡)}𝑚−𝑝−1
0

— (𝑛+𝑚−𝑝)-мерное подпространство пространства 𝑋. Согласно формуле (7) введём вели-
чину

𝐸𝛿
𝑛+𝑚−𝑝−1(𝑥)≡ inf

𝑥𝑛∈𝐿𝑛

‖𝑥−𝑥𝑛‖𝑋 , 𝑥∈𝑋, (35)
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называемую наилучшим приближением обобщённой функции 𝑥∈𝑋≡𝐷(𝑝)
−1{𝑚; 0} элементами

из пространства 𝐿𝑛. На основании доказательства теоремы 1.5.14 из [5, с. 35] имеем, что
(35) выражается через наилучшее равномерное приближение

𝐸𝛿
𝑛+𝑚−𝑝−1(𝑥)=𝐸𝑛−1(𝐷𝑇𝑈𝑥), (36)

где 𝐸𝑙(𝑓) — наилучшее равномерное приближение функции 𝑓 ∈𝐶 полиномами из Π𝑙, 𝑙=
0, 1, 2, . . . Далее заметим, что из определения 𝑁 -го колмогоровского поперечника 𝑑𝑁 (𝐿,𝑋)

множества 𝐿 в нормированном пространстве 𝑋 ≡𝐷
(𝑝)
−1{𝑚; 0} (см., например, [18, с. 11]) и

соотношения (36) следует равенство

𝑑𝑁 (𝐿,𝑋)= 𝑑𝑁−𝑚+𝑝(𝐷𝑇𝑈(𝐿), 𝐶), 𝑁 >𝑚−𝑝,

откуда, с учётом 𝑑𝑙(𝐶
(𝑟), 𝐶)≍ 𝑙−𝑟, 𝑙∈N (см. [18, с. 90]), вытекает слабая эквивалентность

𝑑𝑁 (𝑋𝐶(𝑟), 𝐶)≍𝑁−𝑟. (37)

Известно [12, с. 163], что 𝑉𝑁 (𝐹 )⩾ 𝑑𝑁 (𝑋*, 𝑋), следовательно, из (37) имеем

𝑉𝑁 (𝐹 )⩾ 𝑑𝑁 (𝑋𝐶(𝑟), 𝑋)≍𝑁−𝑟. (38)

С другой стороны, в силу определения 𝑉𝑁 (𝐹 ) (32) и теорем 1 и 2 находим верхнюю оценку

𝑉𝑁 (𝐹 )⩽ sup
𝑥*∈𝑋𝐶(𝑟)

‖𝑥*−𝑥*𝑛‖𝑋 =𝑂(𝑁−𝑟), 𝑥*𝑛=𝐴−1
𝑛 Γ𝑛𝑦.

Отсюда и из соотношений (33), (38) получаем утверждение теоремы с оценкой (34).
Замечание 2. В силу определения нормы (7) в 𝑋≡𝐷(𝑝)

−1{𝑚; 0} нетрудно заметить, что из
сходимости последовательности {𝑥*𝑛} приближённых решений к точному решению 𝑥*=𝐴−1𝑦
в метрике 𝑋 следует обычная сходимость в пространстве обобщённых функций, т.е. слабая
сходимость.

Замечание 3. При приближении решений операторных уравнений 𝐴𝑥 = 𝑦 возникает
естественный вопрос о скорости сходимости невязки 𝜌*𝑛(𝑡)≡ (𝐴𝑥*𝑛−𝑦)(𝑡) исследуемого метода.
Один из результатов в этом направлении легко получить из теоремы 1, а именно: из неё
вытекает простое следствие — если исходные данные 𝐾 (по 𝑡), 𝜓𝑖 и 𝑦 уравнения (13)
принадлежат классу 𝑌 𝐶(𝑟), 𝑟=1, 4, то в условиях теоремы 1 справедлива оценка ‖𝜌*𝑛‖𝑌 =
=𝑂(𝑛−𝑟), 𝑟=1, 4.

Замечание 4. Если 𝑝=𝑚= 0, то ИДУ (13) преобразуется в интегральное уравнение
Фредгольма второго рода в пространстве 𝐶, а предложенный вычислительный алгоритм
(15)–(17) — в соответствующий метод коллокации с кубическими сплайнами для уравне-
ния второго рода, причём 𝑇𝑦 ≡ 𝑦, ℎ≡𝐾. Поэтому теорема 1 содержит соответствующие
результаты по обоснованию данного варианта метода коллокации для приближённого ре-
шения уравнений второго рода в классе 𝐶, при этом погрешность характеризуется оценкой
‖𝑥*𝑛−𝑥*‖𝐶 =𝑂(𝑛−𝑟), 𝑟=1, 4.

Замечание 5. Так как в условиях теоремы 1 соответствующие аппроксимирующие опе-
раторы 𝐴𝑛 обладают свойством

‖𝐴−1
𝑛 ‖=𝑂(1), 𝐴−1

𝑛 : 𝑌𝑛→𝑋𝑛, 𝑛⩾𝑛1,
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то ясно (см. [12, с. 23–24]), что предложенный в настоящей работе прямой метод для ИДУ
(13) устойчив относительно малых возмущений исходных данных, а это позволяет найти
численное решение исследуемых уравнений на ЭВМ с любой наперёд заданной точностью.
Более того, если ИДУ (13) хорошо обусловлено (см., например, [12, с. 24]), то хорошо
обусловленной является также СЛАУ (17).
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ORDER-OPTIMAL DIRECT METHOD FOR SOLVING
OF SINGULAR INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS
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Naberezhnye Chelny Institute of Kazan (Volga region) Federal University, Russia
e-mail: gabbasovnazim@rambler.ru

A linear integro-differential equation with a singular differential operator in the principal part is studied.
For its approximate solution in the space of generalized functions, special generalized version of spline
method are proposed and justified. The optimality in the order of accuracy of the method constructed
is established.

Keywords: integro-differential equation, approximate solution, direct method.
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