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ВВЕДЕНИЕ

В последние десятилетия математическое моделирование целого класса объектов про-
водится при активном привлечении дробно-дифференциального исчисления. Дробные про-
изводные нашли своё применение в разнообразных областях науки и техники, таких как
электромагнетизм, вязкоупругость, механика жидкости, электрохимия, динамика биологи-
ческих популяций, оптика, обработка сигналов и др. [1–4]. Одним из наиболее ярких прило-
жений дробно-дифференциальных уравнений является моделирование аномальной диффу-
зии/теплопроводности. Аномальные диффузионные процессы в последнее время вызывают
всё больший интерес у исследователей в связи с обнаружением аномальных свойств у ряда
наноматериалов и наносистем (наноканалы, нанотрубки, нанонити и т. д.) [5–7]. В отли-
чие от нормальной диффузии, которая характеризуется линейной зависимостью среднего
квадрата смещения частиц от времени ⟨𝑟2⟩ ∼ 𝑡, в аномальных диффузионных процессах
наблюдается отклонение от линейного закона и появляется дробный показатель степени 𝑝:⟨︀
𝑟2
⟩︀
∼ 𝑡𝑝, где 𝑟 — вектор смещения частиц. При этом возможны режимы супердиффузии

(1< 𝑝 < 2) и субдиффузии (0< 𝑝 < 1), которые связаны соответственно с баллистическим
(прыжковым) механизмом переноса и наличием ловушек в среде. Подобное наблюдается в
сложноструктурированных неоднородных средах, когда существенными становятся эффекты
пространственной нелокальности и/или долгосрочной памяти. В качестве примеров систем,
в которых наблюдаются корреляция или когерентность движения частиц, можно также
привести пористые среды, среды с фрактальной структурой, аморфные полупроводники,
аэрогели и т. д.

Для ряда дробно-дифференциальных уравнений известны аналитические решения [8, 9],
однако более универсальным подходом нахождения решений являются численные методы.
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К ним можно отнести конечно-разностные методы, построенные на основе формул Грюнваль-
да–Летникова [10–12], а также методы Монте-Карло [13, 14]. Важной задачей для дробно-
дифференциальных моделей является параметрическая идентификация [15–17]. При этом,
имея экспериментальные данные, необходимо определить не только коэффициенты уравне-
ния, но и порядок дробной производной. Решение такой задачи возможно в экстремальной
постановке, что типично для обратных задач математической физики [18, 19]. Как правило,
формируется функция потерь, выражающая отклонение расчётных данных от эталонных
(экспериментальных), которая минимизируется по искомым параметрам. Такой подход, в
частности, применялся авторами в работах [20, 21]: в [20] параметры идентифицировались
по результатам молекулярно-динамического моделирования, в [21] решалась задача поиска
порядка дробной производной с учётом интервальной неопределённости эксперименталь-
ных данных [22]. Во всех вариантах в процессе решения задачи оптимизации многократно
решалась прямая задача для дробно-дифференциального уравнения. В настоящей работе
для варианта с пространственно локализованным начальным условием предлагаются ме-
тоды идентификации, не требующие многократного решения прямой задачи. Этот класс
задач представляется актуальным, так как с использованием локализованной подачи мас-
сы/энергии экспериментально определяются характеристики диффузии/теплопроводности
различных сред.

В п. 1 сформулирована постановка прямой задачи для дробно-дифференциального урав-
нения диффузии и приведены распространённые численные методы её решения. В п. 2
представлены методы решения обратной задачи параметрической идентификации дробно-
дифференциальной модели. Результатам тестирования идентификационных методов в режи-
ме квазиреального эксперимента посвящен п. 3; проведено численное решение прямой задачи
с заданными параметрами дробно-дифференциального уравнения; результаты решения за-
шумлены и рассмотрены в качестве эталонных (экспериментальных) данных, по которым
идентифицируются параметры уравнения — порядок дробной производной и коэффициент
диффузии.

1. ПОСТАНОВКА ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ЕЁ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим вопросы математического описания процессов одномерной аномальной диф-
фузии в приближении сплошной среды на основе уравнений с частными дробными про-
изводными. При этом возможно появление как пространственных (для режима супердиф-
фузии), так и эволюционных (для режима субдиффузии) дробно-дифференциальных опе-
раторов. Математическая модель одномерной супердиффузии представляется следующим
дробно-дифференциальным уравнением:

𝜕𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=𝐷

𝜕𝛼𝛽𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝛼
, (1)

где 𝑈(𝑥, 𝑡) — объёмная концентрация вещества в среде, 𝐷 — коэффициент диффузии.
Данное уравнение получается из классического дифференциального уравнения диффузии

заменой производной второго порядка по пространственной переменной на производную
𝜕𝛼𝛽𝑈(𝑥, 𝑡)/𝜕𝑥𝛼, которая представляет собой двустороннюю дробную производную порядка 𝛼
(из физических соображений следует условие 1<𝛼⩽ 2) с параметром скоса 𝛽 (−1⩽ 𝛽⩽ 1)
(см. определение оператора 𝜕𝛼𝛽 /𝜕𝑥

𝛼 ниже). Уравнение (1) описывает аномальную диффузию
с показателем 𝑝=2/𝛼. Очевидно, что в предельном случае (𝛼=2) описывается классическая
диффузия.

Диффузионный процесс рассматривается в пространстве {(𝑥, 𝑡) ∈ R2 : 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0}. В
качестве начального условия может быть задана любая неотрицательная функция из про-
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странства 𝐿1(−∞,+∞), т.е. 𝑈(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)⩾ 0,
´ +∞
−∞ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥= 𝑈0 <∞. В настоящей работе

делается акцент на варианте задания локализованного источника массы:

𝑈(𝑥, 0)=𝑈0𝛿(𝑥). (2)

На данный момент известно несколько альтернативных определений дробных интегра-
лов и производных, но наиболее распространёнными являются определения по Риману–
Лиувиллю, которые заключаются в обобщении формулы Коши для 𝑛-кратного интеграла
на дробный порядок 𝑛, а именно, необходимые односторонние дробные производные произ-
вольных порядков 𝛼 в уравнении (1) определяются следующими формулами:

𝜕𝛼+𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝛼
=

1

Γ([𝛼]+1−𝛼)
𝑑[𝛼]+1

𝑑𝑥[𝛼]+1

𝑥ˆ

−∞

(𝑥−𝜏)[𝛼]−𝛼𝑈(𝜏, 𝑡) 𝑑𝜏,

𝜕𝛼−𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝛼
=

(−1)[𝛼]+1

Γ([𝛼]+1−𝛼)
𝑑[𝛼]+1

𝑑𝑥[𝛼]+1

+∞ˆ

𝑥

(𝜏−𝑥)[𝛼]−𝛼𝑈(𝜏, 𝑡) 𝑑𝜏,

где Γ(·) — гамма-функция Эйлера. Видно, что дробная производная является нелокальным
оператором свёртки.

Методы численного решения дробно-дифференциального уравнения (1) основаны на ап-
проксимации односторонних дробных производных порядка 𝛼 с использованием формул
Грюнвальда–Летникова:

𝜕𝛼+𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝛼
=

1

Γ(−𝛼)
lim
ℎ→0

1

ℎ𝛼

∞∑︁
𝑘=0

Γ(𝑘−𝛼)
Γ(𝑘+1)

𝑈(𝑥−𝑘ℎ, 𝑡) (3)

для левосторонней дробной производной по пространству и

𝜕𝛼−𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝛼
=

1

Γ(−𝛼)
lim
ℎ→0

1

ℎ𝛼

∞∑︁
𝑘=0

Γ(𝑘−𝛼)
Γ(𝑘+1)

𝑈(𝑥+𝑘ℎ, 𝑡) (4)

— для правосторонней.
Формулы (3), (4) представляют собой вариант дробного интегро-дифференцирования, ос-

нованный на конечно-разностных отношениях. Именно они положены в основу большинства
современных вычислительных алгоритмов решения дробно-дифференциальных уравнений.

Пусть пространство наблюдения −𝐿⩽ 𝑥⩽𝐿 (𝐿> 0) и время эволюции 0⩽ 𝑡⩽𝑅 (𝑅> 0)
разбиты пространственно-временно́й сеткой 𝑥𝑖=−𝐿+ 𝑖ℎ, ℎ=2𝐿/𝐾 > 0, 𝑖=0, 1, 2, . . ., 𝐾 =2𝑆
и 𝑡𝑛=𝑛𝜏 , 𝜏 =𝑅/𝑁 > 0, 𝑛=0, 𝑁 .

Тогда, как следствие формул (3), (4), производные уравнения (1) будут аппроксимированы
в узлах сетки (𝑥𝑖, 𝑡𝑛) с шагами ℎ, 𝜏 следующим образом:

𝜕𝛼+𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝛼
=

1

ℎ𝛼

𝑖+𝑠∑︁
𝑘=0

𝑔𝛼,𝑘𝑈(𝑥𝑖−(𝑘−𝑠)ℎ, 𝑡𝑛)+𝑂(ℎ), (5)

𝜕𝛼−𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝛼
=

1

ℎ𝛼

𝐾−𝑖+𝑠∑︁
𝑘=0

𝑔𝛼,𝑘𝑈(𝑥𝑖+(𝑘−𝑠)ℎ, 𝑡𝑛)+𝑂(ℎ), (6)

где 𝑔𝛼,𝑘=Γ(𝑘−𝛼)/Γ(−𝛼)(𝑘+1) — нормированные веса Грюнвальда–Летникова,
∑︀∞

𝑘=0 𝑔𝛼,𝑘=0,
𝑠⩾ 0 — целое значение сдвига для модифицированной (смещённой) формулы Грюнвальда–
Летникова.
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Отметим, что применение смещённой формулы Грюнвальда–Летникова для аппроксима-
ции дробной производной по пространству принципиально, так как явный и неявный методы,
основанные на использовании стандартной формулы Грюнвальда–Летникова (𝑠=0), оказыва-
ются неустойчивыми. Введение смещения (𝑠=1) позволяет получить абсолютно устойчивую
неявную схему и условно устойчивую явную схему с условием устойчивости

𝐷
𝜏

ℎ𝛼
⩽

1

𝛼
. (7)

Для конструирования двусторонней дробной производной по пространству с параметром
скоса −1⩽𝛽⩽1 обычно используется линейная комбинация левосторонней и правосторонней
дробных производных:

𝜕𝛼𝛽𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝛼
=

1+𝛽

2

𝜕𝛼+𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝛼
+
1−𝛽
2

𝜕𝛼−𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝛼
. (8)

В итоге явная конечно-разностная схема численного решения уравнения (1) имееет вид

𝑈𝑖,𝑛−𝑈𝑖,𝑛−1

𝜏
=
𝐷

ℎ𝛼

(︂
1+𝛽

2

𝑖+1∑︁
𝑘=0

𝑔𝛼,𝑘𝑈𝑖−𝑘+1,𝑛−1+
1−𝛽
2

𝐾−𝑖+1∑︁
𝑘=0

𝑔𝛼,𝑘𝑈𝑖+𝑘−1,𝑛−1

)︂
.

Алгоритмическая сложность явного алгоритма 𝑃 ∼𝑁𝐾2, что на порядок выше соот-
ветствующей величины 𝑃 ∼𝑁𝐾 для классической диффузии. Это связано с нелокальным
характером дробной производной.

Аналогично строится неявная схема численного решения. При этом в связи с нелокально-
стью дробно-дифференциального оператора матрица дискретного аналога неявной схемы не
является разреженной, что существенно отличает данный класс задач от задач классической
диффузии.

Обе схемы имеют первый порядок точности и по пространству, и по времени [10, 11, 23].
Вопросы построения разностных схем повышенного порядка точности рассмотрены в [24, 25].

В связи с высокой вычислительной сложностью конечно-разностных методов для дробно-
дифференциальных уравнений представляет интерес метод случайного блуждания по сетке,
который является естественным обобщением метода Монте-Карло для уравнения классиче-
ской диффузии [13, 14].

Примем

𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)=
1

𝑈0

𝑥𝑖+ℎ/2ˆ

𝑥𝑖−ℎ/2

𝑈(𝑥, 𝑡𝑛) 𝑑𝑥=
ℎ

𝑈0
𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

и запишем уравнение (1) в дискретном виде, переходя от концентрации 𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛) к доле
массы в ячейке (или вероятности нахождения частицы в ячейке) 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑛):

𝜕𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑡
=𝐷

(︂
1+𝛽

2

𝜕𝛼+𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑛−1)

𝜕𝑥𝛼
+
1−𝛽
2

𝜕𝛼−𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑛−1)

𝜕𝑥𝛼

)︂
, 𝑖=0,𝐾, 𝑛=1, 𝑁.

Воспользуемся формулами для аппроксимации соответствующих односторонних дробных
производных, но без перехода к конечным суммам:

𝑦𝑖,𝑛−𝑦𝑖,𝑛−1

𝜏
=
𝐷

ℎ𝛼

(︂
1+𝛽

2

∞∑︁
𝑘=0

𝑔𝛼,𝑘𝑦𝑖−𝑘+1,𝑛−1+
1−𝛽
2

∞∑︁
𝑘=0

𝑔𝛼,𝑘𝑦𝑖+𝑘−1,𝑛−1

)︂
,

𝑦𝑖,𝑛= 𝑦𝑖,𝑛−1+
𝐷𝜏

ℎ𝛼

(︂
1+𝛽

2

∞∑︁
𝑘=0

𝑔𝛼,𝑘𝑦𝑖−𝑘+1,𝑛−1+
1−𝛽
2

∞∑︁
𝑘=0

𝑔𝛼,𝑘𝑦𝑖+𝑘−1,𝑛−1

)︂
. (9)
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Соответствующие коэффициенты перехода для случайного блуждания стоят при вели-
чинах 𝑦𝑖 в ходе их перераспределения по правилу

𝑦𝑖(𝑡𝑛)=
+∞∑︁

𝑘=−∞
𝑞𝑘𝑦𝑖−𝑘(𝑡𝑛−1). (10)

Эти коэффициенты и есть нужные для модели случайного блуждания вероятности 𝑞 пере-
мещений по пространству. Из выражений (9), (10) следует, что

𝑞0=1−𝐷𝜏

ℎ𝛼
𝛼, 𝑞±1=

𝐷𝜏

ℎ𝛼

(︂
𝛼(𝛼−1)

2

1±𝛽
2

+
1∓𝛽
2

)︂
, 𝑞±𝑘 =

𝐷𝜏

ℎ𝛼
1±𝛽
2

𝑔(𝛼, 𝑘+1).

Видно, что процесс перераспределения является пространственно-однородным (вероятности
прыжков 𝑞𝑘 не зависят от 𝑖) и стационарным (вероятности 𝑞𝑘 не зависят от 𝑛). Отметим,
что вероятности соответствующих перемещений полностью определяются только набором
величин, включающим параметры уравнения 𝛼, 𝛽, 𝐷 и сеточные параметры ℎ, 𝜏 .

В работе [14] показано, что для вероятностей 𝑞𝑘 выполнены обязательные условия 𝑞𝑘⩾0,
если верно (7), и

∑︀+∞
𝑘=−∞ 𝑞𝑘=1, обеспечивающие неотрицательность массы в ячейке 𝑦𝑖(𝑡𝑛)⩾0

и сохранение общей массы
∑︀+∞

𝑘=−∞ 𝑦𝑘(𝑡𝑛)=
∑︀+∞

𝑘=−∞ 𝑦𝑘(0)= 1.
Вычислительные затраты метода Монте-Карло пропорциональны числу симуляций 𝑄 :𝑃 ∼

∼𝑄𝑁 , вследствие чего на одинаковой сетке с увеличением разбиения с некоторого момента
метод случайного блуждания при той же точности начинает превосходить по скорости
конечно-разностные методы [24].

В настоящей статье прямая задача для дробно-дифференциального уравнения решается с
целью получения эталонных данных для параметрической идентификации модели в режиме
квазиреального эксперимента.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ
И МЕТОДЫ ЕЁ РЕШЕНИЯ

Поставим следующую обратную задачу: оценить по известным значениям 𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛) пара-
метры дробно-дифференциального уравнения (1) — порядок дробной производной по про-
странству 𝛼 и коэффициент диффузии 𝐷 при локализованном начальном условии (2).

Как отмечалось во введении, аномальная диффузия характеризуется нелинейной зависи-
мостью среднего квадрата смещения частиц от времени ⟨𝑟2⟩∼ 𝑡𝑝. В режиме супердиффузии
(1 < 𝑝 < 2) показатель степени 𝑝 связан с порядком дробной производной уравнения (1)
соотношением 𝛼=2/𝑝 [8, 9]. В случае нормальной диффузии (𝑝=1) аналитическое решение
уравнения (1) представляется распределением Гаусса с дисперсией, линейно зависящей от
времени:

𝑈(𝑥, 𝑡)

𝑈0
=

1

𝜎̃
√
2𝜋
𝑒−

𝑥2

2𝜎̃2 , 𝜎̃2=2𝐷𝑡=2𝜎2. (11)

Решение дробно-дифференциального уравнения (1) также может быть представлено
функцией плотности вероятности из множества устойчивых распределений, которые харак-
теризуются не экспоненциальным, а степенным законом убывания на бесконечности. Это
затрудняет прямое использование дисперсии для параметрической идентификации, так как
в строгом смысле она оказывается бесконечной при любых 𝛼<2, что на практике приводит
к сильной чувствительности решения обратной задачи к зашумлённым данным.

В связи с этим рассмотрим два метода оценки параметров уравнения (1) — по скорости
спада максимума и по динамике границ 𝑤-ядра функции 𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛).
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Утверждение 1. Порядок 𝛼 дробной производной по пространству и коэффициент 𝐷
уравнения (1) с начальным условием (2) однозначно определяются по известным значениям
𝑈(0, 𝑡).

Доказательство. Воспользуемся известным аналитическим решением задачи Коши для
уравнения (1) с начальным условием (2) [1]:

𝑈(𝑥, 𝑡)

𝑈0
=

1

𝜎
𝑓𝛼𝛽

(︁𝑥
𝜎

)︁
, 𝜎=

(︁⃒⃒⃒
cos

𝜋𝛼

2

⃒⃒⃒
𝐷𝑡

)︁1/𝛼
,

𝑓𝛼𝛽(𝑥)=
1

𝜋𝑥

∞∑︁
𝑘=1

(−𝑥)𝑘Γ(𝑘/𝛼+1)

𝑘!
sin

(︁𝜋𝑘
2𝛼

(𝜃−𝛼)
)︁
, 𝑥⩾ 0,

𝑓𝛼𝛽(𝑥)= 𝑓𝛼(−𝛽)(−𝑥), 𝑥< 0, 𝜃=
2

𝜋
arctg

(︁
𝛽 tg

𝜋(𝛼−2)

2

)︁
. (12)

В случае пространственной симметрии дробная производная 𝜕𝛼𝛽𝑈(𝑥, 𝑡)/𝜕𝑥𝛼 полагается
равносторонней (𝛽=0) и выражение (12) упрощается:

𝑈(𝑥, 𝑡)

𝑈0
=

1

𝜎
𝑓𝛼0

(︁𝑥
𝜎

)︁
, 𝜎=

(︁⃒⃒⃒
cos

𝜋𝛼

2

⃒⃒⃒
𝐷𝑡

)︁1/𝛼
,

𝑓𝛼0(𝑥)=
1

𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑥2𝑘
Γ((2𝑘+1)/𝛼+1

)︀
(2𝑘+1)!

, 𝑥⩾ 0.

𝑓𝛼0(𝑥)= 𝑓𝛼0(−𝑥), 𝑥< 0. (13)

Воспользовавшись (12) для вычисления 𝑈(0, 𝑡), получим

𝑈(0, 𝑡)=𝑈0

(︂⃒⃒⃒⃒
cos

𝜋𝛼

2

⃒⃒⃒⃒
𝐷𝑡

)︂−1/𝛼

𝑓𝛼𝛽(0)=𝑈0

(︂⃒⃒⃒⃒
cos

𝜋𝛼

2

⃒⃒⃒⃒
𝐷𝑡

)︂−1/𝛼(︂
− 1

𝜋

)︂
Γ

(︂
1

𝛼
+1

)︂
sin

(︂
𝜋

2𝛼
(𝜃−𝛼)

)︂
=

=𝑈0

(︂⃒⃒⃒⃒
cos

𝜋

𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝐷𝑡

)︂−𝑝/2(︂
− 1

𝜋

)︂
Γ

(︂
𝑝

2
+1

)︂
sin

(︂
𝜋𝑝

4

(︂
𝜃− 2

𝑝

)︂)︂
. (14)

После логарифмирования выражения (14) по какому-либо основанию 𝐴 имеем

log𝑈(0, 𝑡)= log

[︂
−𝑈0

1

𝜋
Γ

(︂
𝑝

2
+1

)︂
sin

(︂
𝜋𝑝

4

(︂
𝜃− 2

𝑝

)︂)︂(︂⃒⃒⃒⃒
cos

𝜋

𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝐷𝑡

)︂−𝑝/2]︂
=

=−𝑝
2
log 𝑡− 𝑝

2
log

[︂ ⃒⃒⃒⃒
cos

𝜋

𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝐷

]︂
+log

[︂
−𝑈0

1

𝜋
Γ

(︂
𝑝

2
+1

)︂
sin

(︂
𝜋𝑝

4

(︂
𝜃− 2

𝑝

)︂)︂]︂
. (15)

Легко видеть, что выражение (15) представляет собой линейную функцию вида 𝑦= 𝑎 ·𝑡+𝑏,
где 𝑦= log𝑈(0, 𝑡) и 𝑡= log 𝑡.

В результате показатель степени 𝑝 однозначно определяется из (15) по скорости спада
максимума функции концентрации в логарифмической шкале как

𝑝=−2
𝑑 log𝑈(0, 𝑡)

𝑑 log 𝑡
=−2𝑎, (16)

соответственно 𝛼=2/𝑝, а коэффициент диффузии вычисляется по формуле

𝐷=
⃒⃒⃒
cos

𝜋

𝑝

⃒⃒⃒−1
(︂
− 𝑈0

𝜋𝐴𝑏
Γ

(︂
𝑝

2
+1

)︂
sin

(︂
𝜋𝑝

4

(︂
𝜃− 2

𝑝

)︂)︂)︂2/𝑝
(17)
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при известном значении 𝛽 или 𝜃, 𝐴 — основание логарифма. Таким образом, утверждение
доказано.

В случае пространственной симметрии (𝛽=0) выражение для коэффициента диффузии
принимает вид

𝐷=
⃒⃒⃒
cos

𝜋

𝑝

⃒⃒⃒−1
(︂
𝑈0

𝜋𝐴𝑏
Γ

(︂
𝑝

2
+1

)︂)︂2/𝑝
=
⃒⃒⃒
cos

𝜋𝛼

2

⃒⃒⃒−1
(︂
𝑈0

𝜋𝐴𝑏
Γ

(︂
1

𝛼
+1

)︂)︂𝛼
. (18)

Полученные формулы (16)–(18) дают первый практический алгоритм вычисления пара-
метров дробно-дифференциального уравнения (1). При этом оценку коэффициентов 𝑎 и 𝑏
линейной функции 𝑦=𝑎𝑡+𝑏 по известным данным 𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛) можно провести разными спосо-
бами, например, методом наименьших квадратов. Отметим, что в представленном алгоритме
информация о решении 𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛) используется не в полном объёме, достаточно лишь данных
в точке 𝑥=0.

Далее изложим метод, в котором информация о решении более полная. Введём в рассмот-
рение центрированное 𝑤-ядро (0<𝑤< 1) распределения 𝑈(𝑥, 𝑡), определив его как отрезок
[−𝑑, 𝑑] такой, что 𝑤=

´ 𝑑
−𝑑 𝑈(𝑥, 𝑡)/𝑈0 𝑑𝑥. Физически 𝑤-ядро соответствует пространственной

области, содержащей долю диффундирующего вещества, равную 𝑤. Ясно, что для выполне-
ния условия 𝑤=const границы 𝑤-ядра [−𝑑, 𝑑] должны сдвигаться со временем, т.е. 𝑑=𝑑(𝑡).
Второй предлагаемый метод идентификации параметров уравнения (1) с начальным усло-
вием (2) основан на анализе этой функциональной зависимости 𝑑(𝑡).

Утверждение 2. Порядок 𝛼 дробной производной по пространству и коэффициент 𝐷
уравнения (1) с начальным условием (2) однозначно определяются по известным значениям
функции 𝑑(𝑡).

Доказательство. Вновь воспользуемся известным аналитическим решением (12) задачи
Коши уравнения (1) c начальным условием (2) для вычисления 𝑤-ядра распределения 𝑈(𝑥, 𝑡):

𝑤=

𝑑ˆ

−𝑑

𝑈(𝑥, 𝑡)

𝑈0
𝑑𝑥=

𝑑ˆ

−𝑑

1

𝜎
𝑓𝛼𝛽

(︁𝑥
𝜎

)︁
𝑑𝑥=𝐹𝛼𝛽

(︁𝑥
𝜎

)︁⃒⃒⃒𝑑
−𝑑

=const, (19)

где функция 𝐹 (𝑥) — некоторая не имеющая явного вида первообразная плотности вероят-
ности (12), т.е. соответствующая функция распределения.

Функция 𝐹 (𝑥) является монотонной, поэтому вне зависимости от её вида условие (19)
будет выполнено тогда и только тогда, когда 𝑑∼𝜎, следовательно

𝑑(𝑡)= 𝑙𝜎(𝑡)= 𝑙

(︂ ⃒⃒⃒⃒
cos

𝜋𝛼

2

⃒⃒⃒⃒
𝐷𝑡

)︂1/𝛼
= 𝑙

(︂ ⃒⃒⃒⃒
cos

𝜋

𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝐷𝑡

)︂𝑝/2
(20)

для любых произвольно выбранного 𝑙 > 0 и однозначно соответствующего ему значения

𝑤=𝐹𝛼𝛽

(︁𝑥
𝜎

)︁⃒⃒⃒𝑙𝜎
−𝑙𝜎

=𝐹𝛼𝛽(𝑙)−𝐹𝛼𝛽(−𝑙)=Φ(𝑙), 0<𝑤< 1. (21)

После логарифмирования по основанию 𝐴 равенства (20) получим выражение

log(𝑑(𝑡))= log

(︂
𝑙
(︁ ⃒⃒⃒

cos
𝜋

𝑝

⃒⃒⃒
𝐷𝑡

)︁𝑝
2

)︂
=
𝑝

2
log 𝑡+

𝑝

2
log

(︁ ⃒⃒⃒
cos

𝜋

𝑝

⃒⃒⃒
𝐷
)︁
+log 𝑙, (22)

которое представляет собой линейную функцию вида 𝑦= 𝑎𝑡+𝑏, где 𝑦= log 𝑑(𝑡) и 𝑡= log 𝑡.
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В результате из (22) показатель степени 𝑝 однозначно определяется по динамике границ
𝑤-ядра в логарифмической шкале по формуле

𝑝=2
𝑑 log 𝑑(𝑡)

𝑑 log 𝑡
=2𝑎, (23)

соответственно 𝛼=2/𝑝, а коэффициент диффузии вычисляется по формуле

𝐷=
⃒⃒⃒
cos

𝜋

𝑝

⃒⃒⃒−1𝐴2𝑏/𝑝

𝑙2/𝑝
=
⃒⃒⃒
cos

𝜋𝛼

2

⃒⃒⃒−1𝐴𝑏𝛼

𝑙𝛼
. (24)

Утверждение доказано.
Полученные формулы (23), (24) дают второй алгоритм вычисления параметров дробно-

дифференциального уравнения (1). Оценку коэффициентов 𝑎 и 𝑏 линейной функции 𝑦=𝑎𝑡+𝑏
можно провести методом наименьших квадратов, при этом необходимые значения 𝑑(𝑡𝑛)
границ 𝑤-ядра [−𝑑𝑛, 𝑑𝑛] вычисляются как

𝑑(𝑡𝑛)=min
𝑗

𝐾/2+𝑗∑︁
𝑖=𝐾/2−𝑗

𝑈𝑖,𝑛⩾𝑤𝑈0, 𝑛=0, 𝑁.

Отметим, что рассчитываемый порядок 𝛼 дробной производной не зависит от использу-
емого 𝑤-ядра и для его определения можно взять любое значение 0<𝑤< 1. В выражение
(24) для коэффициента диффузии 𝐷 величина 𝑙 входит явно, причём связь между 𝑙 и 𝑤
даётся нелинейным уравнением (21) с неявно заданной правой частью. Решение уравнения
(21) связано с дополнительными вычислительными затратами, так как при этом приходится
решать прямую задачу (1), (2), а затем вычислять функцию 𝐹 (𝑥) численным интегриро-
ванием. Использование аналитического решения (12) вычислительно не эффективно, так
как присутствующий в нём знакопеременный ряд медленно сходится. Однако, как показали
вычислительные эксперименты, хорошим универсальным приближением функции Φ(𝑙) урав-
нения (21) в диапазоне 𝑙⩽ 1 является 𝑒𝑟𝑓(𝑙/2), строго верное для гауссова распределения
(11). В таком случае решения прямой задачи не требуется и достаточно заранее выбранной
пары значений 𝑙 и 𝑤.

3. ТЕСТИРОВАНИЕ МЕТОДОВ

Тестирование описанных в п. 2 методов будем проводить в режиме квазиреального экспе-
римента. Сначала, задав параметры дробно-дифференциального уравнения, решим прямую
задачу. Далее, добавив к полученному решению шумовую компоненту, будем использовать
его в качестве генератора эталонных (экспериментальных) данных, по которым будем иден-
тифицировать параметры уравнения — порядок дробной производной и коэффициент диф-
фузии.

Для всех примеров решение генерировалось в виде сеточной функции 𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛) с импуль-
сом 𝑈0=625 на отрезке −𝐿⩽𝑥⩽𝐿 и на промежутке времени 0⩽ 𝑡⩽𝑅 при значениях границ
𝐿=312 и 𝑅=10 000 на пространственно-временной сетке 𝑥𝑖=−𝐿+𝑖ℎ, ℎ=2𝐿/𝐾=1, 𝑖=0,𝐾,
𝐾=624 и 𝑡𝑛=𝑛𝜏 , 𝜏 =𝑅/𝑁 =1, 𝑛=0, 𝑁 , 𝑁 =10 000. К полученному результату добавлялась
шумовая компонента, после чего зашумлённые данные использовались для идентификации
параметров 𝛼 и 𝐷 уравнения (1).

В дальнейшем будем обозначать значения порядка дробной производной, полученные
разными методами, как 𝛼1, 𝛼2, а соответствующие значения коэффициента диффузии —
𝐷1, 𝐷2. Для точных значений параметров будем использовать обозначения 𝛼, 𝐷.
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Рассмотрим вариант с 𝛽 = 0 и отсутствием шумовой компоненты. Проварьируем зна-
чения 𝛼 в диапазоне от 1 до 2, подбирая коэффициент 𝐷 максимально возможным, но
так, чтобы за рассматриваемое время не нарушить однородные условия на границах. По-
лученные результаты приведены в табл. 1. Видно, что оба предложенных метода верно
оценивают наблюдаемую диффузию как аномальную и находят заданные в уравнении (1)
параметры 𝛼 и 𝐷, но не во всём диапазоне значений 1⩽𝛼⩽ 2, а для примерно 1.5⩽𝛼⩽ 2.
В диапазоне же значений 1⩽𝛼⩽ 1.5 приведённые результаты обнаруживают проблему: при
𝛼→1 получаемые оценки неверны. Однако данная проблема возникает не из-за ошибочности
предлагаемых методов идентификации, а вследствие неточности используемого подхода к
численному решению уравнения (1).

Таблица 1. Заданные и идентифицированные параметры уравнения

𝛼 𝐷 𝛼1 𝐷1 𝛼2 𝐷2

1.00 0.40 2.000 0.200146 2.000 0.200002

1.10 0.01 1.472 0.007097 1.434 0.007357

1.20 0.01 1.395 0.009549 1.363 0.010000

1.30 0.01 1.412 0.010570 1.389 0.010932

1.40 0.01 1.465 0.010744 1.446 0.010973

1.50 0.01 1.535 0.010585 1.519 0.010705

1.60 0.02 1.616 0.020728 1.613 0.021093

1.70 0.05 1.706 0.050970 1.708 0.051913

1.80 0.10 1.803 0.101074 1.805 0.102616

1.90 0.20 1.903 0.201429 1.901 0.202342

2.00 0.40 2.000 0.401322 2.000 0.400072

Представление двусторонней дробной производной при −1<𝛽<1 линейной комбинацией
(8) из двух формул Грюнвальда–Летникова для левосторонней и правосторонней дробных
производных при близких к единице значениях параметра 𝛼 оказывается неточным. В резуль-
тате численные решения уравнения (1) со значениями параметра 𝛼→1 будут приближаться
к распределению Гаусса, как если бы 𝛼=2, но с коэффициентом диффузии, зависящим от
сеточного параметра ℎ.

Действительно, при 𝛼→1 для уравнения (1) нормированные веса Грюнвальда–Летникова
𝑔𝛼,𝑘 будут выглядеть как (1,−1, 0, 0, . . .) и формулы дробных производных (5), (6) примут
вид разности вперёд и минус разности назад:

𝜕𝛼+𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝛼
=
𝑈𝑖+1,𝑛−𝑈𝑖,𝑛

ℎ
≈ 𝜕𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥
(для 𝛽=+1),

𝜕𝛼−𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝛼
=
𝑈𝑖−1,𝑛−𝑈𝑖,𝑛

ℎ
≈−𝜕𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥
(для 𝛽=−1).

В результате для равносторонней дробной производной (𝛽=0) имеем

𝜕𝛼0 𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝛼
=

1

2

𝑈𝑖+1,𝑛−𝑈𝑖,𝑛

ℎ
+
1

2

𝑈𝑖−1,𝑛−𝑈𝑖,𝑛

ℎ
=
𝑈𝑖+1,𝑛−2𝑈𝑖,𝑛+𝑈𝑖−1,𝑛

2ℎ
≈ ℎ

2

𝜕2𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥2
.
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Следует отметить, что в практически важных случаях подход к численному решению
уравнения (1) на основе линейной комбинации двух формул Грюнвальда–Летникова работает
вполне удовлетворительно, так как сильные аномалии (1⩽𝛼⩽ 1.5) наблюдаются редко.

Далее рассмотрим методы идентификации для зашумлённых данных.
Для генерации эталонных данных использовалось решение уравнения (1) при значениях

параметров 𝛼 = 1.8 и 𝐷 = 0.1 с переменным уровнем добавленной шумовой компоненты.
Профили этого решения в виде 𝑈(𝑥/𝐿, 𝑡) без шума и с шумом 20% представлены на ри-
сунке для различных выбранных моментов времени 𝑡. Полученные результаты приведены в
табл. 2. Видно, что оба предложенных метода устойчивы к зашумлению входного массива

Рисунок. Профили решения без шума (а) и с шумом 20% (б ): 1 — 𝑡=100; 2 — 220; 3 — 460; 4 — 1000; 5 —
1780; 6 — 3160.

Таблица 2. Идентифицированные параметры уравнения в зависимости от заданной доли шума

Доля шума, % 𝛼1 𝐷1 𝛼2 𝐷2

0.000 1.803 0.101074 1.805 0.102616

2.000 1.805 0.101222 1.805 0.102513

4.000 1.803 0.101162 1.805 0.102451

6.000 1.807 0.102071 1.805 0.102858

8.000 1.803 0.101091 1.803 0.102388

10.000 1.803 0.101383 1.805 0.102637

12.000 1.802 0.100970 1.803 0.102249

14.000 1.807 0.102478 1.807 0.103220

16.000 1.802 0.101186 1.807 0.103184

18.000 1.808 0.103122 1.802 0.101920

20.000 1.803 0.101982 1.802 0.101734
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данных, верно оценивают наблюдаемую диффузию как аномальную и находят заданные в
уравнении (1) параметры 𝛼 и 𝐷 для широкого диапазона заданного уровня шума. Отметим
высокую точность идентификации параметров даже при значительных уровнях шумового
воздействия на решение, что связано с применением метода наименьших квадратов при
значительном количестве 𝑁 используемых эталонных точек на заданном интервале времени
0⩽ 𝑡⩽𝑅.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложены методы идентификации параметров дробно-дифференциального уравнения
супердиффузии для варианта с пространственно локализованным начальным условием. Дан-
ный класс задач актуален в связи с использованием локализованной подачи массы/энергии
при экспериментальном определении характеристик диффузии/теплопроводности различ-
ных сред. Отличительной чертой представленных методов является отсутствие необходимо-
сти многократного решения прямой задачи. Тестирование методов в режиме квазиреального
эксперимента показало их высокую точность и устойчивость к погрешности входных данных.
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METHODS FOR PARAMETRIC IDENTIFICATION OF FRACTIONAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS

Y. V. Slastushenskiy1, D. L. Reviznikov2, S. A. Semenov3

Moscow Aviation Institute (National Research University), Russia
e-mail: 1slastushenskiy@mosinter.net, 2reviznikov@mai.ru, 3stdx@inbox.ru

The issues of parametric identification of fractional differential models describing the processes of
anomalous diffusion/heat conductivity are considered. The emphasis is on the option with a spatially
localized initial condition, which corresponds to the experimental approach to determine diffusion
characteristics. Methods are proposed for solving the identification problem that do not require multiple
solutions of the direct problem. Testing of methods is carried out in a quasi-real experiment mode.

Keywords: anomalous diffusion, fractional derivative, Grunwald–Letnikov formula, finite-difference
scheme, random walk model, Monte Carlo method, parametric identification.
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