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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Необходимость моделирования турбулентных течений обусловлена появлением в урав-
нениях, характеризующих движение среды, дополнительных неизвестных пульсационных
моментов. Не вдаваясь в подробности хорошо известного определения [1, § 120] пульсаци-
онных моментов, приведём следующую систему уравнений, описывающую пространственно-
двумерное осреднённое по времени турбулентное течение слабо сжимаемого изотермического
газа:
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Здесь 𝑢 и 𝑣 — осреднённые значения скорости в направлениях 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦 соответственно; 𝜌 —
плотность; 𝑝 — давление; 𝜇 — коэффициент молекулярной вязкости; 𝜌Δ𝑢2, 𝜌Δ𝑣2, 𝜌Δ𝑢Δ𝑣 —
пульсационные моменты.

Пульсационные моменты 𝜌Δ𝑢
2, 𝜌Δ𝑣2 являются малыми добавками к давлению, не ока-

зывающими существенного влияния на картину течения. Не учитывая их в (1)–(3), получаем
систему, состоящую из трёх уравнений относительно четырёх переменных 𝜌, 𝑢, 𝑣 и 𝜌Δ𝑢Δ𝑣:
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Далее будем исследовать систему (4)–(6). Проблема замыкания системы уравнений с
учётом пульсационных моментов является наиболее важной при описании турбулентных
течений. Самым распространённым является представление вклада пульсационных моментов
с помощью модели турбулентной вязкости [1, § 122], которая в нашем случае будет иметь
вид

𝜌Δ𝑢Δ𝑣=−𝜇т

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
.

Ключевым в этом подходе является вид турбулентной вязкости 𝜇т, для описания кото-
рой используется большое количество моделей [2–10], в том числе и широко применяемая
(𝜅–𝜀)-модель (см., например, работу А.Н. Колмогорова [10, гл. 6.3]). Эти модели позволяют
проводить расчёты конкретных течений, содержащих турбулентные зоны. Однако, как пра-
вило, они ограничены узким набором параметров и геометрических конфигураций течения,
а также больши́м набором настроечных параметров, выбранных в ходе вычислительного
эксперимента.

В нашей работе на основе кинетической модели, ранее используемой для построения ква-
зигазодинамической (КГД) системы уравнений [11, § 5], получено дополнительное уравнение
для пульсационного момента 𝜌Δ𝑢Δ𝑣, позволяющее замкнуть систему (4)–(6).

2. КИНЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ ПУЛЬСАЦИОННЫХ МОМЕНТОВ

На аналогию между движением молекул и дрейфом небольших турбулентных вихрей-
молей было обращено внимание ещё в начале XX века [1, § 122]. Согласно этому выводу
среднее время существования молей аналогично характерному времени 𝜏 между столкнове-
ниями молекул, а характерный путь 𝑙т, пройденный молем до исчезновения, соответствует
длине свободного пробега молекул 𝑙. По аналогии с кинетической теорией газов, определя-
ющей молекулярную вязкость как

𝜇= 𝜌
𝑙𝑐2

2
= 𝜌

𝜏𝑐

2
,

где 𝑐 — скорость звука, турбулентная вязкость 𝜇т определялась∗) по формуле

𝜇т = 𝜌
𝑙т𝑣т
2

= 𝜌
𝜏т𝑣

2
т

2
, (7)

где 𝑣т — характерная скорость дрейфа молей.
В нашей работе мы используем кинетическую модель, на основе которой получена КГД

система уравнений. Суть этой модели заключается в следующем. На момент времени 𝑡= 𝑡𝑗

распределение молекул по скоростям 𝜉=(𝜉1, 𝜉2)=(𝜉𝑥, 𝜉𝑦) характеризуется локально максвел-
ловской функцией

𝑓 = 𝑓0=
𝜌(𝑡, 𝑥)

(2𝜋𝑅𝑇 (𝑡, 𝑥))3/2
exp

{︂
−(𝜉−𝑢(𝑡, 𝑥))2

2𝑅𝑇

}︂
,

слабо меняющейся на расстоянии длины свободного пробега 𝑙 (𝑙/𝐿≪1, где 𝐿 — характерный
размер задачи). Затем в течение времени 𝜏 возникает бесстолкновительный разлёт и на
момент времени 𝑡𝑗+1= 𝑡𝑗+𝜏 происходит мгновенная максвеллизация и процедура повторяется
вновь.

∗) Вопрос эффективного применения этой модели заключается в определении 𝑣т,𝑙т или 𝜏т.
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Функция распределения 𝑓 𝑗+1 на новом слое по времени до максвеллизации связана с
локально-максвелловской функцией при 𝑡= 𝑡𝑗 соотношением∗)

𝑓(𝑡𝑗+1, 𝑥, 𝜉)= 𝑓0(𝑡
𝑗 , 𝑥−𝜏𝜉, 𝜉).

Учитывая условие Kn= 𝑙/𝐿≪ 1 (Kn — число Кнудсена), можно с точностью до 𝑂
(︀
Kn2

)︀
записать балансное уравнение [11, § 5]
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𝜏
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𝜏
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)︂
. (8)

КГД систему получим, умножив уравнение (8) последовательно на сумматорные инва-
рианты

𝜙
(︀
𝜉
)︀
=1, 𝜉, 𝜉

2
/2 (9)

и проинтегрировав затем по пространству скоростей.
Выпишем КГД систему на примере пространственно-одномерного случая:
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Здесь 𝐸 — полная энергия.
КГД система отличается от системы уравнений Навье–Стокса на члены порядка малости

𝑂
(︀
Kn2

)︀∗∗). Этот факт подтверждается многочисленными как расчётами, так и теоремами
[12, 13]. Следует отметить, что сами уравнения Навье–Стокса получены из кинетического
уравнения Больцмана с той же точностью 𝑂

(︀
Kn2

)︀
[14]. Применение КГД системы имеет

существенные преимущества при использовании вычислительных систем высокой и сверх-
высокой производительности [15], позволяя повысить устойчивость полученных на её основе
явных разностных схем.

Воспользуемся балансным уравнением (8) для получения дополнительного уравнения
с целью замкнуть систему (4)–(6). Умножим уравнение (8) на 𝜉𝑥𝜉𝑦 и проинтегрируем по
всем скоростям молекул. Эта процедура не вызывает затруднений из-за того что в (8)
𝑓 𝑗 полагается равной 𝑓0. В этом наблюдается отличие от уравнения Больцмана, в правой
части которого стоит сложный интеграл столкновений, обращающийся в нуль лишь при
интегрировании с сумматорными инвариантами (9).

Дополнительные уравнения для пульсационных моментов в принципе можно получить,
умножая исходные уравнения Навье–Стокса на скорость и проводя процедуру осреднения
по времени. Однако при этом появляются дополнительные моменты типа Δ𝑢𝑙(𝜕Δ𝑢𝑘/𝜕𝑥𝑙)
и (𝜕Δ𝑢𝑙/𝜕𝑥𝑘)(𝜕Δ𝑢𝑘/𝜕𝑥𝑙), препятствующие получению замкнутой системы уравнений. При
использовании балансного уравнения (8) таких моментов нет, что является его преимуще-

∗) Здесь не рассматривается воздействие на молекулы внешнего поля.
∗∗) Число Кнудсена можно определить как отношение длины свободного пробега 𝑙 к характерному размеру

задачи 𝐿.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 7 2024



ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ ДЛЯ ОПИСАНИЯ ТУРБУЛЕНТНЫХ ТЕЧЕНИЙ 993

ством. Тем не менее появляется и ряд проблем, связанных с интегрированием уравнения
(8) с весом 𝜉𝑥𝜉𝑦.

Моменты членов в уравнении (8), связанных с интегрированием 𝑓 𝑗0 , легко могут быть
получены. Однако в отличие от КГД системы, когда моменты 𝑓 𝑗+1 с сумматорными инвари-
антами известны, момент

´
𝑓 𝑗+1𝜉𝑥𝜉𝑦 𝑑𝜉 заранее неизвестен и зависит от вида функции 𝑓 𝑗+1.

Время 𝜏 в уравнении (8) уже не является временем между столкновениями молекул и
должно отражать турбулентное время 𝜏т существования молей.

3. ТУРБУЛЕНТНАЯ ВЯЗКОСТЬ

Для определения турбулентной вязкости 𝜇т воспользуемся аналогом формулы (7). Вы-
берем аналог 𝑣2т в виде

⃒⃒
Δ𝑢Δ𝑣

⃒⃒
. В качестве времени 𝜏т выберем характерную величину

|𝜕𝑢/𝜕𝑦+𝜕𝑥/𝜕𝑥|−1. Тогда турбулентная вязкость 𝜇т примет вид

𝜇т =

⃒⃒⃒⃒
𝜌Δ𝑢Δ𝑣

2

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒−1

, (10)

и соответственно пульсационный момент Δ𝑢Δ𝑣 может быть представлен в виде

𝜌Δ𝑢Δ𝑣=−𝜇т

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
.

Используемая при определении 𝜇т величина |𝜕𝑢/𝜕𝑦+𝜕𝑣/𝜕𝑥| связана с характерным значе-
нием соответствующих производных. Однако, как показывают результаты вычислительного
эксперимента, даже значительный разброс её величины не влияет на конечные значения
осреднённых скоростей.

Момент
´
𝑓 𝑗+1𝜉𝑥𝜉𝑦 𝑑𝜉 функции 𝑓 запишем в виде

ˆ
𝑓 𝑗+1𝜉𝑥𝜉𝑦 𝑑𝜉=

ˆ
𝑓 𝑗+1𝑢𝑣 𝑑𝜉+

ˆ
𝑓 𝑗+1𝑐𝑥𝑐𝑦 𝑑𝜉,

где 𝑐𝑥 и 𝑐𝑦 — значения тепловых и хаотических скоростей

𝑐𝑥= 𝜉𝑥−𝑢, 𝑐𝑦 = 𝜉𝑦−𝑣.

Величину
´
𝑓 𝑗+1𝑐𝑥𝑐𝑦 𝑑𝜉 представим с помощью двух членов разложения:

ˆ
𝑓 𝑗+1𝑐𝑥𝑐𝑦 𝑑𝜉=

ˆ (︂
𝜏т𝑓1+

𝜏2т
𝑡газ

𝑓2

)︂
𝑐𝑥𝑐𝑦 𝑑𝜉. (11)

Выберем 𝜏т по аналогии с временем 𝜏 и магнитным временем 𝜏м, присутствующих при
квазигазодинамическом аналоге уравнения магнитной индукции [15]∗)

𝜏 =
2𝜇

𝑝
, 𝜏м =

2𝜈

𝑝+𝐵2/(8𝜋)
,

где 𝜈 — магнитная вязкость, 𝐵 — вектор напряжённости магнитного поля,

𝜏т =
2𝜇т

𝑝
. (12)

∗) Для получения магнитогазодинамического (МГД) аналога КГД системы использовалась комплексно-
значная функция 𝑓ом = 𝜌(2𝜋𝑅𝑇 )−3/2 exp{−(𝜉𝑘−𝑢𝑘− 𝑖𝐵𝑘(4𝜋𝜌)

−1/2)(2𝑅𝑇 )−1}, где 𝑖 — мнимая единица. МГД
аналог КГД системы применялся для решения задач астрофизики и охлаждения ядерного реактора [15].
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В кинетической теории следующим членом разложения по малому параметру 𝜏/𝑡газ явля-
ется навье-стоксовская функция 𝑓𝑁𝑆 , интеграл от которой

´
𝜏𝑓𝑁𝑆𝑐𝑖𝑐𝑘 𝑑𝜉 приводит к тензору

вязких напряжений. По аналогии выберем 𝑓1=ℎ𝑓𝑁𝑆 . Коэффициент пропорциональности ℎ
определим так, чтобы в конечном уравнении, описывающем изменение пульсационного мо-
мента, отсутствовали члены по порядку величины бо́льшие, чем 𝜇, 𝜇т и 𝜌Δ𝑢Δ𝑣. Отметим,
что такое условие выполняется и для (𝜅–𝜀)-модели.

Определим теперь функцию 𝑓2. Учитывая определение турбулентной вязкости 𝜇т (10) и
𝜏т (12), получаем

𝜏т
𝑡газ

∼
⃒⃒
𝜌Δ𝑢Δ𝑣

⃒⃒
.

Величина 𝜏т𝑡−1
газ
´
𝑐𝑥𝑐𝑦𝑓2 𝑑𝜉 должна иметь размерность, совпадающую с 𝜕(𝜌Δ𝑢Δ𝑣)/𝜕𝑡 в урав-

нении, описывающем изменение 𝜌Δ𝑢Δ𝑣 по времени. Этому условию будет удовлетворять
функция

𝑓2∼
1

𝑝
𝑓𝑁𝑆 .

В таком случае интеграл 𝜏т𝑡
−1
газ
´
𝑐𝑥𝑐𝑦𝑓2 𝑑𝜉 будет пропорционален |𝜌Δ𝑢Δ𝑣|(𝜕𝑢/𝜕𝑦+𝜕𝑣/𝜕𝑥).

Учитывая аналогию
⃒⃒
Δ𝑢Δ𝑣

⃒⃒
и 𝑐2, а также смену знака членов при разложении функции

распределения по малому параметру, окончательно получаем

𝜏т
𝑡газ

ˆ
𝑐𝑥𝑐𝑦𝑓2 𝑑𝜉=−1

2
|𝜌Δ𝑢Δ𝑣|

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
. (13)

Обратим внимание на следующее обстоятельство. Ввиду предположения о бесстолкно-
вительном разлёте функции 𝑓1 и 𝑓2 зависят от газодинамических параметров предыдущего
шага по времени, в том числе и от входящих в них величин хаотических скоростей 𝑐𝑥=𝜉𝑥−𝑢𝑗
и 𝑐𝑦 = 𝜉𝑦−𝑣𝑗 . Однако в интеграл (11) входят величины 𝑐𝑥 и 𝑐𝑦, определяемые с помощью
значений скоростей на новом шаге по времени 𝑡= 𝑡𝑗+1. Тем не менее этот факт не влияет
на конечный результат.

По аналогии с 𝑓𝑁𝑆 представим интересующий момент 𝜏т
´
𝑐𝑗+1
𝑥 𝑐𝑗+1

𝑦 𝑓1 𝑑𝜉 в виде

𝜏т

ˆ
𝑐𝑗+1
𝑥 𝑐𝑗+1

𝑦 𝑓𝑁𝑆 𝑑𝜉=ℎ𝜏т

ˆ
𝑐𝑗+1
𝑥 𝑐𝑗+1

𝑦 𝑐𝑗𝑥𝑐
𝑗
𝑦

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂𝑗

𝑓 𝑗0 𝑑𝜉.

Учитывая, что 𝑐𝑗+1
𝑥 = 𝑐𝑗𝑥− 𝜏т𝜕(𝑢+Δ𝑢)/𝜕𝑡, 𝑐𝑗+1

𝑦 = 𝑐𝑗𝑦− 𝜏т𝜕(𝑣+Δ𝑣)/𝜕𝑡, величины 𝑐𝑗+1
𝑥 𝑐𝑗+1

𝑦 𝑐𝑗𝑥𝑐
𝑗
𝑦

запишем как

𝑐𝑗+1
𝑥 𝑐𝑗+1

𝑦 𝑐𝑗𝑥𝑐
𝑗
𝑦 = 𝑐2𝑗𝑥 𝑐

2𝑗
𝑦 −𝜏т

𝜕(𝑢+Δ𝑢)

𝜕𝑡
𝑐𝑗𝑦𝑐

2𝑗
𝑥 −𝜏т

𝜕(𝑣+Δ𝑣)

𝜕𝑡
𝑐𝑗𝑥𝑐

2𝑗
𝑦 +𝜏2т

𝜕(𝑢+Δ𝑢)

𝜕𝑡

𝜕(𝑣+Δ𝑣)

𝜕𝑡
. (14)

Моменты всех членов с локально-максвелловской функцией 𝑓 𝑗0 в правой части (14), кроме
первого, обратятся в нуль либо будут второго порядка малости по 𝜏т, поэтому

𝜏т

ˆ
𝑐𝑗+1
𝑥 𝑐𝑗+1

𝑦 𝑓1 𝑑𝜉=
ℎ𝑝𝜏т
2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂𝑗

. (15)

Чтобы в уравнении для пульсационного момента 𝜌Δ𝑢Δ𝑣 отсутствовали члены по порядку
величины бо́льшие, чем 𝜇, 𝜇т и 𝜌Δ𝑢Δ𝑣, выберем ℎ=2.
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4. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ПУЛЬСАЦИОННОГО МОМЕНТА

Умножим балансное уравнение (8) на 𝜉𝑥𝜉𝑦 и проинтегрируем по скоростям молекул.
Учтём (13) и (15) в интеграле

´
𝑐𝑥𝑐𝑦𝑓

𝑗+1 𝑑𝜉, а также представление актуальных скоростей
в виде суммы осреднённой скорости и пульсационной составляющей, и получим уравнение

𝜕(𝜌𝑢𝑣)

𝜕𝑡
+
𝜏т
2

𝜕2(𝜌𝑢𝑣)

𝜕𝑡2
+
𝜕(𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑡
+
𝜏т
2

𝜕2(𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑡2
+
𝜕(𝜌𝑢2𝑣)

𝜕𝑥
+

+
𝜕(2𝑢𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣2𝑢)

𝜕𝑦
+
𝜕(2𝑣𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑦
=

=
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑥
3(𝑝Δ𝑢Δ𝑣+𝑢2𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

)︂
+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑥
(3𝑝𝑢𝑣+𝜌𝑢3𝑣)

)︂
+

+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
2𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑦
(4𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

)︂
+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
2𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑝2

𝜌
+𝑝(𝑢2+𝑣2)

)︂)︂
+

+
𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑦
3(𝑝Δ𝑢Δ𝑣+𝑣2𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

)︂
+
𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑦
(3𝑝𝑢𝑣+𝜌𝑣3𝑢)

)︂
. (16)

При этом величина
´
𝑓 𝑗+1𝑢𝑣 𝑑𝜉−

´
𝑓 𝑗0𝜉𝑥𝜉𝑦 𝑑𝜉 заменена на

´
𝑓 𝑗+1𝑢𝑣 𝑑𝜉−

´
𝑓 𝑗0𝜉𝑥𝜉𝑦 𝑑𝜉

𝜏т
=
𝜕(𝜌𝑢𝑣)

𝜕𝑡
+
𝜏т
2

𝜕2(𝜌𝑢𝑣)

𝜕𝑡2
+
𝜕(𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑡
+
𝜏т
2

𝜕2(𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑡2
.

Чтобы получить уравнение, описывающее изменение 𝜌Δ𝑢Δ𝑣, вычтем из (16) уравне-
ние (2), умноженное на 𝑣, и уравнение (3), умноженное на 𝑢. В результате получим

𝜕(𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑡
+
𝜏т
2

𝜕2(𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑡2
+
𝜕(𝑢𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑦
+

+𝑢𝑣

(︂
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

)︂
+Δ𝑢Δ𝑣

(︂
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

)︂
=

=−𝜌Δ𝑢Δ𝑣
2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑥
3(𝑝+𝜌𝑢2)Δ𝑢Δ𝑣

)︂
+

+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑥
(3𝑝𝑢𝑣+𝜌𝑢3𝑣)

)︂
+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
2𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑝2

𝜌
+𝑝(𝑢2+𝑣2)+𝜌𝑢2𝑣2

)︂)︂
+

+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
2𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑦
(4𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

)︂
+
𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑦
3(𝑝+𝜌𝑣2)Δ𝑢Δ𝑣

)︂
+

+
𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑦
(3𝑝𝑢𝑣+𝜌𝑣3𝑢)

)︂
−𝑣𝜇

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

)︂
−𝑢𝜇

(︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

)︂
. (17)

В левой части уравнения (17) присутствует член 𝑢𝑣 (𝜕(𝜌𝑢)/𝜕𝑥+𝜕(𝜌𝑣)/𝜕𝑦), формально
превышающий по порядку величины члены, пропорциональные 𝜇, 𝜇т и 𝜌Δ𝑢Δ𝑣. Однако,
учитывая, что

𝑢𝑣

(︂
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

)︂
=−𝑢𝑣𝜕𝜌

𝜕𝑡
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для рассматриваемого случая слабо сжимаемого газа, этот член можно считать малым.
Полученный результат можно сформулировать в виде следующего утверждения.

Теорема. На основе использования кинетической модели, записанной в виде баланс-
ного уравнения (8), а также классических представлений о виде функции распределения
вблизи локально-термодинамического равновесия, получена замкнутая система уравнений,
описывающая пространственно-двумерные турбулентные течения в слабосжимаемом газе.

5. ЧИСЛЕННЫЙ АЛГОРИТМ И РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ

В качестве основной для расчёта пульсаций использовалась следующая система:

𝜕(𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝑢𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝜌Δ𝑢Δ𝑣)

𝜕𝑦
+

+Δ𝑢Δ𝑣

(︂
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

)︂
+𝑢𝑣

(︂
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

)︂
=

=−𝜌Δ𝑢Δ𝑣
2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜇+𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑥
(3(𝑝+𝜌𝑢2)Δ𝑢Δ𝑣)

)︂
+

+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜇+𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑥
(3𝑝𝑢𝑣+𝜌𝑢3𝑣)

)︂
+
𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜇+𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑦
(3(𝑝+𝜌𝑣2)Δ𝑢Δ𝑣)

)︂
+

+
𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜇+𝜇т

𝑝

𝜕

𝜕𝑦
(3𝑝𝑢𝑣+𝜌𝑣3𝑢)

)︂
−𝑣𝜇

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

)︂
−𝑢𝜇

(︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

)︂
. (18)

Система уравнений (1)–(3), (18) использовалась для расчёта турбулентных течений. В
уравнении (18), в отличие от (17), так же как и в уравнениях (1)–(3) отсутствуют чле-
ны со смешанными пространственными производными. Как показывает вычислительный
эксперимент, их присутствие фактически не сказывается на результате расчёта, при этом
усложняя его процесс. По той же причине в (18) отсутствуют члены (𝜏т/2)

(︀
𝜕2(𝜌Δ𝑢Δ𝑣)/𝜕𝑡2

)︀
и (𝜏т/2)

(︀
𝜕2(𝜌𝑢𝑣)/𝜕𝑡2

)︀
. Кроме того, в правой части (18) к членам, содержащим турбулентную

вязкость 𝜇т, добавлена молекулярная вязкость 𝜇, что позволяет единым образом строить
расчётный процесс, в том числе и в зонах отсутствия турбулентности. Расчёт проводился
по явной схеме.

Теперь выберем 𝜇т. В качестве примера рассматривалась задача о смешении двух плоских
потоков, движущихся со скоростями 𝑢1 и 𝑢0.

Характерным значением величины |𝜕𝑢/𝜕𝑦+𝜕𝑣/𝜕𝑥| в данном случае удобно выбрать⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
=

|𝑢1−𝑢0|
𝐿

, (19)

где 𝐿 — характерная толщина слоя смешения. Тогда турбулентную вязкость 𝜇т можно
определить как

𝜇т =

⃒⃒
𝜌Δ𝑢Δ𝑣

⃒⃒
2

𝐿

|𝑢1−𝑢0|
.

Естественно возникает вопрос о влиянии неопределённости в значении величины (19) на
конечный результат расчёта. Установлено, что варьирование величины |𝑢1−𝑢0| /𝐿 более
чем на порядок практически не влияет на значения осреднённых скоростей 𝑢 и 𝑣.
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В задаче о смешении двух потоков существовала одна характерная зона — сам слой
смешения. Для задач, в которых присутствует несколько турбулентных зон, предлагается
выбрать 𝜇т в каждой зоне в зависимости от характерного для неё значения |𝜕𝑢/𝜕𝑦+𝜕𝑣/𝜕𝑥|.

Вопрос о нахождении центральных пульсационных моментов 𝜌Δ𝑢2 и 𝜌Δ𝑣2, определяю-
щих значение турбулентной кинетической энергии, также легко решается. Для получения
дополнительного уравнения, описывающего 𝜌Δ𝑢2, умножим балансное уравнение (19) на
𝜉2𝑥/2 и проинтегрируем по скоростям молекул, а затем вычтем умноженное на скорость 𝑢
уравнение (2). Аналогично можно получить уравнения для нахождения 𝜌Δ𝑣2.

Рассмотрим результаты расчёта задачи о слое смешения. Начальные скорости слоёв 𝑢=0.7
при 𝑦 ⩽ 0 и 𝑢= 0.35 при 𝑦 < 0. Молекулярная вязкость определялась по заданному числу
Рейнольдса Re= 5 ·104. Результаты вычислений сравнивались с данными, полученными на
основе модели Спаларта–Аллмараса [2] и приближённой аналитической зависимости Шлих-
тинга [16, гл. 24, § 3]. При использовании уравнений Навье–Стокса имеем нестационарное
решение, соответствующее неустойчивости слоя смешения (рис. 1).

Рис. 1. Мгновенное распределение скорости. Нестационарное решение уравнений
Навье–Стокса.

В результате расчёта уравнений представленной модели и уравнений Рейнольдса с моде-
лью Спаларта–Аллмараса получаем стационарное решение (рис. 2). Наблюдается линейный
рост ширины области смешения.

Рис. 2. Распределение скорости. Стационарное решение c использованием пред-
ставленной модели.
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На рис. 3 показано распределение скорости в сечении 𝑥=1.5. Видно, что кривые доста-
точно близки.

Рис. 3. Распределение скорости в поперечном сечении 𝑥 = 1.5: 1 — модель
Спаларта–Аллмараса; 2 — зависимость Шлихтинга; 3 — КГД система.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные результаты демонстрируют перспективность применения предложенной мо-
дели к моделированию турбулентных течений. Однако полноправное включение её в ряд
используемых моделей для описания турбулентности течений требует дополнительных ис-
следований. В частности, планируется в дальнейшем расширить круг моделируемых задач,
обобщить данную модель на случай сжимаемого газа и пространственной 3D-геометрии.
Предполагается также в рамках предложенной методологии получить дополнительные урав-
нения для моментов 𝜌Δ𝑢2 и 𝜌Δ𝑣2, которые важны для нахождения кинетической энергии
турбулентных пульсаций.
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Based on a simple kinetic model, which is used in the derivation of a quasi-gasdynamic system, addi-
tional equations for turbulent moments are obtained. The properties of the additional equations are
demonstrated by the example of turbulent mixing layer simulation.
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