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производная неотрицательны во всех узлах сеточной области. Полученные результаты
использованы для анализа устойчивости разностных схем, аппроксимирующих уравне-
ния Фишера и Клейна–Гордона с нелинейной правой частью.
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ВВЕДЕНИЕ

Для приближённого решения линейных нестационарных задач математической физики
при дискретизации по времени часто используются двухслойные и трёхслойные разностные
схемы, которые могут быть записаны в канонической форме операторно-разностных урав-
нений с операторами, действующими в конечномерном гильбертовом пространстве. А.А. Са-
марским [1], А.В. Гулиным [2], П.Н. Вабищевичем [3] и другими учениками А.А. Самарского
разработана общая теория устойчивости таких операторно-разностных схем, достаточные и
необходимые условия устойчивости сформулированы в виде операторных неравенств.

Тем не менее многие прикладные задачи современного естествознания описываются нели-
нейными уравнениями математической физики. Для вычислительных методов, аппроксими-
рующих такие нелинейные задачи, в настоящее время отсутствует общая теория устойчи-
вости. Некоторые частные результаты получены в работах [4–9]; приведённые результаты
основывались на развитии техники принципа максимума [1, c. 44; 10] для нелинейных задач
и применении сеточного аналога леммы Бихари [11, 12].

Оказывается, что некоторые разностные схемы, аппроксимирующие нелинейные неста-
ционарные уравнения математической физики, могут быть записаны в каноническом ви-
де линейных операторно-разностных неравенств, к которым уже можно применять общую
теорию устойчивости А.А. Самарского [1]. Отметим, что с помощью линейных оператор-
ных неравенств можно получить предварительные оценки разностного решения в сильной
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норме пространств 𝐿∞ или 𝐶 на основе известных теорем вложения. После этого задача
исследования устойчивости нелинейных разностных схем становится линейной и для оцен-
ки возмущения разностного решения снова можно применить общую теорию устойчивости
линейных операторно-разностных уравнений.

В настоящей работе теория устойчивости линейных операторно-разностных схем пере-
носится на операторные неравенства. На основе достаточных условий устойчивости двух-
слойных и трёхслойных операторно-разностных схем получены соответствующие априорные
оценки для операторных неравенств. Эти оценки применяются к анализу устойчивости
разностных схем, аппроксимирующих уравнения Фишера [13–17] и Клейна–Гордона [18] с
нелинейной правой частью произвольного вида.

При рассмотрении операторно-разностных неравенств предполагается, что разностные
схемы являются критическими, т.е. когда разностное решение и его первая производная по
времени неотрицательны во всех узлах сеточной области [19, 20]. В указанных статьях уста-
новлены условия существования специальных поточечных оценок разностных решений —
так называемые условия критичности, и на их основе доказаны теоремы сравнения ре-
шений неявных разностных схем для различных нелинейных параболических уравнений,
т.е. определены условия, при которых одно решение мажорируется другим во всех уз-
лах пространственно-временно́й сетки. Полученные результаты свидетельствуют о том, что
решения неявных схем проявляют некоторые важные свойства “монотонности”, присущие
дифференциальным задачам для нелинейных параболических уравнений.

1. ДВУХСЛОЙНЫЕ ОПЕРАТОРНО-РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ

Пусть задано евклидово пространство 𝐻 и сетка по времени 𝜔̄𝜏 = {𝑡𝑛 = 𝑛𝜏 , 𝑛= 0, 𝑁0;
𝑁0𝜏 = 𝑇}= 𝜔𝜏 ∪{𝑇}. Обозначим через 𝐴,𝐵 : 𝐻→𝐻 линейные операторы, заданные в 𝐻 и
не зависящие от 𝜏 , 𝑡𝑛. Рассмотрим задачу Коши для двухслойной операторно-разностной
схемы [1, с. 357]

𝐵𝑦𝑡+𝐴𝑦=𝜙(𝑡), 0<𝑡∈𝜔𝜏 , 𝑦0=𝑢0, (1)

где 𝑦𝑛= 𝑦(𝑡𝑛)∈𝐻 — искомая функция, а входные данные 𝜙𝑛, 𝑢0 ∈𝐻 заданы.
Здесь и далее используются стандартные безындексные обозначения из [1, 21]: 𝑦 = 𝑦𝑛,

𝑦 = 𝑦𝑛+1, 𝑦 = 𝑦𝑛−1, 𝑦𝑡 = (𝑦− 𝑦)/𝜏 , 𝑦𝑡 = (𝑦− 𝑦)/𝜏 , 𝑦𝑡 = (𝑦− 𝑦)/2𝜏 , 𝑦(𝜎) = 𝜎𝑦+(1−𝜎)𝑦, 𝑦𝑡𝑡 =
= (𝑦−2𝑦+𝑦)/𝜏2. Через 𝐻𝐴, где 𝐴=𝐴* > 0, будем обозначать пространство со скалярным
произведением (𝑦, 𝑣)𝐴=(𝐴𝑦, 𝑣) и нормой ‖𝑦‖2𝐴=(𝐴𝑦, 𝑦).

Пусть в разностной схеме (1) 𝐵 =𝐸+ 𝜏𝐴, 𝐸 — единичный оператор. Тогда её можно
переписать в виде

𝑦𝑡+𝐴𝑦=𝜙, 0<𝑡<𝜔𝜏 , 𝑦0=𝑢0. (2)

Лемма 1. Для решения разностной схемы (2) при произвольном 𝜏 > 0 имеет место
оценка

‖𝑦𝑛+1‖⩽ ‖𝑦𝑛‖+2𝜏‖𝜙𝑛‖, 𝑛=0, 𝑁0−1. (3)

Доказательство. Умножив (2) скалярно в пространстве 𝐻 на 2𝜏𝑦= 2𝜏(𝑦(0.5)+0.5𝜏𝑦𝑡),
получим неравенство

𝜏(‖𝑦‖2)𝑡+𝜏2‖𝑦𝑡‖2⩽ 2𝜏‖𝜙‖ ‖𝑦‖,

из которого непосредственно следует оценка

(‖𝑦‖−‖𝑦‖)(‖𝑦‖+‖𝑦‖)⩽ 2𝜏‖𝜙𝑛‖(‖𝑦‖+‖𝑦‖).

Лемма доказана.
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Пусть в разностной схеме (2) 𝜙(𝑡)=𝜙1(𝑡)+𝜙2(𝑡). Тогда справедлива следующая
Лемма 2. Для решения разностной схемы (2) при произвольном 𝜏 > 0 имеет место

оценка
‖𝑦𝑛+1‖2+𝜏‖𝑦𝑛+1‖2𝐴+𝐼(𝑦𝑛+1)⩽ ‖𝑦𝑛‖2+

𝜏

2𝜀1
‖𝜙1‖2+2𝜏‖𝜙2‖2𝐴−1 , (4)

где 𝜀1> 0 — действительное число, определяемое из условия 𝐼(𝑦𝑛+1)⩾ 0,

𝐼(𝑦𝑛+1)=
𝜏

2
(‖𝑦𝑛+1‖2𝐴−4𝜀1‖𝑦𝑛+1‖2). (5)

Доказательство. Умножая уравнение (2) скалярно в 𝐻 на 2𝜏𝑦=2𝜏(𝑦(0.5)+0.5𝜏𝑦𝑡), будем
иметь

𝜏(‖𝑦‖2)𝑡+𝜏2‖𝑦𝑡‖2+2𝜏‖𝑦‖2𝐴⩽ 2𝜏(𝑦, 𝜙). (6)

Применяя к правой части (6) неравенство Коши с 𝜀, обобщённое неравенство Коши–Буня-
ковского, находим

2𝜏(𝑦, 𝜙1)⩽ 2𝜏𝜀‖𝑦‖2+ 𝜏

2𝜀
‖𝜙1‖2,

2𝜏(𝑦, 𝜙2)⩽ 2𝜏‖𝑦‖𝐴‖𝜙2‖𝐴−1 ⩽
𝜏

2
‖𝑦‖2𝐴+2𝜏‖𝜙2‖2𝐴−1 .

Подставляя полученные оценки в (6), приходим к требуемому соотношению (4). Лемма
доказана.

2. ДВУХСЛОЙНЫЕ ОПЕРАТОРНО-РАЗНОСТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

В этом пункте рассмотрим лишь критические разностные схемы. Дадим необходимые
определения в соответствии с работами [19, 20].

Определение 1. Разностная схема (1) называется критической, если при критических
входных данных её решение является критическим.

Определение 2. Входные данные и решение разностной задачи называются критиче-
скими, если при всех 𝑡∈𝜔𝜏 выполняется неравенство

𝑦(𝑡+𝜏)−𝑦(𝑡)⩾ 0. (7)

Фактически будут рассматриваться лишь такие разностные схемы, у которых разност-
ная производная по времени 𝑦𝑡 неотрицательна при определённых (критических) входных
данных. В свою очередь, доказательство поточечного выполнения (7) для конкретной нели-
нейной разностной схемы является нетривиальной задачей.

Вместо разностной задачи (1) рассмотрим соответствующее операторно-разностное нера-
венство

𝐵𝑦𝑡+𝐴𝑦⩽𝜙(𝑡), 0<𝑡∈𝜔𝜏 , 𝑦0=𝑢0, (8)

в котором постоянные линейные операторы 𝐴 и 𝐵 удовлетворяют (обычным) условиям

𝐵> 0 𝐴=𝐴*> 0.

Отметим, что операторные неравенства вида (8) могут возникнуть, если в разностных
схемах отбрасываются нелинейные отрицательные слагаемые в правой части уравнения, а
условие критичности (7) необходимо для применения метода энергетических неравенств в
сильных соболевских нормах.
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Лемма 3. Пусть
𝑅=𝐵−0.5𝜏𝐴⩾ 𝜀𝐸,

где 𝜀> 0 — любое число. Тогда для решения задачи (8) имеет место оценка

‖𝑦𝑛+1‖2𝐴⩽ ‖𝑦𝑛‖2𝐴+
𝜏

2𝜀
‖𝜙𝑛‖2. (9)

Доказательство леммы при условии (7) проводится аналогично доказательству соот-
ветствующего утверждения для операторно-разностной схемы (1) [1, с. 371].

3. УРАВНЕНИЕ ФИШЕРА

Уравнение Фишера, также известное как уравнение Колмогорова–Петровского–Пискунова
[13], названо в честь статистика и биолога Рональда Фишера, предложившего его для опи-
сания процессов популяционной динамики [14]. В области 𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0<𝑥< 𝑙, 0< 𝑡<𝑇}
поставим для этого уравнения начальную граничную задачу с краевыми условиями Дирихле:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+𝜆𝑢(1−𝑢), 𝜆=const> 0, (𝑥, 𝑡)∈𝑄𝑇 , (10)

𝑢(𝑥, 0)=𝑢0(𝑥), 𝑢(0, 𝑡)=𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡)=𝜇2(𝑡). (11)

В дальнейшем будем предполагать неотрицательность входных данных

0⩽𝑢0(𝑥), 𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡)⩽𝑚, (𝑥, 𝑡)∈𝑄𝑇 ,

где 𝑚=const> 0, 𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0⩽𝑥⩽ 𝑙, 0⩽ 𝑡⩽𝑇}, 𝑇 — конечное число.
Отметим, что при неоднородных краевых условиях задача (10), (11) теряет свойство

самосопряжённости эллиптического оператора. Здесь и далее предполагаем, что решение
рассматриваемой дифференциальной задачи существует, единственно и обладает в 𝑄̄𝑇 всеми
необходимыми непрерывными производными.

На равномерной сетке 𝜔̄ = 𝜔̄ℎ× 𝜔̄𝜏 , 𝜔̄ℎ = 𝜔ℎ∪{𝑥0 = 0, 𝑥𝑁 = 𝑙}, 𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖= 1, 𝑁−1,
ℎ𝑁 = 𝑙} задачу (10), (11) аппроксимируем разностной схемой

𝑦𝑡= 𝑦𝑥̄𝑥+𝜆𝑦(1−𝑦), (12)

𝑦(𝑥, 0)=𝑢0(𝑥), 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝑦𝑛+1
0 =𝜇𝑛+1

1 , 𝑦𝑛+1
𝑁 =𝜇𝑛+1

2 . (13)

3.1. УСТОЙЧИВОСТЬ ПО НАЧАЛЬНЫМ ДАННЫМ В 𝐿2(𝜔𝐻)

Схему (12), (13) запишем в каноническом виде [1, c. 243]:

𝐶𝑖𝑦
𝑛+1
𝑖 =𝐴𝑖𝑦

𝑛+1
𝑖−1 +𝐵𝑖𝑦

𝑛+1
𝑖+1 +𝐹𝑛

𝑖 , 𝑖=1, 𝑁−1,

𝑦𝑛+1
0 =𝜇𝑛+1

1 , 𝑦𝑛+1
𝑁 =𝜇𝑛+1

2 ,

где
𝐴𝑖=𝐵𝑖= 𝛾, 𝛾= 𝜏/ℎ2, 𝐶𝑖=1+2𝛾, 𝐹𝑛

𝑖 =(1+𝜆𝜏(1−𝑦𝑛𝑖 ))𝑦𝑛𝑖 .
Будем также использовать (обычные) равномерные сеточные нормы

‖𝑣‖𝐶 =max
𝑥∈𝜔ℎ

|𝑣(𝑥)|, ‖𝑣‖𝐶 =max
𝑥∈𝜔ℎ

|𝑣(𝑥)|.

Прежде чем исследовать устойчивость решения разностной схемы в нелинейном слу-
чае, получим априорную оценку решения в равномерной 𝐶-норме [5]. Докажем следующее
утверждение.
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Лемма 4. При достаточно малом временно́м шаге

𝜏 ⩽ 𝜏0, 𝜏0=
1

𝜆𝑚2
, (14)

решение разностной задачи для всех (𝑥, 𝑡)∈𝜔 неотрицательно и ограничено:

0⩽ 𝑦(𝑥, 𝑡)⩽𝑚2, 𝑚2= 𝑒𝜆𝑇 max
{︁
max
𝑡∈𝜔𝜏

{𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡)}, ‖𝑢0‖𝐶
}︁
. (15)

Доказательство. Воспользуемся нестандартным принципом максимума [22] и методом
индукции. Пусть на 𝑗-м временно́м слое имеет место априорная оценка

0⩽ 𝑦𝑗𝑖 ⩽𝑚𝑗
2, 𝑚𝑗

2=max
{︀
max{𝜇𝑗1, 𝜇

𝑗
2}, 𝑒

𝜆𝜏‖𝑦𝑗−1‖𝐶
}︀
, 𝑗=1, 𝑛.

Докажем, что эта же оценка имеет место и при 𝑗=𝑛+1, т.е. на (𝑛+1)-м временно́м слое.
Так как выполнены условия положительности коэффициентов

𝐴𝑖> 0, 𝐵𝑖> 0, 𝐷𝑖=𝐶𝑖−𝐴𝑖−𝐵𝑖=1> 0,

то на основании леммы [17] для сеточной функции 𝑦𝑛+1
𝑖 справедлива двусторонняя оценка

𝑚𝑛
1 ⩽ 𝑦𝑛+1

𝑖 ⩽ 𝑚̄𝑛
2 ,

в которой

𝑚𝑛
1 =min

{︂
min
𝑥∈𝛾ℎ

𝜇(𝑥), min
𝑥∈𝜔ℎ

𝐹 (𝑥)

𝐷(𝑥)

}︂
=min

{︁
min{𝜇𝑛1 , 𝜇𝑛2}, min

𝑥∈𝜔ℎ

(1+𝜆𝜏(1−𝑦𝑛𝑖 ))𝑦𝑛𝑖
}︁
.

В силу условия (10) и предположения индукции заключаем, что

𝑚𝑛
1 =min

{︁
min{𝜇𝑛1 , 𝜇𝑛2}, min

𝑥∈𝜔ℎ

(1−𝜆𝜏𝑦𝑛𝑖 )𝑦𝑛𝑖
}︁
⩾ 0,

𝑚̄𝑛
2 =max

{︁
max
𝑥∈𝛾ℎ

𝜇(𝑥),max
𝑥∈𝜔ℎ

(1+𝜆𝜏(1−𝑦𝑛𝑖 ))𝑦𝑛𝑖
}︁
⩽

⩽max
{︁
max{𝜇𝑛1 , 𝜇𝑛2},max

𝑥∈𝜔ℎ

(1+𝜆𝜏)𝑦𝑛𝑖

}︁
⩽max

{︁
max{𝜇𝑛1 , 𝜇𝑛2}, 𝑒𝜆𝜏𝑦𝑛𝑖

}︁
. (16)

Итак, неравенства (15) для 𝑗=𝑛+1 доказаны в силу произвольности 𝑛=0, 𝑁0−1, и из
(16) следует требуемая оценка (15). Лемма доказана.

Следствие. При выполнении условий леммы 4 для решения разностной задачи (12),
(13) имеет место оценка

max
𝑡∈𝜔𝜏

‖𝑦(𝑡)‖𝐶 ⩽𝑚2.

Доказательство. Для доказательства устойчивости рассматриваемой разностной схемы
по начальным данным необходимо также рассмотреть задачу с возмущённым начальным
условием

𝑦𝑡= ^̃𝑦𝑥̄𝑥+𝜆𝑦−𝜆𝑦2, (17)

𝑦(𝑥, 0)= 𝑢̃0(𝑥)⩾ 0, 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝑦𝑛+1
0 =𝜇𝑛+1

1 ⩾ 0, 𝑦𝑛+1
𝑁 =𝜇𝑛+1

2 ⩾ 0. (18)

Как и для решения разностной задачи (12), (13), при 𝜏 ⩽ 𝜏0, 𝜏0 = 1/(𝜆𝑚̃2), 𝑚̃2 =
= 𝑒𝜆𝑇 max{max𝑡∈𝜔𝜏 {𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡)}, ‖𝑢̃0‖𝐶} аналогично можно получить оценку

0<𝑦(𝑥, 𝑡)⩽ 𝑚̃2, (𝑥, 𝑡)∈ 𝜔̄.
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Вычитая из (17), (18) соответствующие уравнения (12), (13), получаем задачу для возму-
щения 𝑦= 𝑦−𝑦 с однородными граничными условиями:

𝑦𝑡= ^̄𝑦𝑥̄𝑥+𝜆𝑦(1−(𝑦+𝑦)), (19)

𝑦(𝑥, 0)= 𝑢̄0(𝑥)= 𝑢̃0(𝑥)−𝑢0(𝑥), 𝑦𝑛+1
0 = 𝑦𝑛+1

𝑁 =0. (20)

Разностная задача (19), (20) может быть записана в виде (2), если положить 𝑦𝑛 =
= (𝑦𝑛1 , . . . , 𝑦

𝑛
𝑁−1)

𝑇 , 𝜙𝑛 = (𝜙𝑛
1 , . . . , 𝜙

𝑛
𝑁−1)

𝑇 , оператор 𝐴 : 𝐻 → 𝐻, где линейное пространство
𝐻 =𝐻ℎ состоит из множества векторов вида

(︀
𝑣(𝑥1), . . . , 𝑣(𝑥𝑁−1)

)︀𝑇 , скалярное произведение
и норма в котором задаются формулами

(𝑦, 𝑣)=

𝑁−1∑︁
𝑖=1

ℎ𝑦𝑖𝑣𝑖, ‖𝑣‖=
√︀
(𝑣, 𝑣),

(𝐴𝑦)𝑖=−𝑦𝑥̄𝑥,𝑖, 𝑖=1, 𝑁−1, 𝑦0= 𝑦𝑁 =0, 𝐴=𝐴*⩾ 𝛿𝐸, 𝛿=8/𝑒2.

Для решения задачи (19), (20) воспользуемся априорной оценкой (3):

‖𝑦𝑛+1‖⩽ ‖𝑦𝑛‖+2𝜏𝜆(1+‖𝑦‖𝐶+‖𝑦‖𝐶)‖𝑦𝑛‖⩽ (1+𝜏𝑐)‖𝑦𝑛‖⩽ 𝑒𝑐𝑡𝑛+1‖𝑢̄0‖,

где 𝑐=2𝜆(1+𝑚2+𝑚̃2). Таким образом, доказана следующая
Теорема 1. Разностная схема (12), (13) абсолютно 𝜌-устойчива в сеточной норме

𝐿2(𝜔ℎ) по начальным данным и имеет место априорная оценка

max
𝑡∈𝜔̄𝜏

‖𝑦(𝑡)−𝑦(𝑡)‖⩽ 𝑐‖𝑢̃0−𝑢0‖. (21)

Тем самым мы доказали классическую устойчивость, опираясь на предварительные оцен-
ки разностного решения в сильной равномерной норме, на основе теории устойчивости двух-
слойных операторно-разностных схем [1].

3.2. СХОДИМОСТЬ

Рассмотрим задачу для погрешности метода 𝑧= 𝑦−𝑢. Подставляя 𝑦= 𝑧+𝑢 в уравнения
(12), (13), получаем задачу для 𝑧 с однородными граничными и начальными условиями:

𝑧𝑡= 𝑧𝑥̄𝑥+𝜆(1−2𝑢)𝑧+𝜓, (22)

𝑧(𝑥, 0)=0, 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝑧𝑛+1
0 = 𝑧𝑛+1

𝑁 .

Запишем эту задачу в операторном виде (2):

𝑧𝑡+𝐴𝑧=𝜙1+𝜙2, 𝑧0=0,

где по-прежнему (𝐴𝑧)𝑖 = −𝑧𝑥̄𝑥,𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁−1, 𝑧0 = 𝑧𝑁 = 0, 𝐴 = 𝐴* > 0, 𝜙1 = 𝜆(1− 2𝑢)𝑧+𝜓,
𝜓=−𝑢𝑡+ 𝑢̂𝑥̄𝑥+𝜆𝑢(1−𝑢) — погрешность аппроксимации схемы на решении.

Для анализа скорости сходимости схемы (12), (13) применим априорную оценку (4).
Прежде всего заметим, что, используя вложение 8‖𝑧‖2 ⩽ 𝑙2‖𝑧‖2𝐴 и выбирая 𝜀 из условия
1− 𝜀𝑙2/2 ⩾ 0, можем убедиться в выполнении неравенства 𝐼(𝑧𝑛+1) ⩾ 0. Следовательно, на
основании априорной оценки (4) заключаем, что

‖𝑧𝑛+1‖2+𝜏‖𝑧𝑛+1‖2𝐴⩽ ‖𝑧𝑛‖2+
𝜏𝜆2

2𝜀
‖1−2𝑢‖2𝐶‖𝑧𝑛‖2+2𝜏‖𝑧𝑛+1‖2𝐴−1 ,
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откуда следует оценка

‖𝑧𝑛+1‖2+
𝑛∑︁

𝑘=0

𝜏‖𝑧𝑘‖2⩽ 𝑐2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜏𝑘‖𝜓𝑘‖2𝐴−1 ⩽ 𝑐3(ℎ
2+𝜏)2,

выражающая скорость сходимости как в сеточной норме 𝐿2, так и в интегральной по време-
ни норме ‖𝑧‖𝐿2(𝜔̄ℎ×𝜔̄𝜏 ). Оценки скорости сходимости в негативных нормах по правой части
обычно используются при анализе точности решения на обобщённых решениях дифферен-
циальной задачи (5).

3.3. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ В 𝐻𝐴

Для получения априорных оценок в более сильных энергетических нормах на основе
теории операторно-разностных неравенств нам нужно сначала доказать, что схема (12), (13)
является критической, т.е. что 𝑦𝑡⩾ 0 при всех (𝑥, 𝑡)∈ 𝜔̄.

Вычитая из уравнения (12) это же уравнение, записанное на (𝑛−1)-м временно́м слое,
получаем задачу для 𝑣= 𝑦𝑡:

𝑣𝑡= 𝑣𝑥̄𝑥+𝜆(1−(𝑦+𝑦))𝑣,

𝑣(𝑥, 0)= 𝑣0, 𝑥∈𝜔ℎ, 𝑣𝑛+1
0 =𝜇1, 𝑣𝑛+1

𝑁 =𝜇2, (23)

где сеточная функция 𝑣0(𝑥), 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, является решением разностной задачи

𝑣0𝑖+𝜏𝑣0𝑥̄𝑥,𝑖=𝑢0𝑥̄𝑥,𝑖+𝜆𝑢0𝑖(1−𝑢0𝑖), 𝑖=1, 𝑁−1, (24)

𝑣00=𝜇1𝑡(0), 𝑣0𝑁 =𝜇2𝑡(0), 𝜇1(0)=𝑢0(0), 𝜇2(0)=𝑢0(𝑙). (25)

Разностная задача (24), (25) является следствием разностной схемы и условия согласован-
ности входных данных дифференциальной задачи. В свою очередь, схему (23), (24) можно
рассматривать как аппроксимацию дифференциального уравнения Фишера, записанного в
момент времени 𝑡=0:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0)=𝑢′′0(𝑥)+𝜆(1−𝑢0)𝑢0,

где 𝑢0(𝑥) — начальная функция, удовлетворяющая уравнению (11). Далее предполагаем
неотрицательность всех входных данных:

𝑣0(𝑥)⩾ 0, 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝜇𝑘(𝑡)⩾ 0, 𝑡∈𝜔𝜏 , 𝑘=1, 2.

Кроме того, будем предполагать, что временной шаг 𝜏 является достаточно малым:

𝜏 ⩽ 𝜏0, 𝜏0=
1

𝜆𝑚3
, 𝑚3=2𝑚2.

Тогда на основании леммы 4 имеем неравенство

𝑣𝑛+1
𝑖 ⩾min

{︁
min
𝑘=1,2

𝜇𝑘𝑡, min
𝑥∈𝜔ℎ

(︀
1+𝜆𝜏(1−(𝑦+𝑦))𝑣𝑛𝑖

)︀}︁
⩾ 0

при достаточно малом 𝜏 ⩽ 𝜏0. Так как 𝑦, 𝑣 ⩾ 0 при всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔̄, то в предположении
однородности граничных условий разностную задачу (12), (13) можно записать в виде уже
линейного операторно-разностного неравенства (8):

𝐵𝑦𝑡+𝐴𝑦⩽𝜙(𝑡), 𝑣(0)= 𝑣0,

в котором 𝐵=𝐸+𝜏𝐴, 𝐴=𝐴*> 0, 𝜙(𝑡)=𝜆𝑦.
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Воспользуемся теперь леммой 3, в условии которой неравенство

𝑅=𝐵−0.5𝜏𝐴=𝐸+0.5𝜏𝐴⩾ 𝜀𝐸

выполнено для любого 0< 𝜀⩽ 1. Кроме того, в силу вложения 8‖𝑦𝑛+1‖2 ⩽ 𝑙2‖𝑦𝑛+1‖2𝐴 нера-
венство

𝐼(𝑦𝑛+1)⩾
𝜏

2

(︁
1− 𝑙

2
𝜀1

)︁
‖𝑦𝑛+1‖2𝐴⩾ 0

выполнено для любого 0<𝜀1⩽ 2/𝑙. Следовательно, на основании оценки (9) заключаем, что

‖𝑦𝑛+1‖2𝐴⩽ ‖𝑦𝑛‖2𝐴+
𝜏𝜆2

2𝜀1
‖𝑦𝑛‖2⩽ (1+𝜏𝑐4)‖𝑦𝑛‖2𝐴⩽ . . .⩽ 𝑒𝑐4𝑡𝑛+1‖𝑣0‖2𝐴.

Здесь 𝑐4=𝜆2𝑙2/(16𝜀1). Итак, доказана
Теорема 2. Пусть 𝜇1𝑡=𝜇2𝑡=0, 0<𝜀1⩽2/𝑙, 𝜏 ⩽ 𝜏0, 𝜏0=1/(𝜆𝑚3). Тогда при положитель-

ности всех входных данных разностных задач (12), (13), (21), (22) для сеточной функции
𝑦 имеет место в 𝐻𝐴 априорная оценка

max
𝑡∈𝜔𝜏

‖𝑦(𝑡)‖𝐴⩽ 𝑒
𝑐4𝑇
2 ‖𝑢0‖𝐴.

Замечание. Все полученные выше результаты остаются справедливыми и для разност-
ных схем, аппроксимирующих квазилинейные уравнения с нелинейностями неограниченного
роста [5]

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘(𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+𝑓(𝑢), 𝑢∈𝐷𝑢,

0<𝑘1⩽ 𝑘(𝑢)<𝑘2, 𝑘′𝑢⩽ 0, |𝑘′(𝑢)|⩽ 𝑘3, 𝑢∈ 𝐷̄𝑢, 𝑢′ ∈ 𝐷̄𝑢̃,

где 𝐷̄𝑢 и 𝐷̄𝑢̃ — области значений точного и возмущённого решений:

𝐷̄𝑢= {𝑢(𝑥, 𝑡) : 𝑚1⩽𝑢(𝑥, 𝑡)⩽𝑚2, (𝑥, 𝑡)∈ 𝑄̄𝑇 },

𝐷̄𝑢̃= {𝑢(𝑥, 𝑡) : 𝑚̃1⩽ 𝑢̃(𝑥, 𝑡)⩽ 𝑚̃2, (𝑥, 𝑡)∈ 𝑄̄𝑇 }.

4. ТРЁХСЛОЙНЫЕ ОПЕРАТОРНО-РАЗНОСТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

Рассмотрим задачу Коши для операторно-разностного неравенства

𝐷𝑦𝑡𝑡+𝐴𝑦⩽𝜙(𝑡), 0<𝑡∈𝜔𝜏 , (26)

𝑦0=𝑢0, 𝑦𝑡,0=𝑢01,

где 𝑦𝑛 = 𝑦(𝑡𝑛) ∈𝐻 — искомая функция, а 𝜙𝑛 = 𝜙(𝑡𝑛) и 𝑢0, 𝑢01 ∈𝐻 заданы. Далее будем
использовать следующие очевидные тождества:

2𝜏𝑦𝑡= 𝜏(𝑦𝑡+𝑦𝑡)= 𝑦(0.5)−𝑦(0.5), (27)

𝑦=
1

4
(𝑦(0.5)+𝑦(0.5))− 𝜏2

4
𝑦𝑡𝑡. (28)

Определим пространство 𝐻2 как множество векторов

𝑌 = {𝑌 (1), 𝑌 (2)}, 𝑌 (𝛼) ∈𝐻, 𝛼=1, 2,
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в котором сложение и умножение на число проводятся покоординатно:

𝑌 +𝑉 = {𝑌 (1)+𝑉 (1), 𝑌 (2)+𝑉 (2)}, 𝛼𝑌 = {𝛼𝑌 (1), 𝛼𝑌 (2)}.

Если в пространстве 𝐻 введено скалярное произведение (·, ·), то в пространстве 𝐻2 также
можно ввести скалярное произведение

(𝑌, 𝑉 )=

2∑︁
𝛼

(𝑌 (𝛼), 𝑉 (𝛼)).

В 𝐻2 определим норму

‖𝑌𝑛+1‖= {‖𝑦𝑡‖2𝑅+‖𝑦(0.5)‖2𝐴}1/2.

Всюду ниже предполагаем, что все рассматриваемые разностные схемы являются кри-
тическими, т.е. существуют такие неотрицательные входные данные, при которых решение
𝑦 и производная 𝑦𝑡 являются неотрицательными сеточными функциями при всех (𝑥, 𝑡)∈ 𝜔̄.

Докажем следующее утверждение.
Теорема 3. Пусть постоянные операторы 𝐴, 𝐷 удовлетворяют соотношениям

𝐴=𝐴*> 0, 𝐷=𝐷*> 0,

𝑅=𝐷− 𝜏2

4
𝐴>𝐸, 𝑅=𝑅*, 𝑅−1<𝐸,

𝐷⩾
1+𝜀

4
𝜏2𝐴. (29)

Тогда имеют место следующие априорные оценки:

‖𝑌𝑛+1‖⩽ ‖𝑌𝑛‖+𝜏‖𝜙(𝑡𝑛)‖, (30)

‖𝑦𝑛+1‖𝐴⩽

√︂
𝜀

1+𝜀

(︂
‖𝑦0‖𝐴+‖𝑦𝑡,0‖𝐷+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜏‖𝜙𝑘‖
)︂
.

Доказательство. Используя тождество (28), перепишем неравенство (26) в виде

𝑅𝑦𝑡𝑡+
1

2

(︀
𝑦(0.5)+𝑦(0.5)

)︀
⩽𝜙𝑛. (31)

Умножая неравенство (31) скалярно в 𝐻 на 2𝜏𝑦𝑡 и учитывая тождество (27), получаем
энергетическое выражение

‖𝑌𝑛+1‖2−‖𝑌𝑛‖2⩽ 𝜏(𝑦𝑡+𝑦𝑡, 𝜙). (32)

Правую часть в (31) оценим следующим образом:

𝜏(𝑦𝑡+𝑦𝑡, 𝜙)⩽ 𝜏(‖𝑦𝑡‖𝑅+‖𝑦𝑡‖𝑅)‖𝜙‖𝑅−1 ⩽ 𝜏(‖𝑌𝑛+1‖+‖𝑌𝑛‖)‖𝜙‖.

Подставляя последнюю оценку в (32), приходим к первому неравенству (30). Второе
неравенство следует из двусторонней оценки [1, с. 399]√︂

1+𝜀

𝜀
‖𝑦‖𝐴⩽ ‖𝑌 ‖⩽ ‖𝑦‖𝐴+‖𝑦𝑡‖𝐷

и неравенства

‖𝑌𝑛+1‖⩽ ‖𝑌1‖+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜏‖𝜙(𝑡𝑘)‖,

которое непосредственно вытекает из выражения (29). Теорема доказана.
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4.1. УРАВНЕНИЕ КЛЕЙНА–ГОРДОНА

Уравнение Клейна–Гордона играет важную роль в математической физике, в частности,
используется при изучении солитонов в физике конденсированного вещества [18]. В области
𝑄𝑇 рассмотрим для этого уравнения следующую начально-краевую задачу:

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+𝑓1(𝑢)+𝑓2(𝑥, 𝑡), (33)

𝑢(𝑥, 0)=𝑢0(𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0)=𝑢01(𝑥), (34)

𝑢(0, 𝑡)= 0, 𝑢(𝑙, 𝑡)= 0. (35)

Наряду с задачей (33)–(35) будем рассматривать и задачу с возмущёнными входными
данными

𝜕2𝑢̃

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢̃

𝜕𝑥2
+𝑓1(𝑢̃)+𝑓2(𝑥, 𝑡),

𝑢̃(𝑥, 0)= 𝑢̃0(𝑥),
𝜕𝑢̃

𝜕𝑡
(𝑥, 0)= 𝑢̃01(𝑥),

𝑢̃(0, 𝑡)= 0, 𝑢̃(𝑙, 𝑡)= 0.

Как обычно в задачах с неограниченной нелинейностью предполагаем выполнение сле-
дующих условий, накладываемых на функции, зависящие от точного решения:

𝑓1(𝑢)⩽ 0, 𝑓1(𝑢̃)⩽ 0, |𝑓(𝑢̃)−𝑓(𝑢)|⩽𝐿|𝑢̃−𝑢|, 𝑢∈ 𝐷̄𝑢, 𝑢̃∈ 𝐷̄𝑢̃, 𝐿=const> 0,

лишь в области значений точного решения.
На равномерной сетке 𝜔̄= 𝜔̄ℎ× 𝜔̄𝜏 дифференциальные задачи заменим разностными:

𝑦𝑡𝑡= 𝑦
(𝜎,𝜎)
𝑥̄𝑥 +𝑓1(𝑦)+𝑓2, (36)

𝑦(𝑥, 0)=𝑢0(𝑥), 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝑦𝑡(𝑥, 0)=𝑢1(𝑥), 𝑥∈𝜔ℎ, 𝑦
⃒⃒
𝛾ℎ

=0; (37)

𝑦𝑡𝑡= 𝑦
(𝜎,𝜎)
𝑥̄𝑥 +𝑓1(𝑦)+𝑓2, (38)

𝑦(𝑥, 0)= 𝑢̃0(𝑥), 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝑦𝑡(𝑥, 0)= 𝑢̃1(𝑥), 𝑥∈𝜔ℎ, ^̃𝑦
⃒⃒
𝛾ℎ

=0, (39)

где, как обычно,

𝑦(𝜎,𝜎)= 𝑦+𝜎𝜏2𝑦𝑡𝑡, (40)

𝑢1(𝑥)=𝑢01+
𝜏

2

(︀
𝑢′′0(𝑥)+𝑓1(𝑢0)+𝑓2(𝑥, 0)

)︀
, 𝑥∈𝜔ℎ,

𝑢̃1(𝑥)= 𝑢̃01+
𝜏

2

(︀
𝑢̃′′0(𝑥)+𝑓1(𝑢̃0)+𝑓2(𝑥, 0)

)︀
, 𝑥∈𝜔ℎ.

Пусть 𝑦𝑛 ∈ 𝐷̄𝑢 и, следовательно, 𝑓1(𝑦𝑛)⩽ 0. Тогда из (36) имеем неравенство

𝑦𝑡𝑡⩽ 𝑦
(𝜎,𝜎)
𝑥̄𝑥 +𝑓2. (41)

Учитывая тождество (40), разностную схему (41), (37) запишем в каноническом виде (26):

𝐷𝑦𝑡𝑡+𝐴𝑦⩽ 𝑓2(𝑡), 0<𝑡∈𝜔𝜏 , (42)

здесь 𝐷=𝐸+𝜎𝜏2𝐴, 𝑅=𝐸+𝜏2(𝜎−1/4)𝐴.
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Пусть
1+𝜀

4
⩽𝜎⩽ 1, 0<𝜀⩽ 3. (43)

Тогда 𝑅⩾𝐸 и выполнено условие (41). На основании теоремы 3 заключаем, что

‖𝑦𝑛+1‖𝐶 ⩽

√
𝑙

2
‖𝑦𝑛+1‖𝐴⩽𝑀

(︂
‖𝑢0‖𝐴+‖𝑢1‖𝐷+

𝑁0−1∑︁
𝑘=1

𝜏‖𝑓2𝑘‖
)︂
⩽𝑚3, 𝑚3𝑒

𝑐𝑇 ⩽𝑚2, (44)

где

𝑀 =

√
𝑙

2

√︂
𝜀

1+𝜀
, 𝑐=

𝐿𝑙

2
√
2
.

Аналогично и для возмущённой разностной схемы (38), (39)

‖𝑦𝑛+1‖𝐿∞ = ‖𝑦𝑛+1‖𝐶 ⩽ 𝑚̃3, 𝑚̃3𝑒
𝑐𝑇 ⩽ 𝑚̃2. (45)

Следовательно, 𝑦𝑛+1 ∈ 𝐷̄𝑢, 𝑦𝑛+1 ∈ 𝐷̄𝑢̃. Итак, доказана
Теорема 4. Пусть в разностной схеме (26), (37) вес 𝜎 удовлетворяет неравенству

(43). Тогда для решений разностных схем 𝑦𝑛∈ 𝐷̄𝑢, 𝑦𝑛∈ 𝐷̄𝑢̃ для всех 𝑛=0, 𝑁0 имеют место
оценки

‖𝑦𝑛‖𝐶 ⩽ 𝑚̄3, ‖𝑦𝑛‖𝐶 ⩽ 𝑚̄3, 𝑚̄3=max{𝑚3, 𝑚̃3},

причём постоянные 𝑚3, 𝑚̃3 зависят лишь от 𝜀 и входных данных задачи и удовлетворяют
условиям (44), (45).

4.2. УСТОЙЧИВОСТЬ

Вычитая из возмущённой задачи (38), (39) соответствующие уравнения (36), (37), с
учётом сделанных выше предположений получаем разностное неравенство

𝑦𝑡𝑡⩽ 𝑦
(𝜎,𝜎)
𝑥̄𝑥 +𝐿𝑦+𝑓2,

𝑦0= 𝑢̃0−𝑢0, 𝑦𝑡,0= 𝑢̃1−𝑢1.

При выполнении условий (43) можем воспользоваться априорной оценкой (30):

‖𝑌𝑛+1‖⩽ ‖𝑌 ‖𝑛+𝜏𝐿‖𝑦‖+𝜏‖𝑓2‖.

Так как

‖𝑦𝑛‖⩽
𝑙

2
√
2
‖𝑦𝑛‖𝐴⩽

𝑙

2
√
2

√︂
1+𝜀

𝜀
‖𝑌𝑛‖,

то из последнего неравенства находим оценки

‖𝑦𝑛−𝑦𝑛‖𝐶 ⩽

√
𝑙

2
‖𝑌𝑛‖⩽𝑀𝑒𝑐𝑇

(︂
‖𝑢̃0−𝑢0‖𝐴+‖𝑢̃1−𝑢1‖𝐷+

𝑁0−1∑︁
𝑘=1

𝜏‖𝑓2𝑘−𝑓2𝑘‖
)︂
, (46)

выражающие абсолютную устойчивость решения разностный схемы (26), (46) в равномерной
норме пространств 𝐿∞ или 𝐶 при единственном ограничении на вес (43).
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