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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим задачу Дирихле

−div a(x, 𝑢,∇𝑢)+𝑀(x, 𝑢)/𝑢+𝑏(x, 𝑢,∇𝑢)= 𝑓, 𝑓 ∈𝐿1(Ω), x∈Ω, (1)

𝑢
⃒⃒
𝜕Ω

=0 (2)

в неограниченной области Ω⊂R𝑛, 𝑛⩾ 2, с, возможно, бесконечной мерой Лебега, 𝜕Ω — её
граница. Здесь функции a(x, 𝑠0, s)=(𝑎1(x, 𝑠0, s), . . . , 𝑎𝑛(x, 𝑠0, s)), 𝑏(x, 𝑠0, s) имеют рост, опреде-
ляемый функцией Музилака–Орлича 𝑀(x, 𝑧). При этом на функцию 𝑀 и сопряжённую к
ней функцию 𝑀 не требуются дополнительные ограничения по переменной 𝑧 (обычно это
Δ2-условие). Предполагается, что по переменной x ∈ Ω функция 𝑀 подчиняется условию
log-гёльдеровской непрерывности, что приводит к хорошим аппроксимационным свойствам
нерефлексивного пространства Музилака–Орлича.

Понятие ренормализованных и энтропийных решений служит основным инструментом
для изучения общих вырождающихся эллиптических уравнений с правой частью в виде
меры и, в частности, из пространства 𝐿1(Ω). В работе [1] доказано существование ренор-
мализованного решения задачи Дирихле для уравнения вида

−div a(x,∇𝑢)= 𝑓, 𝑓 ∈𝐿1(Ω), x∈Ω, (3)

с неоднородной анизотропной функцией Музилака–Орлича.
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Авторы работ [2, 3] установили существование ренормализованного и энтропийного ре-
шений, соответственно, задачи Дирихле для уравнения вида

−div(a(x, 𝑢,∇𝑢)+c(𝑢))+𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)= 𝑓, 𝑓 ∈𝐿1(Ω), x∈Ω,

с функцией c∈𝐶0(R,R𝑛).
В статье [4] доказаны существование и единственность в пространствах Музилака–Орлича

энтропийных и ренормализованных решений задачи (3), (2), установлена их эквивалентность.
Все перечисленные результаты получены для ограниченных областей Ω.

Трудность исследования задач в областях с бесконечной мерой состоит в том, что ока-
зываются неприменимыми теоремы вложения и аналог неравенства типа Фридрихса, по-
этому установить ключевое соотношение (см. (17)) весьма затруднительно. Автор решает
эту проблему включением в уравнение (1) слагаемого 𝑀(x, 𝑢)/𝑢. Кроме того, важную роль
в полученных результатах имеет теорема об аппроксимации элементов нерефлексивного
пространства Музилака–Орлича–Соболева гладкими функциями (см. лемму 1). В работе
[5] без ограничений на меру строго липшицевой области Ω доказано существование эн-
тропийного решения задачи Дирихле (1), (2) в нерефлексивных пространствах Музилака–
Орлича–Соболева, при этом на младший член 𝑏(x, 𝑠0, s) уравнения (1) накладывается условие
знакоопределённости по переменной 𝑠0 ∈R:

𝑏(x, 𝑠0, s)𝑠0⩾ 0. (4)

Другим способом в работе [6] установлено существование энтропийного решения задачи
Дирихле в неограниченных областях для нелинейного эллиптического уравнения второго
порядка с сингулярным мерозначным потенциалом, при этом на сопряжённую функцию
𝑀 накладывается Δ2-условие и младший член уравнения удовлетворяет условию знака.
Следует отметить, что впервые в неограниченных областях, допускающих бесконечную меру,
для функции 𝑀(x, 𝑧) = |𝑧|𝑝(x) существование энтропийного и ренормализованного решений
уравнения (1) в анизотропных пространствах с переменными показателями нелинейностей
было установлено в работах [7–9]. Более подробный обзор результатов см. в [10].

В ограниченных областях вопросы существования энтропийных и ренормализованных
решений нелинейных эллиптических задач без условия (4) исследовались в работах [11, 12]
и др. В настоящей статье впервые без ограничений на меру строго липшицевой области Ω и
без условия знакоопределённости (4) доказано существование ренормализованного решения
задачи (1), (2) в нерефлексивных пространствах Музилака–Орлича–Соболева.

1. ПРОСТРАНСТВА МУЗИЛАКА–ОРЛИЧА–СОБОЛЕВА

Приведём необходимые сведения из теории обобщённых 𝑁 -функций и пространств Му-
зилака–Орлича (см. [13]).

Определение 1. Пусть функция 𝑀(x, 𝑧) : Ω×R→R+ удовлетворяет следующим усло-
виям:

1) 𝑀(x, ·) — 𝑁 -функция по 𝑧 ∈R, т.е. она является выпуклой вниз, неубывающей при
𝑧 ∈R+, чётной, непрерывной, 𝑀(x, 0)=0 для п.в. x∈Ω и

vrai inf
x∈Ω

𝑀(x, 𝑧)> 0 для всех 𝑧 ̸=0, lim
𝑧→0

vrai sup
x∈Ω

𝑀(x, 𝑧)

𝑧
=0, lim

𝑧→∞
vrai inf

x∈Ω

𝑀(x, 𝑧)

𝑧
=∞;

2) 𝑀(·, 𝑧) — измеримая функция по x∈Ω для любых 𝑧 ∈R.
Такая функция 𝑀(x, 𝑧) называется функцией Музилака–Орлича или обобщённой 𝑁 -функ-

цией.
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Сопряжённая функция 𝑀(x, ·) к функции Музилака–Орлича 𝑀(x, ·) в смысле Юнга для
п.в. x∈Ω и любых 𝑧⩾ 0 определяется равенством

𝑀(x, 𝑧)= sup
𝑦⩾0

(︀
𝑦𝑧−𝑀(x, 𝑦)

)︀
.

Отсюда следует неравенство Юнга

|𝑧𝑦|⩽𝑀(x, 𝑧)+𝑀(x, 𝑦), 𝑧, 𝑦 ∈R, x∈Ω. (5)

Следует отметить, что 𝑀 также является 𝑁 -функцией (см. [13, §§ 13.4, 13.6]).
Если для каждой положительной константы 𝑙

lim
𝑧→0

vrai sup
x∈Ω

𝑃 (x, 𝑙𝑧)

𝑀(x, 𝑧)
= 0 или lim

𝑧→∞
vrai sup

x∈Ω

𝑃 (x, 𝑙𝑧)

𝑀(x, 𝑧)
= 0, (6)

то будем обозначать 𝑃 ≺≺𝑀 и говорить, что “𝑃 растёт медленнее, чем 𝑀 в нуле или на
бесконечности”.

Функция Музилака–Орлича 𝑁 удовлетворяет Δ2-условию, если существуют константы
𝑐 > 0, 𝑧0 ⩾ 0 и функция 𝐻 ∈𝐿1(Ω) такие, что для п.в. x∈Ω и любых |𝑧|⩾ 𝑧0 справедливо
неравенство

𝑁(x, 2𝑧)⩽ 𝑐𝑁(x, 𝑧)+𝐻(x).

В настоящей работе не предполагается, что 𝑁 -функция 𝑀 и её сопряжённая функция 𝑀
удовлетворяют Δ2-условию.

Существуют три класса Музилака–Орлича:
1) ℒ𝑀 (Ω) — обобщённый класс Музилака–Орлича, состоящий из измеримых функций

𝑣 : Ω→R таких, что
𝜚𝑀,Ω(𝑣)=

ˆ

Ω

𝑀(x, 𝑣(x)) 𝑑x<∞;

2) 𝐿𝑀 (Ω) — обобщённое пространство Музилака–Орлича, являющееся наименьшим ли-
нейным пространством, которое содержит класс ℒ𝑀 (Ω), с нормой Люксембурга

‖𝑣‖𝑀,Ω= inf
{︀
𝜆> 0: 𝜚𝑀,Ω(𝑣/𝜆)⩽ 1

}︀
;

3) 𝐸𝑀 (Ω) — наибольшее линейное пространство, содержащееся в классе ℒ𝑀 (Ω).
Очевидно, 𝐸𝑀 (Ω)⊂ℒ𝑀 (Ω)⊂𝐿𝑀 (Ω). Заметим, что для любого 𝑣∈𝐸𝑀 (Ω) и любого 𝜇> 0

справедливо неравенство 𝜚𝑀,Ω(𝑣/𝜇)<∞. Кроме того, для любого 𝑣 ∈𝐿𝑀 (Ω) найдётся 𝜆> 0
такое, что 𝜚𝑀,Ω(𝑣/𝜆)<∞ [13, теорема 7.4].

Ниже в обозначениях ‖ · ‖𝑀,𝑄, 𝜚𝑀,𝑄(·), ‖ · ‖1,𝑄, ‖ · ‖∞,𝑄 будем опускать индекс 𝑄, если
𝑄=Ω.

Далее рассмотрим следующие условия на функцию Музилака–Орлича 𝑀(x, 𝑧).
Условие (M1,loc). Функция 𝑀(x, 𝑧) локально интегрируема, т.е.

𝜚𝑀,𝑄(𝑧)=
ˆ

𝑄

𝑀(x, 𝑧) 𝑑x<∞, 𝑧 ∈R,

для любого измеримого множества 𝑄⊂Ω такого, что meas𝑄<∞.
Условие (M2). Функция 𝑀(x, 𝑧) удовлетворяет log-гёльдеровой непрерывности по x, а

именно: существуют константы 𝑐 > 0, 𝑏⩾ 1 такие, что для всех x, y ∈Ω, |x−y|⩽ 1/2, 𝑧 ∈R
выполняется неравенство

𝑀(x, 𝑧)⩽max
{︀
|𝑧|−𝑐/log |x−y|, 𝑏−𝑐/log |x−y|}︀𝑀(y, 𝑧).

Заметим, что из условия (M2) следует непрерывность функции 𝑀(·, 𝑧) по x ∈ Ω для
любых 𝑧 ∈R.
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Пусть функции 𝑀 и 𝑀 подчиняются условию (M1,loc). Тогда пространство 𝐸𝑀 (Ω)
является замыканием по норме ‖·‖𝑀 простых интегрируемых функций (см. [13, теорема 7.6]).
Пространство 𝐸𝑀 (Ω) сепарабельное и (𝐸𝑀 (Ω))*=𝐿𝑀 (Ω). Если 𝑀 удовлетворяет Δ2-условию,
то 𝐸𝑀 (Ω)=ℒ𝑀 (Ω)=𝐿𝑀 (Ω) и 𝐿𝑀 (Ω) сепарабельное. Пространство 𝐿𝑀 (Ω) рефлексивное тогда
и только тогда, когда функции Музилака–Орлича 𝑀 и 𝑀 удовлетворяют Δ2-условию.

Для 𝑣 ∈𝐿𝑀 (Ω) справедливо неравенство ‖𝑣‖𝑀 ⩽ 𝜚𝑀 (𝑣)+1.
Последовательность функций {𝑣𝑗}𝑗∈N из 𝐿𝑀 (Ω) модулярно сходится к 𝑣 ∈𝐿𝑀 (Ω):

𝑣𝑗
𝑀→

𝑗→∞
𝑣,

если существует константа 𝜆> 0 такая, что

lim
𝑗→∞

𝜚𝑀
(︀
(𝑣𝑗−𝑣)/𝜆

)︀
=0.

Если 𝑀 удовлетворяет Δ2-условию, то модулярная топология и топология по норме сов-
падают.

Также для двух сопряжённых функций Музилака–Орлича 𝑀 и 𝑀 верно: если 𝑢∈𝐿𝑀 (Ω)
и 𝑣 ∈𝐿𝑀 (Ω), то выполняется неравенство Гёльдера⃒⃒⃒⃒ ˆ

Ω

𝑢(x)𝑣(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒
⩽ 2‖𝑢‖𝑀‖𝑣‖𝑀 .

Определим пространство Музилака–Орлича–Соболева 𝑊 1𝐿𝑀 (Ω) = {𝑣 ∈ 𝐿𝑀 (Ω): |∇𝑣| ∈
∈𝐿𝑀 (Ω)} с нормой ‖𝑣‖1𝑀=‖𝑣‖𝑀+‖|∇𝑣|‖𝑀 . Последовательность функций {𝑣𝑗}𝑗∈N из 𝑊 1𝐿𝑀 (Ω)
модулярно сходится к 𝑣 ∈𝑊 1𝐿𝑀 (Ω), если существует константа 𝜆> 0 такая, что

lim
𝑗→∞

𝜚𝑀
(︀
(𝑣𝑗−𝑣)/𝜆

)︀
=0, lim

𝑗→∞
𝜚𝑀
(︀
|∇𝑣𝑗−∇𝑣|/𝜆

)︀
=0.

Для краткости записи введём обозначения (𝐿𝑀 (Ω))𝑛 = L𝑀 (Ω), (𝐿𝑀 (Ω))𝑛+1 = L𝑀 (Ω),
(𝐸𝑀 (Ω))𝑛 =E𝑀 (Ω), (𝐸𝑀 (Ω))𝑛+1 =E𝑀 (Ω). Пространство 𝑊 1𝐿𝑀 (Ω) отождествляется с под-
пространством произведения L𝑀 (Ω) и является замкнутым по слабой топологии 𝜎(L𝑀 ,E𝑀 ).
Пространство 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω) определим как замыкание 𝐶∞

0 (Ω) по слабой топологии 𝜎(L𝑀 ,E𝑀 )

в 𝑊 1𝐿𝑀 (Ω). Пространство 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω) банахово (см. [13, теорема 10.2]).
Определение 2. Область Ω подчиняется сегментному свойству, если существует откры-

тое покрытие {Θ𝑖}𝑖∈N множества Ω и соответствующие ненулевые векторы z𝑖 ∈R𝑛 такие,
что (Ω

⋂︀
Θ𝑖)+ 𝑡z𝑖⊂Ω для любых 𝑡∈ (0, 1) и 𝑖∈N.

Сформулируем теорему о плотности гладких функций в пространстве Музилака–Орлича–
Соболева (см. [15, теорема 3]).

Лемма 1. Предположим, что область Ω удовлетворяет сегментному свойству, а
𝑁 -функция 𝑀 удовлетворяет условию (M2), и пусть 𝑀 удовлетворяет условию (M1,loc).
Тогда для любого 𝑣∈𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω) существует последовательность функций {𝑣𝑗}𝑗∈N из 𝐶∞

0 (Ω)
такая, что

𝑣𝑗
𝑀→

𝑗→∞
𝑣 модулярно в 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω), 𝑗→∞.

Примеры функций Музилака–Орлича 𝑀 , удовлетворяющих условиям леммы 1:
1. 𝑁 -функция 𝑀(x, 𝑧)=𝑀(𝑧);
2. 𝑀1(x, 𝑧) = |𝑧|𝑝(x), 𝑀2(x, 𝑧) = |𝑧|𝑝(x) log(1+ |𝑧|), 𝑀3(x, 𝑧) = |𝑧| log𝑝(x)(1+ |𝑧|), 𝑀4(x, 𝑧) =

= 𝑒|𝑧|
𝑝(x) − 1, где 𝑝 : Ω → [𝑝−, 𝑝+], 𝑝− = infx∈Ω 𝑝(x) > 1, 𝑝+ = supx∈Ω 𝑝(x) <∞, и существует

константа 𝑐> 0 такая, что для всех x, y∈Ω, |x−y|⩽ 1/2, выполняется неравенство

|𝑝(x)−𝑝(y)|⩽−𝑐/ log |x−y|.
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2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТА

Предполагается, что функции

a(x, 𝑠0, s) : Ω×R×R𝑛→R𝑛, 𝑏(x, 𝑠0, s) : Ω×R×R𝑛→R,

входящие в уравнение (1), измеримы по x∈Ω для s= (𝑠0, s) = (𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛)∈R𝑛+1, непре-
рывны по s∈R𝑛+1 для п.в. x∈Ω и выполнено

Условие (M). Существуют неотрицательные функции 𝜓∈𝐸𝑀 (Ω), 𝜑∈𝐿1(Ω) и положи-
тельные константы ̂︀𝑎, 𝑎, 𝑑, ̂︀𝑑 такие, что для п.в. x∈Ω и для любых 𝑠0 ∈R, s, t∈R𝑛, s ̸= t,
справедливы неравенства

a(x, 𝑠0, s) ·s⩾ 𝑎𝑀(x, 𝑑|s|)−𝜑(x), (7)

|a(x, 𝑠0, s)|⩽𝜓(x)+̂︀𝑎𝑀−1
(x,𝑀(x, ̂︀𝑑|s|))+̂︀𝑎𝑀−1

(x, 𝑃 (x, 𝑠0)), (8)

(a(x, 𝑠0, s)−a(x, 𝑠0, t)) ·(s−t)> 0. (9)

Здесь функция Музилака–Орлича 𝑀(x, 𝑧) подчиняется условию (M2), сопряжённая к 𝑀
функция 𝑀(x, 𝑧) удовлетворяет условию (M1,loc). Функция Музилака–Орлича 𝑃 (x, 𝑧) такая,
что 𝑃 ≺≺𝑀 в окрестности нуля и на бесконечности, s ·t=

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑠𝑖𝑡𝑖, |s|=

(︀∑︀𝑛
𝑖=1 𝑠

2
𝑖

)︀1/2.
Кроме того, пусть существуют неотрицательная функция Φ0 ∈ 𝐿1(Ω) и непрерывная

положительная функция ̂︀𝑏 : R+ →R+, ̂︀𝑏∈𝐿1(R+) такие, что при п.в. x∈Ω для всех 𝑠0 ∈R,
s∈R𝑛 имеет место неравенство

|𝑏(x, 𝑠0, s)|⩽̂︀𝑏(|𝑠0|)(︁𝑀(x, ̃︀𝑑|s|)+Φ0(x)
)︁
, ̃︀𝑑⩽ 𝑑. (10)

Определим срезающую функцию 𝑇𝑘(𝑟)=max{−𝑘,min(𝑘, 𝑟)}. Через 𝒯 1
𝑀 (Ω) обозначим мно-

жество измеримых функций 𝑢 : Ω→R таких, что 𝑇𝑘(𝑢)∈ 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω) при любом 𝑘 > 0. Для
любой функции 𝑢 ∈ 𝒯 1

𝑀 (Ω) и любого 𝑘 > 0 имеем ∇𝑇𝑘(𝑢) = 𝜒{|𝑢|<𝑘}∇𝑢 ∈ L𝑀 (Ω), где 𝜒𝑄 —
характеристическая функция измеримого множества 𝑄 и ∇𝑢 — обобщённый градиент 𝑢.
Введём обозначение ⟨𝑢⟩=

´
Ω 𝑢 𝑑x.

Определение 3. Ренормализованным решением задачи (1), (2) называется функция
𝑢∈𝒯 1

𝑀 (Ω) такая, что при всех 𝑘 > 0 выполнены условия
1) 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢)∈𝐿1(Ω);
2) 𝑇𝑘(𝑢)𝑀(x, 𝑢)/𝑢∈𝐿1(Ω);
3) a(x, 𝑢,∇𝑢)𝜒{Ω: |𝑢|<𝑘} ∈L𝑀 (Ω);
4) limℎ→∞

´
{Ω: ℎ⩽|𝑢|<ℎ+1}𝑀(x, 𝑑|∇𝑢|)𝑑x=0,

и для любых функций 𝑆 ∈𝐶1
0 (R), 𝜉 ∈𝐶1

0 (Ω) справедливо равенство⟨︀
(𝑏(x, 𝑢,∇𝑢)+𝑀(x, 𝑢)/𝑢−𝑓)𝑆(𝑢)𝜉

⟩︀
+
⟨︀
a(x, 𝑢,∇𝑢) ·(𝑆′(𝑢)𝜉∇𝑢+𝑆(𝑢)∇𝜉)

⟩︀
=0. (11)

Основным результатом работы является
Теорема. Пусть область Ω строго липшицева и выполнено условие (M), тогда суще-

ствует ренормализованное решение задачи (1), (2).
Следует отметить, что в работе [16] без ограничений на меру строго липшицевой обла-

сти Ω при тех же требованиях на функцию 𝑀 для уравнения

−div a(x,∇𝑢)+𝑀(x, 𝑢)/𝑢+𝑏(x, 𝑢)= 𝑓, 𝑓 ∈𝐿1(Ω), x∈Ω,

при условии монотонности функции 𝑏(·, 𝑠0) установлена эквивалентность энтропийных и
ренормализованных решений задачи Дирихле и доказана их единственность.
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3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Предположим, что область Ω строго липшицева и выполнено условие (M). Заметим, что из
условия строгой липшицевости следует сегментное свойство. Все постоянные, встречающиеся
ниже в работе, положительны.

Приведем теорему Витали в следующей форме (см. [17, гл. III, § 6, теорема 15]).
Лемма 2. Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N — последовательность функций из 𝐿1(Ω) такая, что

𝑣𝑗 → 𝑣 п.в. в Ω, 𝑗→∞. (12)

Для сходимости
𝑣𝑗 → 𝑣 сильно в 𝐿1(Ω), 𝑗→∞,

необходимо и достаточно, чтобы последовательность функций {𝑣𝑗}𝑗∈N имела равносте-
пенно абсолютно непрерывные интегралы: для любого 𝜀> 0 существуют 𝛿 > 0 и измеримое
множество 𝑄𝜀⊂Ω, meas𝑄𝜀<∞, такие, что

(i)
´
𝑄 |𝑣𝑗(x)| 𝑑x<𝜀 для любого 𝑄⊂Ω, meas𝑄<𝛿, 𝑗 ∈N;

(ii)
´
Ω∖𝑄𝜀

|𝑣𝑗(x)| 𝑑x<𝜀, 𝑗 ∈N.
Замечание 1. Очевидно, что в случае measΩ<∞ условие (ii) вытекает из условия (i).
Пользуясь выпуклостью функции 𝑀 , из (8) выводим оценку

3𝑀

(︂
x,

|a(x, 𝑠0, s)|
3̂︀𝑎

)︂
⩽𝑀(x, ̂︀𝑑|s|)+𝑀(︂x, 𝜓̂︀𝑎

)︂
+𝑃 (x, 𝑠0)=𝑀(x, ̂︀𝑑|s|)+Ψ(x)+𝑃 (x, 𝑠0) (13)

c функцией Ψ ∈ 𝐿1(Ω). Применяя (5), (13), для s1, s2 ∈ R𝑛 и любого 𝜇 > 0 устанавливаем
неравенства

|a(x, 𝑠0, s1)| |s2|⩽ 3̂︀𝑎𝜇(︂𝑀(︂x, |a(x, 𝑠0, s1)|
3̂︀𝑎

)︂
+𝑀

(︂
x,

|s2|
𝜇

)︂)︂
⩽

⩽̂︀𝑎𝜇(︂𝑀(x, ̂︀𝑑|𝑠1|)+𝑃 (x, 𝑠0)+3𝑀

(︂
x,

|s2|
𝜇

)︂
+Ψ(x)

)︂
. (14)

Заметим, что ввиду 𝑃 ≺≺𝑀 , согласно (6), для любого 𝜀> 0 найдётся число 𝐶(𝜀) такое,
что для п.в. x∈Ω и 𝑧 ∈R имеет место неравенство

𝑃 (x, 𝑧)⩽𝐶(𝜀)𝑀(x, 𝜀𝑧). (15)

Предложение 1 (см. [5, предложение 1]). Пусть 𝑣 : Ω→R — измеримая функция такая,
что при всех 𝑘⩾ 1 𝑇𝑘(𝑣)∈ 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω) и выполняется неравенство

ˆ

{Ω: |𝑣|⩾𝑘}

𝑀(x, 𝑣)

|𝑣|
𝑑x⩽𝐶1, (16)

тогда для любого 𝜀> 0 найдётся 𝑘0(𝐶1,𝑀, 𝜀) такое, что справедливо неравенство

meas{Ω: |𝑣|⩾ 𝑘}<𝜀, 𝑘⩾ 𝑘0. (17)

Лемма 3 (см. [14, лемма 2]). Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N — ограниченная последовательность функ-
ций из 𝐿𝑀 (Ω) такая, что имеет место сходимость (12), тогда 𝑣∈𝐿𝑀 (Ω) и 𝑣𝑗⇀𝑣, 𝑗→∞,
в топологии 𝜎(𝐿𝑀 , 𝐸𝑀 ) пространства 𝐿𝑀 (Ω).
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Следствием теоремы Витали является
Лемма 4 (см. [15, лемма 2]). Пусть 𝑣, {𝑣𝑗}𝑗∈N — функции из 𝐿𝑀 (Ω) и

𝑣𝑗
𝑀→ 𝑣 модулярно в 𝐿𝑀 (Ω), 𝑗→∞.

Тогда 𝑣𝑗 ⇀𝑣, 𝑗→∞, в топологии 𝜎(𝐿𝑀 , 𝐿𝑀 ) пространства 𝐿𝑀 (Ω).
Лемма 5. Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N — ограниченная последовательность функций из 𝐿∞(Ω) такая,

что имеет место сходимость (12), тогда 𝑣∈𝐿∞(Ω), 𝑣𝑗⇀𝑣, 𝑗→∞, в топологии 𝜎(𝐿∞, 𝐿1)
пространства 𝐿∞(Ω).

Если, кроме того, 𝑔 ∈𝐿𝑀 (Ω)(𝐸𝑀 (Ω)), то

𝑣𝑗𝑔→ 𝑣𝑔 модулярно (сильно) в 𝐿𝑀 (Ω)(𝐸𝑀 (Ω)), 𝑗→∞.

Доказательство леммы 5 следует из теоремы Лебега.
Замечание 2. Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N, 𝑣 — измеримые в области Ω функции такие, что имеет

место сходимость (12). Тогда

𝜒{Ω: |𝑣𝑗 |⩽𝑘}→𝜒{Ω: |𝑣|⩽𝑘} п.в. на Ω, 𝑗→∞,

для 𝑘 таких, что
meas{Ω: |𝑣|= 𝑘}=0. (18)

Таких 𝑘, для которых условие (18) не выполнено, может быть не более чем счётное мно-
жество. Положительные числа 𝑘, для которых выполнено условие (18), будем называть
“правильными” для функции 𝑣 (см. [18, лемма 9]).

Лемма 6 (см. [13, определение 9.1, лемма 9.2]). Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N — последовательность
функций из 𝐸𝑀 (Ω). Для сходимости

𝑣𝑗 → 0 в 𝐸𝑀 (Ω), 𝑗→∞,

необходимо и достаточно, чтобы для любого измеримого множества ̃︀Ω⊂Ω, meas ̃︀Ω<∞,

𝑣𝑗 → 0 по мере в ̃︀Ω, 𝑗→∞,

и семейство функций {𝑣𝑗}𝑗∈N имело равностепенно абсолютно непрерывные нормы: для
любого 𝜀> 0 существует измеримое множество 𝑄𝜀⊂Ω, meas𝑄𝜀<∞, и 𝛿 > 0 такие, что

(iii) ‖𝑣𝑗𝜒𝑄‖𝑀 <𝜀 для любого 𝑄⊂𝑄𝜀, meas𝑄<𝛿, 𝑗 ∈N;
(iv) ‖𝑣𝑗𝜒Ω∖𝑄𝜀

‖𝑀 <𝜀, 𝑗 ∈N.
Лемма 7. Пусть функция 𝑀 подчиняется условию (M1,loc), тогда для любой функции

𝑣∈𝐸𝑀 (𝑄), meas(𝑄)<∞, её норма абсолютно непрерывна, т.е. выполнены условия (iii), (iv).
Доказательство следует из [13, лемма 13.16] и плотности ограниченных функций в 𝐸𝑀 (𝑄).
Лемма 8. Пусть 𝑔𝑗, 𝑗 ∈ N, 𝑔 — такие функции из пространства 𝐿1(Ω), что 𝑔𝑗 ⩾ 0

п.в. в Ω,
𝑔𝑗 → 𝑔 сильно в 𝐿1(Ω), 𝑗→∞,

и пусть 𝑣𝑗, 𝑗∈N, 𝑣 — измеримые функции в Ω такие, что имеет место сходимость (12) и

|𝑣𝑗 |⩽ 𝑔𝑗 п.в. в Ω, 𝑗 ∈N.

Тогда
lim
𝑗→∞

⟨𝑣𝑗−𝑣⟩=0, 𝑗→∞.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕНОРМАЛИЗОВАННОГО РЕШЕНИЯ 771

4. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕНОРМАЛИЗОВАННОГО РЕШЕНИЯ

4.1. АППРОКСИМАЦИОННАЯ ЗАДАЧА

Положим
𝑓𝑚(x)=𝑇𝑚𝑓(x)𝜒Ω(𝑚), Ω(𝑚)= {x∈Ω: |x|<𝑚}, 𝑚∈N.

Несложно показать, что
𝑓𝑚→ 𝑓 в 𝐿1(Ω), 𝑚→∞, (19)

и при этом
|𝑓𝑚(x)|⩽ |𝑓(x)|, |𝑓𝑚(x)|⩽𝑚𝜒Ω(𝑚), x∈Ω, 𝑚∈N. (20)

Рассмотрим уравнения

−div a𝑚(x, 𝑢,∇𝑢)+𝑎𝑚0 (x, 𝑢,∇𝑢)= 𝑓𝑚(x), x∈Ω, 𝑚∈N, (21)

c функциями

a𝑚(x, 𝑠0, s)= a(x, 𝑇𝑚(𝑠0), s), 𝑎𝑚0 (x, 𝑠0, s)= 𝑏𝑚(x, 𝑠0, s)+𝑀(x, 𝑠0)/𝑠0,

где a𝑚(x, 𝑠0, s)= (𝑎𝑚1 (x, 𝑠0, s), . . . , 𝑎
𝑚
𝑛 (x, 𝑠0, s)), 𝑏𝑚(x, 𝑠0, s)=𝑇𝑚𝑏(x, 𝑠0, s)𝜒Ω(𝑚). Очевидно, что

|𝑏𝑚(x, 𝑠0, s)|⩽ |𝑏(x, 𝑠0, s)|, |𝑏𝑚(x, 𝑠0, s)|⩽𝑚𝜒Ω(𝑚), x∈Ω, (𝑠0, s)∈R𝑛+1. (22)

Для каждого 𝑚∈N существует обобщённое решение 𝑢𝑚∈𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω(𝑚)) уравнения (21) [19,
теорема 13]. Продолжим 𝑢𝑚 нулём на Ω∖Ω(𝑚), тогда для любой функции 𝑣∈ 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω(𝑙))∩
∩𝐿∞(Ω(𝑙)), 𝑙⩽𝑚, выполняется интегральное равенство⟨︀

(𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)+𝑀(x, 𝑢𝑚)/𝑢𝑚−𝑓𝑚(x))𝑣
⟩︀
+
⟨︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑣

⟩︀
=0, 𝑚∈N. (23)

4.2. ОЦЕНКИ ДЛЯ ПРИБЛИЖЁННЫХ РЕШЕНИЙ

Установим априорные оценки для последовательности {𝑢𝑚}𝑚∈N. Пусть

̂︀𝐵(𝑠0)=
1

𝑎

𝑠0ˆ

0

̂︀𝑏(|𝑧|) 𝑑𝑧,
тогда 0 ⩽ ̂︀𝐵(𝑠0) ⩽ ̂︀𝐵(+∞) = 𝑎−1

´∞
0
̂︀𝑏(|𝑧|)𝑑𝑧 = 𝐶0 <∞, 𝑠0 ∈ R+. Очевидно, что функция ̂︀𝑏

ограничена на R+, следовательно, справедлива оценка ̂︀𝑏(|𝑠0|)⩽ ̂︀𝐶, 𝑠0 ∈R.
Положив в (23) 𝑣=𝑇𝑘,ℎ(𝑢

𝑚)𝑒2
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)=𝑇𝑘(𝑢

𝑚−𝑇ℎ(𝑢𝑚))𝑒2
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|), ℎ, 𝑘 > 0, будем иметь

ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<𝑘+ℎ}

a
(︀
x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚

)︀
·∇𝑢𝑚𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

(︀
𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)+𝑀(x, 𝑢𝑚)/𝑢𝑚

)︀
𝑇𝑘,ℎ(𝑢

𝑚)𝑒2
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
2

𝑎

ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩽ 𝑘
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾ℎ}

|𝑓𝑚|𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x.
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Далее выводим
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<𝑘+ℎ}

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

𝑀(x, 𝑢𝑚)

𝑢𝑚
𝑇𝑘,ℎ(𝑢

𝑚)𝑒2
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
2

𝑎

ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩽

⩽ 𝑘
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾ℎ}

|𝑓 |𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)||𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)|𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x. (24)

С учётом (7) и (10) оценим третий интеграл в левой части неравенства (24):

2

𝑎

ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩾

⩾ 2
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

(︂
𝑀(x, 𝑑|∇𝑢𝑚|)− 𝜑

𝑎

)︂
𝑒2

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩾

⩾ 2
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|−̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)

(︂
𝜑

𝑎
+Φ0

)︂)︂
𝑒2

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩾

⩾ 2
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|− ̂︀𝐶(︂𝜑

𝑎
+Φ0

)︂)︂
𝑒2

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x. (25)

Объединяя оценки (24), (25), выводим неравенство
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<𝑘+ℎ}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚+𝜑

)︀
𝑑x+

+
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

(︂
𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
+ |𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|

)︂
|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩽𝐶4

ˆ

{|𝑢𝑚|⩾ℎ}

(𝑘𝜑1+𝜑) 𝑑x, (26)

где 𝜑1 — положительная функция из пространства 𝐿1(Ω). Отсюда следует соотношение

ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<𝑘+ℎ}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚+𝜑

)︀
𝑑x+𝑘

ˆ

{|𝑢𝑚|⩾𝑘+ℎ}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
𝑑x⩽

⩽𝐶4

ˆ

{|𝑢𝑚|⩾ℎ}

(𝑘𝜑1+𝜑) 𝑑x⩽𝐶5𝑘+𝐶6, 𝑚∈N. (27)

В частности, полагая в (26) ℎ=0, устанавливаем неравенство
ˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)+𝜑

)︀
𝑑x+

+
ˆ

Ω

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
|𝑇𝑘(𝑢𝑚)| 𝑑x⩽𝐶5𝑘+𝐶6, 𝑚∈N. (28)
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Отсюда, применяя (7), выводим

𝑎
ˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

𝑀(x, 𝑑|∇𝑢𝑚|) 𝑑x+𝑘
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾𝑘}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
𝑑x⩽

⩽ 𝑎
ˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

𝑀(x, 𝑑|∇𝑢𝑚|) 𝑑x+
ˆ

Ω

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
|𝑇𝑘(𝑢𝑚)| 𝑑x⩽

⩽𝐶6+𝐶5𝑘, 𝑚∈N. (29)

Из неравенства (28) имеемˆ

Ω

𝑀(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚)) 𝑑x=

ˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

𝑀(x, 𝑢𝑚) 𝑑x+
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾𝑘}

𝑀(x, 𝑘) 𝑑x⩽

⩽
ˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

𝑀(x, 𝑢𝑚) 𝑑x+𝑘
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾𝑘}

𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
𝑑x=

ˆ

Ω

𝑀(x, 𝑢𝑚)

𝑢𝑚
𝑇𝑘(𝑢

𝑚) 𝑑x⩽

⩽𝐶5𝑘+𝐶6, 𝑚∈N. (30)

Кроме того, из (29) следует оценкаˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

𝑀(x, 𝑑|∇𝑢𝑚|) 𝑑x=
ˆ

Ω

𝑀(x, 𝑑|∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)|) 𝑑x⩽𝐶7(𝑘), 𝑚∈N. (31)

Из (28), (10), (31) в частности, имеем

‖𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)‖1⩽𝐶8(𝑘), 𝑚∈N, (32)

а из оценок (30), (31) выводим

‖𝑇𝑘(𝑢𝑚)‖𝑀 +‖∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)‖𝑀 ⩽𝐶9(𝑘), 𝑚∈N.

4.3. СХОДИМОСТЬ ПОЧТИ ВСЮДУ

Из оценки (29), согласно предложению 1, имеем

meas{|𝑢𝑚|⩾ 𝜌}→ 0 равномерно по 𝑚∈N, 𝜌→∞. (33)

Из (27) при 𝑘=1 для любого ℎ> 0 получаем
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<1+ℎ}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚+𝜑

)︀
𝑑x+

ˆ

{Ω: |𝑢𝑚|⩾ℎ+1}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
𝑑x⩽

⩽𝐶4

ˆ

{Ω: |𝑢𝑚|⩾ℎ}

(𝜑1+𝜑) 𝑑x, 𝑚∈N.

Ввиду того, что 𝜑1, 𝜑∈𝐿1(Ω) и интеграл в правой части последнего неравенства абсолютно
непрерывен для любого 𝜀> 0, учитывая (33), можно выбрать достаточно большое ̃︀ℎ(𝜀)> 1
такое, что для ℎ⩾̃︀ℎ справедлива оценкаˆ

{ℎ−1⩽|𝑢𝑚|<ℎ}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚+𝜑

)︀
𝑑x+

+
ˆ

{Ω: |𝑢𝑚|⩾ℎ}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
𝑑x<

𝜀

2
, 𝑚∈N. (34)
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Так же как и в работе [5], устанавливаются сходимость по подпоследовательности

𝑢𝑚→𝑢 п.в. в Ω, 𝑚→∞, (35)

и для любого 𝑘 > 0 сходимости

𝑇𝑘(𝑢
𝑚)⇀𝑇𝑘(𝑢) по топологии 𝜎(L𝑀 ,E𝑀 ) в 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω), 𝑚→∞, (36)

𝑇𝑘(𝑢
𝑚)→𝑇𝑘(𝑢) п.в. в Ω, 𝑚→∞. (37)

Выполняя предельный переход в (30), заключаем, что 𝑀(x, 𝑇𝑘(𝑢)), (𝑀(x, 𝑢)/𝑢)𝑇𝑘(𝑢)∈𝐿1(Ω).
Таким образом, условие 2) определения 3 выполнено.

Далее докажем, что для любой функции 𝑆 ∈𝐶1
0 (R) имеет место сходимость

𝑀(x, 𝑢𝑚)

𝑢𝑚
𝑆(𝑢𝑚)→𝑀(x, 𝑢)

𝑢
𝑆(𝑢) в 𝐿1,loc(Ω), 𝑚→∞. (38)

Учитывая сходимость (35), имеем

𝑀(x, 𝑢𝑚)

𝑢𝑚
𝑆(𝑢𝑚)→𝑀(x, 𝑢)

𝑢
𝑆(𝑢) п.в. в Ω, 𝑚→∞. (39)

Пусть 𝑄 — произвольное измеримое подмножество в области Ω, функция 𝑆 ∈ 𝐶1
0 (R)

такая, что supp𝑆⊂ [−𝐿,𝐿] для 𝐿>0 и |𝑆(𝑟)|⩽𝐿1 для любого 𝑟∈R. С учётом монотонности
функции 𝑀(x, 𝑠0)/𝑠0 по переменной 𝑠0 получаем следующие соотношения:

ˆ

𝑄

𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
|𝑆(𝑢𝑚)| 𝑑x=

ˆ

𝑄

𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
|𝑆(𝑢𝑚)|𝜒{Ω: |𝑢𝑚|<𝐿} 𝑑x⩽

𝐿1

𝐿

ˆ

𝑄

𝑀(x, 𝐿) 𝑑x.

Отсюда, ввиду принадлежности 𝑀(x, 𝐿)∈𝐿1,loc(Ω), заключаем равномерную интегрируемость
последовательности

{︀
(𝑀(x, 𝑢𝑚)/|𝑢𝑚|)|𝑆(𝑢𝑚)|

}︀
𝑚∈N для любого 𝑄⊂Ω: meas𝑄<∞. Учитывая

сходимость (39) и применяя лемму 2, устанавливаем сходимость (38).

4.4. МОДУЛЯРНАЯ СХОДИМОСТЬ ГРАДИЕНТОВ ОТ СРЕЗОК

Докажем сходимости

∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)→∇𝑇𝑘(𝑢) модулярно в L𝑀,loc(Ω), 𝑚→∞, (40)

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)→ a(x, 𝑇𝑘(𝑢),∇𝑇𝑘(𝑢)) ·∇𝑇𝑘(𝑢) в 𝐿1,loc(Ω), 𝑚→∞. (41)

Повторяя рассуждения [10, шаг 5], при любом 𝑘 > 0 устанавливаем

‖a(x, 𝑇𝑘(𝑢𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))‖
𝑀
⩽𝐶10(𝑘), 𝑚⩾ 𝑘. (42)

Из оценки (42) следует сходимость по подпоследовательности

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))⇀ ã𝑘 по топологии 𝜎(L𝑀 ,E𝑀 ) в L𝑀 (Ω), 𝑚→∞. (43)

Для положительных вещественных чисел 𝑚, 𝑗, 𝑠 обозначим через 𝜔(𝑚, 𝑗, 𝑠) любую ве-
личину такую, что

lim
𝑠→∞

lim
𝑗→∞

lim
𝑚→∞

𝜔(𝑚, 𝑗, 𝑠)= 0.
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Пусть ℎ и 𝑘 такие, что ℎ−1>𝑘 > 0. Согласно лемме 1 существует последовательность
функций {𝑣𝑗}𝑗∈N из 𝐶∞

0 (Ω):

𝑣𝑗 →𝑇𝑘(𝑢) модулярно в 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω), 𝑗→∞,

тогда
𝑇𝑘(𝑣

𝑗)→𝑇𝑘(𝑢) модулярно в 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω), 𝑗→∞. (44)

Отсюда, согласно лемме 2, следует, что найдётся 𝜆> 0 такое, что для последовательностей{︂
𝑀

(︂
x,

|𝑇𝑘(𝑢)−𝑇𝑘(𝑣𝑗)|
𝜆

)︂}︂
𝑗∈N

,

{︂
𝑀

(︂
x,

|∇(𝑇𝑘(𝑢)−𝑇𝑘(𝑣𝑗))|
𝜆

)︂}︂
𝑗∈N

выполнены условия (i), (ii) (45)

и справедлива сходимость по некоторой подпоследовательности 𝐽⊂N (см. [13, замечание 7.9]):

𝑇𝑘(𝑣
𝑗)→𝑇𝑘(𝑢), ∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)→∇𝑇𝑘(𝑢) п.в. в Ω, 𝑗→∞. (46)

Замечание 3. Пользуясь выпуклостью функции 𝑀(x, ·) и принадлежностью 𝑇𝑘(𝑢) ∈
∈ 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω), несложно установить эквивалентность (45) условию{︂

𝑀

(︂
x,

|𝑇𝑘(𝑣𝑗)|
𝜆1

)︂}︂
𝑗∈N

,

{︂
𝑀

(︂
x,

|∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)|
𝜆1

)︂}︂
𝑗∈N

подчиняются условиям (i), (ii)

c некоторым 𝜆1> 0.
Кроме того, согласно лемме 4 имеем

∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)⇀∇𝑇𝑘(𝑢) по топологии 𝜎(L𝑀 ,L𝑀 ), 𝑗→∞.

Полагаем
𝑧𝑚𝑗 =𝑇𝑘(𝑢

𝑚)−𝑇𝑘(𝑣𝑗), 𝑧𝑗 =𝑇𝑘(𝑢)−𝑇𝑘(𝑣𝑗), 𝑚, 𝑗 ∈N,

𝜙𝑘(𝜌)= 𝜌 exp{𝛾2𝜌2}, где 𝛾=̂︀𝑏𝑘/𝑎, ̂︀𝑏𝑘 =max{̂︀𝑏(|𝑠|) : |𝑠|⩽ 𝑘}. Очевидно, что

𝜓𝑘(𝜌)=𝜙′
𝑘(𝜌)−2𝛾|𝜙𝑘(𝜌)|⩾ 1/2, 𝜌∈R.

Отсюда следуют неравенства

1/2⩽𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)⩽ max

[−2𝑘,2𝑘]
𝜓𝑘(𝜌)=𝐶11(𝑘), 𝑚, 𝑗 ∈N. (47)

Ввиду (37), (46) имеем

𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)→𝜙𝑘(𝑧

𝑗), 𝜙′
𝑘(𝑧

𝑚𝑗)→𝜙′
𝑘(𝑧

𝑗), 𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)→𝜓𝑘(𝑧

𝑗) п.в. в Ω, 𝑚→∞, (48)

𝜙𝑘(𝑧
𝑗)→𝜙𝑘(0)= 0, 𝜙′

𝑘(𝑧
𝑗)→𝜙′

𝑘(0)= 1, 𝜓𝑘(𝑧
𝑗)→𝜓𝑘(0)= 1 п.в. в Ω, 𝑗→∞, (49)

а также

|𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)|⩽𝜙𝑘(2𝑘), 1⩽𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)⩽𝜙′

𝑘(2𝑘), 𝑚, 𝑗 ∈N, (50)

|𝜙𝑘(𝑧
𝑗)|⩽𝜙𝑘(2𝑘), 1⩽𝜙′

𝑘(𝑧
𝑗)⩽𝜙′

𝑘(2𝑘), 𝑗 ∈N. (51)
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Применяя (48)–(51), по лемме 5 устанавливаем сходимости

|𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)|⇀ |𝜙𝑘(𝑧

𝑗)| в топологии 𝜎(𝐿∞, 𝐿1) пространства 𝐿∞(Ω), 𝑚→∞, (52)

|𝜙𝑘(𝑧
𝑗)|⇀ 0 в топологии 𝜎(𝐿∞, 𝐿1) пространства 𝐿∞(Ω), 𝑗→∞. (53)

Кроме того, для любой функции 𝑔 ∈𝐸𝑀 (Ω), применяя лемму 5, устанавливаем сходимости

𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝑔→𝜙𝑘(𝑧

𝑗)𝑔 сильно в 𝐸𝑀 (Ω), 𝑚→∞, (54)

𝜙𝑘(𝑧
𝑗)𝑔→ 0 сильно в 𝐸𝑀 (Ω), 𝑗→∞. (55)

Введём обозначения: 𝜒𝑗
𝑠, 𝜒𝑠, 𝑘𝜒

𝑚, 𝑘𝜒 — характеристические функции множеств {x∈Ω:
|∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)|⩽ 𝑠}, {x ∈Ω: |∇𝑇𝑘(𝑢)|⩽ 𝑠}, {x ∈Ω: |𝑢𝑚|⩾ 𝑘}, {x ∈Ω: |𝑢|⩾ 𝑘}, соответственно. Бу-
дем рассматривать “правильные” 𝑘, 𝑠, для которых meas{Ω: |𝑢| = 𝑘} = 0 и meas{Ω:
|∇𝑇𝑘(𝑢)|= 𝑠}=0.

Положим 𝜂ℎ(𝑟)=min{1,max{0, ℎ−𝑟+1}}, 𝑟∈R. Для краткости записи будем использовать
обозначения

𝜁𝑚ℎ−1= 𝜂ℎ−1(|𝑢𝑚|), 𝜁ℎ−1= 𝜂ℎ−1(|𝑢|), 𝜂𝑅 = 𝜂𝑅(|x|).

Из (35), (46) для правильных 𝑘, 𝑠 следуют сходимости

𝜁𝑚ℎ−1→ 𝜁ℎ−1 п.в. в Ω, 𝑚→∞, (56)

𝜒𝑗
𝑠→𝜒𝑠 п.в. в Ω, 𝑗→∞, (57)

𝑘𝜒
𝑚→ 𝑘𝜒 п.в. в Ω, 𝑚→∞. (58)

Принимая в качестве тестовой функции в (23) 𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|), получаем
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇
(︁
𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜂𝑅𝜁
𝑚
ℎ−1𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)
)︁
𝑑x+

+
ˆ

Ω

𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+
ˆ

Ω

𝑀(x, 𝑢𝑚)

𝑢𝑚
𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

𝑓𝑚𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x=

4∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖=0, 𝑚∈N. (59)

Оценим интегралы 𝐼2−𝐼4. Ввиду

𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅 ⩽

𝑀(x, ℎ)

ℎ
𝜂𝑅 ∈𝐿1(Ω)

и cходимостей (52), (53) имеем

|𝐼3|⩽
ˆ

Ω

𝑀(x, ℎ)

ℎ
𝜂𝑅|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x⩽𝜔ℎ,𝑅(𝑚)+𝑒𝐶0

ˆ

Ω

𝑀(x, ℎ)

ℎ
𝜂𝑅|𝜙𝑘(𝑧

𝑗)| 𝑑x=𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗). (60)

Аналогично ввиду (20) и 𝑓 ∈𝐿1(Ω) находим

|𝐼4|⩽
ˆ

Ω

|𝑓 | |𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x⩽𝜔(𝑚)+𝑒𝐶0

ˆ

Ω

|𝑓 | |𝜙𝑘(𝑧
𝑗)| 𝑑x=𝜔(𝑚, 𝑗). (61)
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Применяя (22), (10), оценим интеграл

−𝐼2⩽
ˆ

Ω

|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)| |𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜉𝑚ℎ−1 𝑑x⩽

⩽
ˆ

Ω

̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)
(︀
𝑀(x, 𝑑|∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)|)+Φ0(x)

)︀
|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜉𝑚ℎ−1 𝑑x, 𝑚∈N.

Используя (7), выводим

−𝐼2⩽
1

𝑎

ˆ

Ω

(︀
𝑎Φ0(x)+𝜑(x)

)︀
|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)̂︀𝑏(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

Ω

̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)
𝑎

⃒⃒
a(x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)
⃒⃒
|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

{|𝑢𝑚|>𝑘}

̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)
𝑎

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜉𝑚ℎ−1 𝑑x=

3∑︁
𝑖=1

𝐼2𝑖. (62)

Учитывая, что 𝑧𝑚𝑗𝑢𝑚⩾ 0 при |𝑢𝑚|⩾ 𝑘, получаем

𝐼1⩾
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)∇𝑧𝑚𝑗𝜂𝑅𝜁

𝑚
ℎ−1𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

{Ω: ℎ−1⩽|𝑢𝑚|<ℎ}

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑢𝑚|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)∇𝜂𝑅𝜁𝑚ℎ−1𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)
𝑎

⃒⃒
a(x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)
⃒⃒
|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

{|𝑢𝑚|>𝑘}

̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)
𝑎

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜉𝑚ℎ−1 𝑑x=

= 𝐼11−𝐼12+𝐼13−𝐼14+𝐼15, 𝑚⩾ℎ. (63)

Теперь, используя равенства 𝐼15 = 𝐼23, 𝐼22 = 𝐼14 и оценки интегралов (60)–(63), из (59)
выводим неравенства

𝐼11−2𝐼22⩽𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗)+𝐼21+𝐼12−𝐼13, 𝑚⩾ℎ. (64)

Далее, учитывая (7), получаем

𝐼12+𝐼21+2𝐼22⩽

⩽𝜙𝑘(2𝑘)𝑒
𝐶0

ˆ

{Ω: ℎ−1⩽|𝑢𝑚|<ℎ}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚+𝜑

)︀
𝑑x+𝐶11

ˆ

Ω

(Φ0(x)+𝜑(x))|𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)| 𝑑x+

+
2̂︀𝑏𝑘
𝑎

ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜂𝑅 𝑑x= 𝐼121+𝐼211+𝐼221. (65)
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Ввиду (52), (53) имеем
𝐼211=𝜔(𝑚, 𝑗), (66)

а благодаря (34) заключаем, что
𝐼121⩽𝜔(ℎ). (67)

Применяя оценку (42) и сходимости (54), (55) c 𝑔=𝜒Ω(𝑅+1), устанавливаем соотношения

|𝐼13|⩽𝐶12

ˆ

Ω(𝑅+1)

|a(x, 𝑇ℎ(𝑢𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚))| |𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)| 𝑑x⩽

⩽𝐶13(ℎ)‖𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)‖𝑀,Ω(𝑅+1)=𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗), 𝑚⩾ℎ. (68)

Объединяя (64)–(68), получаем

𝐼5= 𝐼11−𝐼221⩽𝜔(ℎ)+𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗), 𝑚⩾ℎ. (69)

С помощью элементарных преобразований выводим равенства для 𝐼5:

𝐼5=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

− 2̂︀𝑏𝑘
𝑎

ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x=

=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)𝜓𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x=

=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜒𝑗

𝑠𝜁
𝑚
ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗

𝑠−1)𝜙′
𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x.

Очевидно равенство

𝐼5=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

− 2̂︀𝑏𝑘
𝑎

ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠|𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+
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+
ˆ

Ω

(︁
a
(︀
x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)
)︀
−𝜁𝑚ℎ−1a

(︀
x, 𝑇ℎ(𝑢

𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)
)︀)︁

·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝑘𝜒𝑚𝜒𝑗
𝑠𝜙

′
𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗

𝑠−1)𝜙′
𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x=

4∑︁
𝑖=1

𝐼5𝑖, 𝑚⩾ℎ. (70)

Оценим интегралы 𝐼52−𝐼54. Применяя (35), (48), (50), лемму 5 c 𝑔=∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠𝜂𝑅∈E𝑀 (Ω),

получаем

𝜂𝑅∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)→ 𝜂𝑅∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠|𝜙𝑘(𝑧

𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢|) сильно в E𝑀 (Ω), 𝑚→∞.

Отсюда, ввиду сходимости (43), устанавливаем

𝐼52=−2̂︀𝑏𝑘
𝑎

ˆ

Ω

̃︀a𝑘 ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠|𝜙𝑘(𝑧

𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚).

Применяя (46), (49), (51), (57), по теореме Лебега получаем

𝐼52=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗). (71)

С учётом (35), (48), (50), (58), леммы 5 c 𝑔=∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠𝜂𝑅 ∈E𝑀 (Ω) имеем

∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠𝜙

′
𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝑘𝜒
𝑚𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)→∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠𝜙

′
𝑘(𝑧

𝑗)𝑘𝜒𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) сильно в E𝑀 (Ω), 𝑚→∞.

Отсюда, ввиду сходимостей (43), (56), устанавливаем

𝐼53=
ˆ

Ω

(̃︀a𝑘−𝜁ℎ−1̃︀aℎ) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝑘𝜒𝜒𝑗
𝑠𝜙

′
𝑘(𝑧

𝑗)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚).

Далее, применяя (46), (49), (51), (57), по теореме Лебега заключаем

𝐼53=
ˆ

Ω

(̃︀a𝑘−𝜁ℎ−1̃︀aℎ) ·∇𝑇𝑘(𝑢)𝑘𝜒𝜒𝑠𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚, 𝑗)=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗). (72)

Наконец, применив (48), (50), (56), лемму 5 c 𝑔=∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗
𝑠−1)𝜂𝑅 ∈E𝑀 (Ω), получим

∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗
𝑠−1)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)→∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗
𝑠−1)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑗)𝜁ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢|)

сильно в E𝑀 (Ω), 𝑚→∞.

Отсюда, ввиду сходимости (43), устанавливаем

𝐼54=
ˆ

Ω

̃︀aℎ ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗
𝑠−1)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑗)𝜁ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚).

Применяя (49), (51), (57), (44) и лемму 2 (см. замечание 3), получаем

∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗
𝑠−1)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑗)𝜂𝑅 →∇𝑇𝑘(𝑢)(𝜒𝑠−1)𝜂𝑅 модулярно в L𝑀 (Ω), 𝑗→∞.

Тогда, ввиду принадлежности ̃︀aℎ𝜁ℎ−1𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) ∈L𝑀 (Ω), имеем

𝐼54=
ˆ

Ω

̃︀aℎ ·∇𝑇𝑘(𝑢)(𝜒𝑠−1)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚, 𝑗).
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В силу того, что ̃︀aℎ ·∇𝑇𝑘(𝑢)𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢|) ∈𝐿1(Ω), находим

𝐼54=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗, 𝑠). (73)

Из (69)–(73) следует, что
𝐼51⩽𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗, 𝑠)+𝜔(ℎ). (74)

Оценим теперь интеграл 𝐼6:

0⩽ 𝐼6=
ˆ

Ω

(︀
a(x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))−a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)
)︀
×

×
(︀
∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠

)︀
𝜓𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x=

=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠)𝜓𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x= 𝐼51−𝐼61. (75)

Из (35), (37) следует cходимость

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)→ a(x, 𝑇𝑘(𝑢),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) п.в. в Ω, 𝑚→∞,

а из (8), (15) имеем оценки

|a(x, 𝑇𝑘(𝑢𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠)|⩽̂︀𝑎𝑀−1

(x,𝑀(x, ̂︀𝑑𝑠))+̂︀𝑎𝑀−1
(x, 𝐶𝑀(x, 𝑘))+𝜓(x), 𝑚, 𝑗 ∈N.

Пользуясь ограниченностью функции 𝑀(·, 𝑧) по x∈Ω(𝑅+1) для любых 𝑧∈R, устанавливаем
оценку

|a(x, 𝑇𝑘(𝑢𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠)|𝜂𝑅 ⩽𝜓(x)+𝐶14𝜂𝑅 ∈E𝑀 (Ω), 𝑚, 𝑗 ∈N.

Отсюда, учитывая (47), (48), из лемм 6, 7 получаем сходимость

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜂𝑅 → a(x, 𝑇𝑘(𝑢),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠)𝜓𝑘(𝑧

𝑗)𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|)𝜂𝑅

сильно в E𝑀 (Ω), 𝑚→∞. (76)

Применяя (76), (36), выводим

𝐼61=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠) ·(∇𝑇𝑘(𝑢)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝜓𝑘(𝑧
𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚), 𝑗 ∈N.

С учётом оценки (14) и сходимостей (46), (49), (57) по теореме Лебега устанавливаем

𝐼61=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢), 0) ·∇𝑇𝑘(𝑢)(1−𝜒𝑠)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚, 𝑗).

Наконец, благодаря a(x, 𝑇𝑘(𝑢), 0) ·∇𝑇𝑘(𝑢)𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|)𝜂𝑅 ∈𝐿1(Ω) (см. (14)), получаем

𝐼61=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗, 𝑠). (77)
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Объединяя (75), (77), (74) и применяя (47), выводим

𝐼7=
ˆ

Ω

(︀
a(x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))−a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)
)︀
×

×
(︀
∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠

)︀
𝜂𝑅 𝑑x⩽ 2𝐼6⩽𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗, 𝑠)+𝜔(ℎ). (78)

Используя обозначение

𝑞𝑚𝑠 (x)= (a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))−a(x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢)𝜒𝑠)) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑢)𝜒𝑠),

имеем

0⩽
ˆ

Ω(𝑅)

𝑞𝑚𝑠 (x) 𝑑x⩽ 𝐼7+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·(∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠−∇𝑇𝑘(𝑢)𝜒𝑠)𝜂𝑅 𝑑x−

−
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢)𝜒𝑠) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑢)𝜒𝑠)𝜂𝑅 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠)𝜂𝑅 𝑑x= 𝐼7+𝐼71+𝐼72+𝐼73. (79)

Для интегралов 𝐼71−𝐼73 справедливы оценки (см. [5])

𝐼71=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗), 𝐼72=𝜔𝑅(𝑚, 𝑠), 𝐼73=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗, 𝑠). (80)

Из (78)–(80) получаем ˆ

Ω(𝑅)

𝑞𝑚𝑠 (x) 𝑑x⩽𝜔𝑅,ℎ(𝑚, 𝑗, 𝑠)+𝜔(ℎ).

Ввиду того, что левая часть последнего неравенства не зависит от 𝑗, ℎ, переходя пос-
ледовательно к пределам по 𝑚→∞, 𝑗→∞, 𝑠→∞, устанавливаем соотношение

lim
𝑠→∞

lim
𝑚→∞

ˆ

Ω(𝑅)

𝑞𝑚𝑠 (x) 𝑑x⩽𝜔(ℎ).

Выполняя предельный переход при ℎ→∞, выводим равенство

lim
𝑠→∞

lim
𝑚→∞

ˆ

Ω(𝑅)

𝑞𝑚𝑠 (x) 𝑑x=0.

По утверждению 1 из [5] (𝑄=Ω(𝑅)), ввиду произвольности 𝑅> 0, имеем сходимости (40),
(41) и сходимость

∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)→∇𝑇𝑘(𝑢) п.в. в Ω, 𝑚→∞. (81)

Далее, так же как и в работе [7], устанавливается сходимость по подпоследовательности

∇𝑢𝑚→∇𝑢 п.в. в Ω, 𝑚→∞. (82)

4.5. ПРЕДЕЛЬНЫЙ ПЕРЕХОД

Используя оценку (42) и сходимости (37), (81), по лемме 3 устанавливаем слабую схо-
димость

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))⇀ a(x, 𝑇𝑘(𝑢),∇𝑇𝑘(𝑢))

в топологии 𝜎(L𝑀 ,E𝑀 ) пространства L𝑀 (Ω), 𝑚→∞. (83)
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Из непрерывности 𝑏(x, 𝑠0, s) по (𝑠0, s) и сходимостей (35), (82) следует, что

𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)→ 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) п.в. в Ω, 𝑚→∞. (84)

Из оценки (32), ввиду (84), согласно лемме Фату заключаем, что 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢)∈𝐿1(Ω). Таким
образом, условия 1), 3) определения 3 выполнены.

Далее сходимость

𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)→ 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) в 𝐿1,loc(Ω), 𝑚→∞, (85)

устанавливается аналогично [10, шаг 6].
Докажем, что 𝑢 является ренормализованным решением задачи (1), (2). Сначала докажем

условие 4) определения 3. Применяя (7), из неравенства (27) получаем
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<𝑘+ℎ}

𝑎𝑀(x, 𝑑|∇𝑢𝑚|) 𝑑x+𝑘
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾𝑘+ℎ}

𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
𝑑x⩽𝐶4

ˆ

{|𝑢𝑚|⩾ℎ}

(𝑘𝜑1+𝜑) 𝑑x, 𝑚∈N.

Отсюда, пользуясь сходимостями (82), (35), применив теорему Лебега и лемму Фату, вы-
полним предельный переход при 𝑚→∞ для правильных ℎ и получим неравенство

ˆ

{ℎ⩽|𝑢|<𝑘+ℎ}

𝑎𝑀(x, 𝑑|∇𝑢|) 𝑑x+𝑘
ˆ

{|𝑢|⩾𝑘+ℎ}

𝑀(x, 𝑢)

|𝑢|
𝑑x⩽𝐶4

ˆ

{|𝑢|⩾ℎ}

(𝑘𝜑1+𝜑) 𝑑x. (86)

Из (86), в частности, справедлива оценка вида (16). Тогда согласно предложению 1 имеем

meas{Ω: |𝑢|⩾ℎ}→ 0, ℎ→∞. (87)

Выполняя предельный переход в (86), пользуясь (87), устанавливаем соотношение 4) опре-
деления 3.

Докажем равенство (11). Пусть 𝜉∈𝐶1
0 (Ω), supp 𝜉⊂Ω(𝑙), 𝑙⩾ 𝑙0, и функция 𝑆∈𝐶1

0 (R) такая,
что supp𝑆⊂ [−𝐿,𝐿], 𝐿> 0. Пусть {𝑢𝑚}𝑚∈N — последовательных слабых решений уравнения
(21). Взяв 𝑆(𝑢𝑚)𝜉 ∈ 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω)

⋂︀
𝐿∞(Ω) в качестве тестовой функции в (23), выводим⟨︀

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·(𝑆′(𝑢𝑚)𝜉∇𝑢𝑚+𝑆(𝑢𝑚)∇𝜉)
⟩︀
+

+
⟨︀
(𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)+𝑀(x, 𝑢𝑚)/𝑢𝑚−𝑓𝑚(x))𝑆(𝑢𝑚)𝜉

⟩︀
= 𝐼𝑚+𝐽𝑚=0, 𝑚⩾ 𝑙0. (88)

Очевидно, что

𝐼𝑚=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·(𝑆′(𝑢𝑚)𝜉∇𝑢𝑚+𝑆(𝑢𝑚)∇𝜉) 𝑑x=

=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝐿(𝑢
𝑚),∇𝑇𝐿(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝐿(𝑢𝑚)𝑆′(𝑢𝑚)𝜉 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝐿(𝑢
𝑚),∇𝑇𝐿(𝑢𝑚)) ·∇𝜉𝑆(𝑢𝑚) 𝑑x= 𝐼𝑚1 +𝐼𝑚2 , 𝑚⩾max{𝐿, 𝑙0}. (89)

Ввиду сходимостей (35), (41), применяя лемму 8, устанавливаем

𝐼𝑚1 =
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝐿(𝑢),∇𝑇𝐿(𝑢)) ·∇𝑇𝐿(𝑢)𝑆′(𝑢)𝜉 𝑑x+𝜔(𝑚), 𝑚→∞. (90)
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Из сходимости (35) по лемме 5 получаем

𝑆(𝑢𝑚)∇𝜉→𝑆(𝑢)∇𝜉 сильно в E𝑀 (Ω), 𝑚→∞.

Отсюда, учитывая сходимость (83), выводим

𝐼𝑚2 =
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝐿(𝑢),∇𝑇𝐿(𝑢)) ·∇𝜉𝑆(𝑢) 𝑑x+𝜔(𝑚), 𝑚→∞. (91)

Объединив (89)–(91), будем иметь

lim
𝑚→∞

𝐼𝑚=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝐿(𝑢),∇𝑇𝐿(𝑢)) ·(𝑆′(𝑢)𝜉∇𝑇𝐿(𝑢)+𝑆(𝑢)∇𝜉) 𝑑x=

=
ˆ

Ω

a(x, 𝑢,∇𝑢) ·(𝑆′(𝑢)𝜉∇𝑢+𝑆(𝑢)∇𝜉) 𝑑x. (92)

По лемме 5 заключаем, что

𝑆(𝑢𝑚)𝜉⇀𝑆(𝑢)𝜉 в топологии 𝜎(𝐿∞, 𝐿1), 𝑚→∞.

Тогда, ввиду сходимостей (19), (38), (85), устанавливаем соотношение

lim
𝑚→∞

𝐽𝑚=
ˆ

Ω

(𝑏(x, 𝑢,∇𝑢)+𝑀(x, 𝑢)/𝑢−𝑓)𝑆(𝑢)𝜉 𝑑x. (93)

Комбинируя (88), (92), (93), получаем равенство (11). Таким образом, приходим к выводу,
что 𝑢 является ренормализованным решением задачи (1), (2).
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OF A QUASI-LINEAR ELLIPTIC EQUATION
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The paper considers a second-order quasilinear elliptic equation with an integrable right-hand side.
Restrictions on the structure of the equation are formulated in terms of the generalized 𝑁 -function.
Unlike the author’s previous works, there is no sign condition for the low-order term of the equation.
In non-reflexive Musielak–Orlicz–Sobolev spaces in an arbitrary unbounded strictly Lipschitz domain,
the existence of a renormalized solution to the Dirichlet problem of this equation is proven.

Keywords: quasi-linear elliptic equation, unbounded domain, Musielak–Orlicz space, renormalized so-
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