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Исследовано уравнение Монжа–Ампера с тремя независимыми переменными, встреча-
ющееся в электронной магнитной гидродинамике. Проведён групповой анализ этого
сильно нелинейного уравнения с частными производными. Найдено одиннадцатипара-
метрическое преобразование, сохраняющее вид уравнения. Получена формула, дающая
возможность строить многопараметрические семейства решений исходя из более простых
решений. Рассмотрены двумерные редукции, приводящие к более простым уравнени-
ям в частных производных с двумя независимыми переменными. Описаны одномерные
редукции, позволяющие получать автомодельные и другие инвариантные решения, кото-
рые удовлетворяют обыкновенным дифференциальным уравнениям. Построены точные
решения с аддитивным, мультипликативным и обобщённым разделением переменных,
многие из которых допускают представление в элементарных функциях. Полученные
результаты и точные решения могут быть использованы для оценки точности и ана-
лиза адекватности численных методов решения начально-краевых задач, описываемых
сильно нелинейными уравнениями с частными производными.
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ВВЕДЕНИЕ

В плазменной электронной магнитной гидродинамике разработан подход, в котором
электронная составляющая плазмы представлена в виде набора случайных или регуляр-
но распределённых точечных электронных вихрей. Локальные нестационарные движения в
соответствующей двумерной вихревой системе описываются нелинейным уравнением [1, 2]

𝑢𝑡=𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦, (1)

в правой части которого опущен несущественный постоянный множитель.
Впервые нестационарные уравнения с нелинейностью типа Монжа–Ампера по простран-

ственным переменным появились в работе [3], в которой, в частности, было приведено
уравнение

𝑢𝑡=det𝐻−𝑓(x, 𝑡), (2)

где x=(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝐻 =(𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 ) — матрица вторых производных Гессе.
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В случае двух пространственных переменных 𝑥1 = 𝑥 и 𝑥2 = 𝑦 в уравнении (2) следует
положить x= (𝑥, 𝑦) и det𝐻 = 𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦. При 𝑛= 2 и 𝑓 ≡ 0 уравнение (2) переходит в
уравнение (1).

Уравнения (1) и (2) и более сложные родственные нелинейные уравнения, содержащие
первую производную по времени 𝑢𝑡 и комбинацию вторых производных по пространственным
координатам вида det𝐻, называются авторами статей [4–8] параболическими уравнениями
Монжа–Ампера. В указанных работах в основном исследовались вопросы существования
и единственности решений различных внутренних и внешних начально-краевых задач для
таких уравнений, а также обсуждались геометрические приложения.

В случае двух пространственных переменных параболические уравнения Монжа–Ампера
имеют вид

𝑢𝑡=𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦). (3)

При 𝑢𝑡=𝐹𝑡=0 уравнения вида (3) сводятся к стационарным уравнениям Монжа–Ампера,
которые принято записывать в разрешённом относительно комбинации старших производных
виде

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦 =Φ(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦). (4)

Весьма полную информацию о стационарных уравнениях Монжа–Ампера, часто встречаю-
щихся в дифференциальной геометрии, можно найти в книге [9, гл. 8]. В частных случаях,
при Φ=0 (однородное уравнение Монжа–Ампера) и Φ=𝑎= const<0, общее решение уравне-
ния (4) можно представить в параметрической форме [10, с. 776]. Различные преобразования
и обширный список точных решений уравнений вида (4) приведены в работах [10, с. 774–
793; 11].

Уравнение (4) является сильно нелинейным (квадратичным относительно старших про-
изводных) и имеет свойства, необычные для квазилинейных уравнений — линейных относи-
тельно старших производных. В частности, даже для простейшей правой части Φ=𝑎= const
качественные особенности этого уравнения зависят от знака постоянной 𝑎, поскольку при
𝑎> 0 уравнение (4) является уравнением “эллиптического типа”, а при 𝑎< 0 — уравнением
“гиперболического типа” [10, с. 1393].

Указанные выше качественные особенности стационарных уравнений Монжа–Ампера зна-
чительно усложняют процедуру их численного интегрирования. Поэтому для численного
решения стационарных уравнений Монжа–Ампера (4) применяются различные модифика-
ции метода установления по времени с использованием параболического уравнения Монжа–
Ампера, которое получается добавлением нестационарной первой производной 𝑢𝑡 в правую
часть (4). Указанный подход с привлечением параболических уравнений Монжа–Ампера (1)
и (2) использовался в [12, 13] для численного интегрирования краевых задач, описываемых
соответствующими стационарными уравнениями Монжа–Ампера.

В статьях [14, 15] с помощью метода разделения переменных были получены точные
решения уравнения (1) в виде произведения и суммы функций разных аргументов.

В данной работе под точными решениями нелинейных уравнений с частными производ-
ными понимаются решения, которые выражаются:

— с помощью элементарных функций и неопределённых интегралов;
— через решения обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) или систем ОДУ;
— через решения линейных уравнений математической физики.
Важно отметить, что точные решения нелинейных уравнений математической физики

с частными производными играют важную роль стандартных “математических эталонов”,
широко использующихся для оценки точности, верификации и разработки различных чис-
ленных, асимптотических и приближённых аналитических методов.
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Редукциями рассматриваемого уравнения называют уравнения с меньшим числом неза-
висимых переменных или уравнения более низкого порядка, все решения которых являются
решениями данного уравнения. Редукции играют ключевую роль для построения точных
решений дифференциальных уравнений. Наиболее важными для нелинейных уравнений с
частными производными являются одномерные редукции, используя которые удаётся пред-
ставить их решения в терминах решений гораздо более простых ОДУ.

Отметим характерную качественную особенность уравнения (1), отличающую его от
подавляющего большинства других уравнений математической физики, не зависящих явно
от независимых переменных — оно не имеет простых решений типа бегущей волны 𝑢=
=𝑈(𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐𝑡) и более сложных решений вида 𝑢= 𝑉 (𝑎𝑥+𝑏𝑦, 𝑡), где 𝑎, 𝑏, 𝑐 — некоторые
постоянные, 𝑈 ′ ̸=0 и 𝑉𝑡 ̸=0.

В данной работе для поиска точных решений нелинейного уравнения магнитной гидроди-
намики (1) использованы различные модификации метода обобщённого разделения перемен-
ных [10, гл. 29; 16, гл. 1], а также приведённые в [10, гл. 11] точные решения более простых,
чем исходное, промежуточных редуцированных уравнений с меньшим числом независимых
переменных. Особое внимание уделяется построению простых точных решений, которые вы-
ражаются через элементарные функции. Такие решения удобно использовать в качестве
тестовых задач для оценки точности и проверки адекватности численных методов решения
сильно нелинейных уравнений с частными производными.

1. СИММЕТРИИ УРАВНЕНИЯ МОНЖА–АМПЕРА (1)

Операторы симметрии уравнения (1) ищем в виде

𝑋 = 𝜉1(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑥
+𝜉2(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑦
+𝜉3(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑡
+𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
.

Применяя критерий инвариантности [17, гл. 2], получаем следующую переопределённую
линейную однородную систему определяющих уравнений:

𝜉1𝑡 =0, 𝜉1𝑢=0, 𝜉2𝑡 =0, 𝜉2𝑢=0, 𝜉3𝑥=0, 𝜉3𝑦 =0, 𝜉3𝑢=0,

𝜂𝑡=0, 𝜂𝑢−2𝜉1𝑥−2𝜉2𝑦+𝜉
3
𝑡 =0, 𝜉1𝑥𝑥=0, 𝜉1𝑥𝑦 =0, 𝜉1𝑦𝑦 =0,

𝜉2𝑥𝑥=0, 𝜉2𝑥𝑦 =0, 𝜉2𝑦𝑦 =0, 𝜉3𝑡𝑡=0, 𝜂𝑥𝑥=0, 𝜂𝑥𝑦 =0, 𝜂𝑦𝑦 =0. (5)

Нетрудно показать, что совместное решение переопределённой системы уравнений (5)
даётся формулами

𝜉1= 𝑐1𝑥+𝑐2𝑦+𝑐3, 𝜉2= 𝑐4𝑥+𝑐5𝑦+𝑐6, 𝜉3= 𝑐7𝑡+𝑐8, 𝜂=(2𝑐1+2𝑐5−𝑐7)𝑢+𝑐9𝑥+𝑐10𝑦+𝑐11,

где 𝑐𝑗 (𝑗=1, 11) — произвольные постоянные. Отсюда следуют два утверждения.
Предложение 1. Базис алгебры Ли операторов симметрии уравнения (1) имеет вид

𝑋1=
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋2=

𝜕

𝜕𝑦
, 𝑋3=

𝜕

𝜕𝑡
, 𝑋4=

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋5= 𝑦

𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋6=𝑥

𝜕

𝜕𝑦
,

𝑋7=𝑥
𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋8= 𝑦

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋9=𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+2𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋10= 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+2𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋11= 𝑡

𝜕

𝜕𝑡
−𝑢 𝜕

𝜕𝑢
.

Предложение 2. Преобразование

𝑥̄= 𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1, 𝑦= 𝑎2𝑥+𝑏2𝑦+𝑐2, 𝑡= 𝑑1𝑡+𝑑2,

𝑢̄=
(𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1)2

𝑑1
𝑢+𝑎3𝑥+𝑏3𝑦+𝑐3 (𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1 ̸=0, 𝑑1 ̸=0) (6)
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переводит любое решение 𝑢=𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) уравнения (1) в одиннадцатипараметрическое семей-
ство решений

𝑢=
𝑑1

(𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1)2
[︀
𝜙(𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1, 𝑎2𝑥+𝑏2𝑦+𝑐2, 𝑑1𝑡+𝑑2)−𝑎3𝑥−𝑏3𝑦−𝑐3

]︀
, (7)

где 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑑1, 𝑑2 — произвольные постоянные.
Важно отметить, что в формуле (7) свободные параметры могут быть комплексными

числами, если полученное таким способом решение будет действительным (подробности см.
в [18]). В п. 3 статьи приведён конкретный пример использования такого подхода.

Замечание 1. Преобразование (6) оставляет инвариантным вид уравнения (1). Фор-
мула (7) даёт возможность получать многопараметрические семейства решений исходя из
более простых решений.

2. ДВУМЕРНЫЕ СИММЕТРИЙНЫЕ РЕДУКЦИИ

Регулярная процедура построения двумерных симметрийных редукций уравнений с част-
ными производными описана в книге [17, гл. 5]. В данной работе мы ограничимся наиболее
содержательными примерами построения двумерных редукций уравнения Монжа–Ампера
(1) на основе использования симметрий, описанных выше.

1∘. Переходя в уравнении (1) к переменным типа бегущей волны

𝑢=𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉=𝑥−𝑎1𝑡, 𝜂= 𝑦−𝑎2𝑡, (8)

где 𝑎1 и 𝑎2 — произвольные постоянные, приходим к двумерному уравнению типа Монжа–
Ампера с постоянными коэффициентами

𝑈𝜉𝜉𝑈𝜂𝜂−𝑈2
𝜉𝜂+𝑎1𝑈𝜉+𝑎2𝑈𝜂 =0. (9)

Решение вида (8) является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 = 𝑎1𝑋1+𝑎2𝑋2+𝑋3= 𝑎1
𝜕

𝜕𝑥
+𝑎2

𝜕

𝜕𝑦
+
𝜕

𝜕𝑡
.

Уравнение (9) допускает точные решения, квадратичные по любой независимой пере-
менной, вида

𝑈1= 𝑓1(𝜉)𝜂
2+𝑔1(𝜉)𝜂+ℎ1(𝜉), 𝑈2= 𝑓2(𝜂)𝜉

2+𝑔2(𝜂)𝜉+ℎ2(𝜂), (10)

где функции 𝑓𝑖, 𝑔𝑖, ℎ𝑖 (𝑖= 1, 2) описываются соответствующими системами ОДУ второго
порядка, которые здесь не приводятся.

Замечание 2. Решения аналогичные (10), квадратичные по одной или нескольким пе-
ременным, нередко используются для построения точных решений нелинейных уравнений
реакционно-диффузионного типа (см., например, [10, 17–19]).

2∘. Переходя в уравнении (1) к автомодельным переменным

𝑢= 𝑡−2𝛼−2𝛽−1𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉=𝑥𝑡𝛼, 𝜂= 𝑦𝑡𝛽, (11)

где 𝛼 и 𝛽 — произвольные постоянные, получаем двумерное уравнение типа Монжа–Ампера
с переменными коэффициентами при младших производных

𝑈𝜉𝜉𝑈𝜂𝜂−𝑈2
𝜉𝜂−𝛼𝜉𝑈𝜉−𝛽𝜂𝑈𝜂+(2𝛼+2𝛽+1)𝑈 =0. (12)
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Решение вида (11) является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =𝛼𝑋9+𝛽𝑋10−𝑋11=𝛼𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+𝛽𝑦

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+(2𝛼+2𝛽+1)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
. (13)

Уравнение (12) допускает квадратичные по любой независимой переменной точные ре-
шения вида (10). Значениям 𝛼= 𝛽=0 в (11) соответствует решение с мультипликативным
разделением переменных.

Замечание 3. Эквивалентную форму представления решения вида (11) можно получить,
взяв вместо второго аргумента комбинацию обоих аргументов 𝜁=𝜉−𝛽𝜂𝛼=𝑥−𝛽𝑦𝛼, что приведёт
к решению вида

𝑢= 𝑡−2𝛼−2𝛽−1𝑉 (𝜉, 𝜁), 𝜉=𝑥𝑡𝛼, 𝜁 =𝑥−𝛽𝑦𝛼. (14)

Решение вида (14) также является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии (13). Уравнение на функцию 𝑉 (𝜉, 𝜁) (или
двумерная редукция) здесь не приводится ввиду его громоздкости.

3∘. Переходя в уравнении (1) к инвариантным переменным

𝑢= 𝑒−2(𝛼+𝛽)𝑡𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉=𝑥𝑒𝛼𝑡, 𝜂= 𝑦𝑒𝛽𝑡, (15)

где 𝛼 и 𝛽 — произвольные постоянные, получаем другое двумерное уравнение типа Монжа–
Ампера с переменными коэффициентами при младших производных

𝑈𝜉𝜉𝑈𝜂𝜂−𝑈2
𝜉𝜂−𝛼𝜉𝑈𝜉−𝛽𝜂𝑈𝜂+2(𝛼+𝛽)𝑈 =0. (16)

Решение вида (15) является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =𝛼𝑋9+𝛽𝑋10−𝑋3=𝛼𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+𝛽𝑦

𝜕

𝜕𝑦
− 𝜕

𝜕𝑡
+2(𝛼+𝛽)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

Уравнение (16) допускает квадратичные по любой независимой переменной точные ре-
шения вида (10).

4∘. Переходя в уравнении (1) к инвариантным переменным

𝑢=
1

𝑡
𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉=𝑥+𝜆1 ln 𝑡, 𝜂= 𝑦+𝜆2 ln 𝑡, (17)

где 𝜆1 и 𝜆2 — произвольные постоянные, получаем двумерное уравнение типа Монжа–Ампера
с постоянными коэффициентами

𝑈𝜉𝜉𝑈𝜂𝜂−𝑈2
𝜉𝜂−𝜆1𝑈𝜉−𝜆2𝑈𝜂+𝑈 =0. (18)

Решение вида (17) является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =𝜆1𝑋1+𝜆2𝑋2−𝑋11=𝜆1
𝜕

𝜕𝑥
+𝜆2

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

Уравнение (18) допускает точные решения типа бегущей волны, а также квадратичные по
любой независимой переменной решения вида (10). Значениям 𝜆1=𝜆2=0 в (17) соответствует
решение с мультипликативным разделением переменных.
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5∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢=𝑥2𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉= 𝑡+𝛼 ln𝑥, 𝜂= 𝑦+𝛽 ln𝑥, (19)

где 𝛼 и 𝛽 — произвольные постоянные, редуцируется к двумерному уравнению, которое
здесь опускается. Значениям 𝛼= 𝛽=0 в (19) соответствует решение с мультипликативным
разделением переменных.

Решение вида (19) является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =−𝛽𝑋2−𝛼𝑋3+𝑋9=𝑥
𝜕

𝜕𝑥
−𝛽 𝜕

𝜕𝑦
−𝛼 𝜕

𝜕𝑡
+2𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

6∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢= 𝑒−2𝛼𝑥𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉=𝑥+𝛽𝑡, 𝜂= 𝑦𝑒𝛼𝑥 (20)

редуцируется к двумерному уравнению типа Монжа–Ампера, которое здесь опускается.
Решение вида (20) является решением, инвариантным относительно однопараметрической

группы преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =𝛽𝑋1−𝑋3−𝛼𝛽𝑋10+𝑋9=𝛽
𝜕

𝜕𝑥
−𝛼𝛽𝑦 𝜕

𝜕𝑦
− 𝜕

𝜕𝑡
−2𝛼𝛽𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

7∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢= 𝑒(𝛼−2𝛽)𝑥𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉= 𝑡𝑒𝛼𝑥, 𝜂= 𝑦𝑒𝛽𝑥 (21)

сводится к двумерному уравнению, которое здесь опускается.
Решение вида (21) является инвариантным относительно однопараметрической группы

преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =𝑋1−𝛽𝑋10−𝛼𝑋11=
𝜕

𝜕𝑥
−𝛽𝑦 𝜕

𝜕𝑦
−𝛼𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+(𝛼−2𝛽)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

Замечание 4. Более сложные двумерные симметрийные редукции уравнения (1) можно
получить, применив к решениям (8), (11), (14), (15), (17), (19)–(21) формулу размножения
решений (7).

3. ОДНОМЕРНЫЕ СИММЕТРИЙНЫЕ РЕДУКЦИИ И ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ

Регулярная процедура построения одномерных редукций уравнений с частными произ-
водными описана в [17, гл. 5]. В данной работе мы ограничимся характерными примерами
построения одномерных редукций и инвариантных точных решений путём использования
симметрий параболического уравнения Монжа–Ампера (1).

1∘. Простейшим инвариантным решением уравнения (1), допускающим преобразование
масштабирования, является решение в виде произведения соответствующих степеней неза-
висимых переменных

𝑢=
𝑥2𝑦2

12𝑡
. (22)

Ниже рассмотрено несколько инвариантных решений, которые обобщают решение (22)
и могут быть получены с помощью простых методов, описанных в статье [20].
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Решение (22) является частным случаем более широкого семейства инвариантных реше-
ний вида

𝑢=
𝑥2

𝑡
𝑓(𝑧), 𝑧= 𝑦+𝛽 ln 𝑡, (23)

где 𝛽 — произвольная постоянная, а функция 𝑓 = 𝑓(𝑧) описывается нелинейным ОДУ

2𝑓𝑓 ′′𝑧𝑧−4(𝑓 ′𝑧)
2=−𝑓+𝛽𝑓 ′𝑧.

Решение (22) является частным случаем и другого, более широкого семейства инвари-
антных решений вида

𝑢=
𝑥2

𝑡
𝑔(𝜉), 𝜉= 𝑦+𝜆 ln𝑥, (24)

где 𝜆 — произвольная постоянная, а функция 𝑔= 𝑔(𝑧) удовлетворяет ОДУ

𝜆𝑔′𝜉𝑔
′′
𝜉𝜉−2𝑔𝑔′′𝜉𝜉+4(𝑔′𝜉)

2= 𝑔.

Решение (22) также является частным случаем другого, более широкого семейства ин-
вариантных решений вида

𝑢=𝑥2𝑦2𝜙(𝜂), 𝜂= 𝑡+𝛾 ln 𝑦, (25)

где 𝛾 — произвольная постоянная, а функция 𝜙=𝜙(𝜂) удовлетворяет ОДУ

2𝛾2𝜙𝜙′′
𝜂𝜂−4𝛾2(𝜙′

𝜂)
2−10𝛾𝜙𝜙′

𝜂−12𝜙2=𝜙′
𝜂.

В решениях (23)–(25) пространственные переменные 𝑥 и 𝑦 можно поменять местами или
воспользоваться формулой (7).

Применив формулу (7) при 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑑1 = 1, 𝑏1 =−1, 𝑎3 = 𝑏3 = 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐3 = 𝑑2 = 0 к
решению (22), получим решение более сложного вида

𝑢=
(𝑥2−𝑦2)2

48𝑡
. (26)

Уравнение (1) не изменится, если сделать преобразование 𝑢̄=−𝑢, 𝑥̄= 𝑖𝑥, где 𝑖2=−1 (это
эквивалентно выбору комплексного параметра 𝑎1 = 𝑖 в формуле (7)). Сделав аналогичное
преобразование в (26), приходим к простому решению с осевой симметрией

𝑢=−(𝑥2+𝑦2)2

48𝑡
.

2∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢=𝑥2−2𝛽𝑡−2𝛼−1𝑉 (𝜁), 𝜁 =𝑥𝛽𝑡𝛼𝑦 (27)

редуцируется к нелинейному ОДУ второго порядка[︀
𝛽(𝛽+1)𝜁𝑉 ′

𝜁 −2(𝛽−1)(2𝛽−1)𝑉
]︀
𝑉 ′′
𝜁𝜁+(𝛽−2)2(𝑉 ′

𝜁 )
2+𝛼𝜁𝑉 ′

𝜁 −(2𝛼+1)𝑉 =0.

Решение вида (27) является инвариантным решением относительно двухпараметрической
группы преобразований, задаваемой операторами симметрии

𝑌1=𝛼𝑋9−𝛽𝑋11=𝛼𝑥
𝜕

𝜕𝑥
−𝛽𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+(2𝛼+𝛽)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑌2=𝛼𝑋10−𝑋11=𝛼𝑦

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+(2𝛼+1)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.
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3∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢= 𝑒−2𝛼𝑡𝑥2−2𝛽𝑉 (𝜁), 𝜁 = 𝑒𝛼𝑡𝑥𝛽𝑦 (28)

редуцируется к ОДУ второго порядка[︀
𝛽(𝛽+1)𝜁𝑉 ′

𝜁 −2(𝛽−1)(2𝛽−1)𝑉
]︀
𝑉 ′′
𝜁𝜁+(𝛽−2)2(𝑉 ′

𝜁 )
2+𝛼𝜁𝑉 ′

𝜁 −2𝛼𝑉 =0.

Решение вида (28) инвариантно относительно двухпараметрической группы преобразований,
задаваемой операторами симметрии

𝑌1=−𝑋3+𝛼𝑋10=𝛼𝑦
𝜕

𝜕𝑦
− 𝜕

𝜕𝑡
+2𝛼𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑌2=𝑋9−𝛽𝑋10=𝑥

𝜕

𝜕𝑥
−𝛽𝑦 𝜕

𝜕𝑦
−2(𝛽−1)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

4∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢= 𝑡−2𝛼−1𝑒−2𝛽𝑥𝑉 (𝜁), 𝜁 = 𝑡𝛼𝑒𝛽𝑥𝑦 (29)

сводится к ОДУ второго порядка

𝛽2(𝜁𝑉 ′
𝜁 −4𝑉 )𝑉 ′′

𝜁𝜁+𝛽
2(𝑉 ′

𝜁 )
2+𝛼𝜁𝑉 ′

𝜁 −(2𝛼+1)𝑉 =0.

Решение вида (29) является инвариантным относительно двухпараметрической группы пре-
образований, задаваемой операторами симметрии

𝑌1=𝑋1−𝛽𝑋10=
𝜕

𝜕𝑥
−𝛽𝑦 𝜕

𝜕𝑦
−2𝛽𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑌2=𝛼𝑋10−𝑋11=𝛼𝑦

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+(2𝛼+1)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

5∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢= 𝑒−2𝛼𝑡−2𝛽𝑥𝑉 (𝜁), 𝜁 = 𝑒𝛼𝑡+𝛽𝑥𝑦 (30)

редуцируется к ОДУ второго порядка

𝛽2(𝜁𝑉 ′
𝜁 −4𝑉 )𝑉 ′′

𝜁𝜁+𝛽
2(𝑉 ′

𝜁 )
2+𝛼𝜁𝑉 ′

𝜁 −2𝛼𝑉 =0.

Решение вида (30) является инвариантным относительно двухпараметрической группы пре-
образований, задаваемой операторами симметрии

𝑌1=𝑋1−𝛽𝑋10=
𝜕

𝜕𝑥
−𝛽𝑦 𝜕

𝜕𝑦
−2𝛽𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑌2=𝑋3−𝛼𝑋10=

𝜕

𝜕𝑡
−𝛼𝑦 𝜕

𝜕𝑦
−2𝛼𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

Замечание 5. Более сложные одномерные симметрийные редукции уравнения (1) можно
получить, применив к решениям (24), (25), (27)–(30) формулу размножения решений (7).

4. РЕДУКЦИИ С ОБОБЩЁННЫМ РАЗДЕЛЕНИЕМ ПЕРЕМЕННЫХ,
ПРИВОДЯЩИЕ К НЕОДНОРОДНЫМ УРАВНЕНИЯМ МОНЖА–АМПЕРА

1∘. Уравнение (1) имеет решения с аддитивным разделением переменных вида

𝑢=−𝐴𝑡+𝑤(𝑥, 𝑦), (31)

где 𝐴 — произвольная постоянная, а функция 𝑤 описывается неоднородным уравнением
Монжа–Ампера с постоянной правой частью

𝑤𝑥𝑥𝑤𝑦𝑦−𝑤2
𝑥𝑦 =−𝐴. (32)
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2∘. Нетрудно проверить, что уравнение (1) допускает точное решение с аддитивным
разделением переменных вида (31), которое выражается в элементарных функциях

𝑢=𝐶1𝑥
2+𝐶2𝑥𝑦+𝐶3𝑦

2+𝐶4𝑥+𝐶5𝑦+(4𝐶1𝐶3−𝐶2
2 )𝑡+𝐶6,

где 𝐶𝑖 (𝑖=1, 6) — произвольные постоянные.
3∘. Используя результаты [10], можно получить, например, следующие точные решения

вида (31) уравнения (1):

𝑢=−𝐴𝑡±
√
𝐴

𝐶2
𝑥(𝐶1𝑥+𝐶2𝑦)+𝜙(𝐶1𝑥+𝐶2𝑦)+𝐶3𝑥+𝐶4𝑦+𝐶5,

𝑢=−𝐴𝑡+ 1

𝑥+𝐶1

(︂
𝐶2𝑦

2+𝐶3𝑦+
𝐶2
3

4𝐶2

)︂
− 𝐴

12𝐶2
(𝑥3+3𝐶1𝑥

2)+𝐶4𝑦+𝐶5𝑥+𝐶6,

𝑢=−𝐴𝑡± 2
√
𝐴

3𝐶1𝐶2
(𝐶1𝑥−𝐶2

2𝑦
2+𝐶3)

3/2+𝐶4𝑥+𝐶5𝑦+𝐶6,

где 𝐶𝑖 (𝑖=1, 6) — произвольные постоянные, 𝜙=𝜙(𝑧) — произвольная функция.
Замечание 6. При 𝐴> 0 общее решение неоднородного уравнения Монжа–Ампера (32)

можно представить в параметрическом виде [10].
4∘. Уравнение (1) допускает более сложные, чем (31), решения с обобщённым разделением

переменных вида
𝑢=−(𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐)𝑡+𝑤(𝑥, 𝑦),

где 𝑎, 𝑏, 𝑐 — произвольные постоянные, а функция 𝑤 описывается неоднородным уравнением
Монжа–Ампера с переменной правой частью

𝑤𝑥𝑥𝑤𝑦𝑦−𝑤2
𝑥𝑦 =−𝑎𝑥−𝑏𝑦−𝑐. (33)

При 𝑏= 𝑐=0 уравнение (33) имеет, например, следующие точные решения с обобщённым
разделением переменных:

𝑤=± 2

3𝑎
𝑦(𝑎𝑥)3/2+𝐶1𝑦+𝜙(𝑥), 𝑤=𝐶1𝑦

2+𝐶2𝑥𝑦+𝐶3𝑦−
𝑎

12𝐶1
𝑥3+

𝐶2
2

4𝐶1
𝑥2+𝐶4𝑥+𝐶5,

𝑤=𝐶1
𝑦2

𝑥
+𝐶2𝑦−

𝑎

24𝐶1
𝑥4+𝐶3𝑥+𝐶4,

где 𝜙(𝑥) — произвольная функция, 𝐶𝑖 (𝑖=1, 5) — произвольные постоянные.

5. РЕДУКЦИИ С ОБОБЩЁННЫМ РАЗДЕЛЕНИЕМ ПЕРЕМЕННЫХ,
ПРИВОДЯЩИЕ К ЛИНЕЙНОМУ УРАВНЕНИЮ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

1∘. Уравнение (1) допускает решения с обобщённым разделением переменных вида

𝑢=
1

2
𝑎𝑥2+𝑏𝑥𝑦+

1

2
𝑐𝑦2+𝑑𝑦+(𝑎𝑐−𝑏2)𝑡+𝑈(𝑥, 𝑡), (34)

где 𝑐, 𝑏, 𝑐, 𝑑 — произвольные постоянные, функция 𝑈 = 𝑈(𝑥, 𝑡) описывается линейным
уравнением теплопроводности

𝑈𝑡= 𝑐𝑈𝑥𝑥. (35)
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2∘. Приведём несколько простых решений уравнения (35), которые содержат экспонен-
циальные и тригонометрические функции:

𝑈 =𝐶1 exp{𝑐𝜇2𝑡±𝜇𝑥}+𝐶2, 𝑈 =𝐶1 exp{−𝑐𝜇2𝑡} cos(𝜇𝑥)+𝐶2,

𝑈 =𝐶1 exp{−𝑐𝜇2𝑡} sin(𝜇𝑥)+𝐶2, 𝑈 =𝐶1 exp{−𝜇𝑥} cos(𝜇𝑥−2𝑐𝜇2𝑡)+𝐶2,

𝑈 =𝐶1 exp{−𝜇𝑥} sin(𝜇𝑥−2𝑐𝜇2𝑡)+𝐶2,

где 𝐶1, 𝐶2, 𝜇 — произвольные постоянные.
3∘. Решение (34) является частным случаем решения с обобщённым разделением пере-

менных, квадратичного относительно пространственной переменной 𝑦, вида

𝑢= 𝑦2𝑓(𝑥, 𝑡)+𝑦𝑔(𝑥, 𝑡)+ℎ(𝑥, 𝑡),

где функции 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑔= 𝑔(𝑥, 𝑡), ℎ= ℎ(𝑥, 𝑡) описываются системой уравнений в частных
производных с двумя независимыми переменными:

𝑓𝑡=2𝑓𝑓𝑥𝑥−4𝑓2𝑥 , 𝑔𝑡=2𝑓𝑔𝑥𝑥−4𝑓𝑥𝑔𝑥, ℎ𝑡=2𝑓ℎ𝑥𝑥−𝑔2𝑥. (36)

Здесь первое уравнение для 𝑓 нелинейно и не зависит от других уравнений, а два последних
уравнения линейны относительно искомых функций 𝑔 и ℎ и имеют очевидное решение 𝑔=𝐶1,
ℎ=𝐶2, где 𝐶1 и 𝐶2 — произвольные постоянные.

6. РЕДУКЦИИ И ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ
В ПОЛЯРНЫХ И ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ

1∘. В полярных координатах 𝑟, 𝜙, где 𝑥=𝑟 cos𝜙, 𝑦=𝑟 sin𝜙, исходное уравнение принимает
вид

𝑢𝑡= 𝑟−2𝑢𝑟𝑟(𝑢𝜙𝜙+𝑟𝑢𝑟)− [(𝑟−1𝑢𝜙)𝑟]
2, (37)

который будет использован далее для построения точных решений рассматриваемого урав-
нения.

2∘. В эллиптических координатах 𝑟, 𝜙, где 𝑥=𝑎𝑟 cos𝜙, 𝑦=𝑏𝑟 sin𝜙 (𝑎 и 𝑏 — положительные
константы), уравнение (1) записывается как

𝑢𝑡=(𝑎𝑏)−2
{︀
𝑟−2𝑢𝑟𝑟(𝑢𝜙𝜙+𝑟𝑢𝑟)− [(𝑟−1𝑢𝜙)𝑟]

2
}︀
.

С помощью элементарной замены 𝑡=(𝑎𝑏)2𝜏 оно сводится к уравнению (37).
3∘. Уравнение (37) допускает не зависящие от угловой переменной радиально-симметрич-

ные решения, которые описываются двумерным уравнением

𝑢𝑡= 𝑟−1𝑢𝑟𝑢𝑟𝑟. (38)

4∘. Уравнение (38) имеет точное решение с аддитивным разделением переменных

𝑢=
1

2
𝐶1𝐶

2
2 𝑡+𝐶2

ˆ √︀
𝐶1𝑟2+𝐶3 𝑑𝑟+𝐶4,

где 𝐶𝑖 (𝑖=1, 4) — произвольные постоянные (при различных знаках константы 𝐶1 интеграл
в правой части выражается через разные элементарные функции).

5∘. Уравнение (38) допускает автомодельное решение

𝑢= 𝑡−4𝛽−1𝐹 (𝑧), 𝑧= 𝑟𝑡𝛽,
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где 𝛽 — произвольная постоянная, а функция 𝐹 =𝐹 (𝑧) описывается ОДУ

−(4𝛽+1)𝐹 +𝛽𝑧𝐹 ′
𝑧 = 𝑧−1𝐹 ′

𝑧𝐹
′′
𝑧𝑧. (39)

Общим решением уравнения (39) при 𝛽=−1/4 является многочлен

𝐹 =− 1

48
𝑧4+𝐶1𝑧+𝐶2,

где 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные.
6∘. Уравнение (37) имеет также точные решения с разделением переменных вида

𝑢= 𝑟4𝑣(𝜙, 𝑡),

где функция 𝑣= 𝑣(𝜙, 𝑡) описывается двумерным уравнением

𝑣𝑡=12𝑣(𝑣𝜙𝜙+4𝑣)−9𝑣2𝜙. (40)

7∘. Так как уравнение (40) не зависит явно от независимых переменных, то оно имеет
решение типа бегущей волны

𝑣= 𝑣(𝑍), 𝑍 =𝜙−𝜆𝑡,

где 𝜆 — произвольная постоянная, функция 𝑣= 𝑣(𝑍) описывается автономным ОДУ

12𝑣(𝑣′′𝑍𝑍+4𝑣)−9(𝑣′𝑍)
2+𝜆𝑣′𝑍 =0.

8∘. Уравнение (40) допускает также решение с простым разделением переменных вида

𝑣=(𝑡+𝐶)−1𝑉 (𝜙),

где 𝐶 — произвольная постоянная, а функция 𝑉 =𝑉 (𝜙) описывается автономным ОДУ

12𝑉 (𝑉 ′′
𝜙𝜙+4𝑉 )−9(𝑉 ′

𝜙)
2+𝑉 =0.

9∘. Уравнение (37), записанное в полярных координатах 𝑟 и 𝜙, допускает точные решения
с неполным разделением переменных вида

𝑢=
1

𝑡+𝐶
𝑊 (𝑟, 𝜙),

где функция 𝑊 описывается двумерным уравнением

𝑟−2𝑊𝑟𝑟(𝑊𝜙𝜙+𝑟𝑊𝑟)− [(𝑟−1𝑊𝜙)𝑟]
2+𝑊 =0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследовано нелинейное уравнение в частных производных с тремя независимыми пе-
ременными вида 𝑢𝑡=𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦, которое описывает локальные нестационарные движения
плазмы в электронной магнитной гидродинамике. Рассмотрены инвариантные многопарамет-
рические преобразования, сохраняющие вид этого уравнения. Описаны двумерные и одно-
мерные редукции, приводящие его к более простым уравнениям с частными производными с
двумя независимыми переменными (в том числе к стационарным уравнениям типа Монжа–
Ампера и линейным или нелинейным нестационарным уравнениям теплопроводности) или
обыкновенным дифференциальным уравнениям. Получен ряд решений с обобщённым раз-
делением переменных, которые выражаются в элементарных функциях, а также некоторые
другие точные решения.
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GROUP ANALYSES, REDUCTIONS AND EXACT SOLUTIONS OF MONGE–AMPÈRE
EQUATION OF MAGNETIC HYDRODYNAMICS

A. V. Aksenov1, A. D. Polyanin2

1Lomonosov Moscow State University, Russia
2Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

e-mail: 1aksenov@mech.math.msu.su, 2polyanin@ipmnet.ru

We study the Monge–Ampère equation with three independent variables which occurs in electron
magnetohydrodynamics. A group analysis of this strongly nonlinear partial derivative equation is
carried out. An eleven-parameter transformation preserving the form of the equation is found. A
formula is obtained that makes it possible to construct multiparametric families of solutions based on
simpler solutions. Two-dimensional reductions leading to simpler partial differential equations with
two independent variables. One-dimensional reductions are described, which make it possible to obtain
self-similar and other invariant solutions that satisfy ordinary differential equations. Exact solutions
with additive, multiplicative and generalized separation of variables are constructed, many of which
admit representation in elementary functions. The obtained results and exact solutions can be used
to evaluate the accuracy and analyze the adequacy of numerical methods for solving initial boundary
value problems described by strongly nonlinear partial differential equations.
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