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ВВЕДЕНИЕ

На заданном полном вероятностном пространстве (Ω,ℱ , 𝑃 ) рассмотрим многомерное сто-
хастическое дифференциальное уравнение

𝑑𝑋𝑡= 𝑏(𝑋𝑡)𝑑𝑡+ℎ(𝑋𝑡)𝑑𝑊𝑡+𝜎(𝑋𝑡)𝑑𝐵
𝐻
𝑡 , 𝑡∈ [0, 1], (1)

где 𝑏 : R𝑛 →R𝑛, ℎ : R𝑛 →R𝑛×𝑛, 𝜎 : R𝑛 →R𝑛×𝑛 — детерминированные функции; 𝑊𝑡 и 𝐵𝐻
𝑡 —

независимые 𝑛-мерные стандартное броуновское движение и дробное броуновское движение
с показателем Херста 𝐻 ∈ (1/4, 1).

Так как траектории процессов 𝑊𝑡, 𝐵𝐻
𝑡 с вероятностью, равной единице, нигде не диффе-

ренцируемы, то для придания смысла уравнению (1) необходимо перейти к соответствующему
интегральному уравнению

𝑋𝑡=𝑋0+

𝑡ˆ

0

𝑏(𝑋𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑋𝑠) 𝑑𝑊𝑠+

𝑡ˆ

0

𝜎(𝑋𝑠) 𝑑𝐵
𝐻
𝑠 ,

где третье слагаемое в правой части — интеграл Ито, а четвёртое — некоторый потраек-
торный интеграл, при этом соответствующее уравнение (1) называют стохастическим диф-
ференциальным уравнением смешанного типа. Если интеграл Ито понимается в смысле
Стратоновича, то соответствующее стохастическое дифференциальное уравнение называют
уравнением Стратоновича.

Отметим, что стохастические дифференциальные уравнения смешанного типа, управля-
емые одновременно стандартными и дробными броуновскими движениями, вызывают повы-
шенный интерес, поскольку охватывают как стохастические дифференциальные уравнения
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Ито, так и классы стохастических уравнений, подверженных воздействию фрактальных
шумов. Тем самым уравнение (1) представляет гибкий инструмент для моделирования фи-
зических и химических явлений, финансово-экономических процессов [1, 2].

К настоящему времени построена достаточно обширная теория стохастических диффе-
ренциальных уравнений смешанного типа, управляемых персистентными дробными бро-
уновскими движениями, т.е. имеющими показатели Херста бо́льшие 1/2 [3–10]. Для таких
уравнений интеграл по 𝐵𝐻

𝑡 понимается как потраекторный интеграл Римана–Стилтьеса.
Если уравнение (1) управляется антиперсистентными дробными броуновскими движени-

ями, что соответствует случаю 𝐻 < 1/2, то отсутствие достаточной гладкости не позволяет
использовать теорию, основанную на потраекторных интегралах Римана–Стилтьеса. Однако
такие уравнения могут исследоваться в контексте теории грубых траекторий, разработанной
авторами [11–13] и др.

Оригинальная теория грубых траекторий, разработанная Т. Лайонсом [11], основана
на теории аппроксимаций (аналог теоремы Вонга–Закаи) и позволяет рассматривать лишь
уравнения (1) типа Стратоновича. Стоит отметить, что исследование стохастических диф-
ференциальных уравнений смешанного типа с показателями Херста бо́льшими 1/3 стало
возможным благодаря тому, что М. Губинелли предложил альтернативный аналог теории
грубых траекторий [12] на основе введённой им производной Губинелли, который позво-
лил исследовать негеометрические грубые траектории и стохастические дифференциальные
уравнения, отличные от уравнений Стратоновича. С использованием методов теории грубых
траекторий М. Губинелли была построена общая теория стохастических дифференциальных
уравнений смешанного типа, управляемых дробными броуновскими движениями с показа-
телем Херста 𝐻 > 1/3 [14, 15].

Несмотря на то, что связь между стохастическими дифференциальными уравнениями
Ито и Стратоновича хорошо известна в случае когда 𝐻 > 1/3 (см., например, [13, с. 59]),
установление аналогичной связи при 𝐻>1/4 значительно усложняется из-за необходимости
перестраивать все компоненты грубой траектории, соответствующей уравнению Стратоно-
вича.

До настоящего времени исследования уравнений (1) смешанного типа с показателями
Херста меньшими 1/3 не обнаружены в литературе, хотя аналогичные уравнения Страто-
новича с показателями Херста 𝐻>1/4 исследовались в статье [16] на основе теории грубых
траекторий Т. Лайонса [11]. Кроме того, известны недавние работы [17–19], в которых иссле-
довались одномерные уравнения (1), управляемые одномерными геометрическими грубыми
траекториями с произвольным положительным показателем Гёльдера.

Также стоит отметить, что понятия решения уравнения (1), вообще говоря, различаются
в зависимости от того применяется теория Лайонса или теория Губинелли, что связано с
различиями в определении потраекторных интегралов и функциональных пространств для
решений.

Настоящая статья посвящена исследованию проблемы существования и единственности
сильного решения задачи Коши уравнения (1) смешанного типа, управляемого дробными
броуновскими движениями с показателями Херста 𝐻 > 1/4. Данная задача решается в два
этапа. На первом этапе мы доказываем, что решение уравнения (1) Стратоновича с до-
статочно гладкими коэффициентами является сильным, при этом решение понимается в
смысле Губинелли. Существование и единственность сильного решения в смысле Лайонса
уравнения Стратоновича немедленно вытекает из теоремы Лайонса (предложение 2). Основ-
ная сложность состоит в доказательстве того, что построенное решение является элементом
пространства слабо управляемых грубых траекторий 𝒟𝛼

B, определённого в п. 1, и в после-
дующем предельном переходе под знаком потраекторного интеграла Губинелли, из чего,
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в свою очередь, следует, что найденное решение является решением в смысле Губинелли.
Для доказательства данного факта используется метод из [13, гл. 7], а также оценки слабо
управляемых грубых траекторий, полученных в [20, гл. 3, 4].

Казалось бы, более естественный и простой способ заключается в использовании резуль-
татов работы [20, гл. 5], в которой доказывается существование и единственность решений
в смысле Губинелли уравнения (1) Стратоновича. Однако методы работы [20] не позволяют
доказать, что построенное решение является неупреждающим функционалом от процессов
𝑊𝑡, 𝐵𝐻

𝑡 , и, следовательно, такое решение может не являться сильным.
Второй этап заключается в перестроении грубой траектории, соответствующей уравнению

(1) Стратоновича, таким образом, чтобы полученная грубая траектория соответствовала
уравнению смешанного типа и при этом решение в смысле Губинелли уравнения смешанного
типа являлось решением в смысле Губинелли соответствующего уравнения Стратоновича.
Отметим, что полученная грубая траектория не является геометрической в случае когда
функция ℎ отлична от нуля, а следовательно, к таким грубым траекториям неприменимы
методы работ [11, 13, 20], что определяет новизну основного результата настоящей статьи,
сформулированного в теореме 1.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ ГРУБЫХ ТРАЕКТОРИЙ

Пусть 𝑑=1+2𝑛, 𝑛∈N. Определим 𝑑-мерный случайный процесс 𝐵𝑡=(𝑡,𝑊𝑡, 𝐵
𝐻
𝑡 ), обозначив

через 𝐻𝑖 показатели Херста его компонент 𝐵
(𝑖)
𝑡 , т.е. 𝐻1=1, 𝐻2= . . .=𝐻𝑛+1=1/2, 𝐻𝑛+2= . . .

. . .=𝐻𝑑=𝐻.
Полагая 𝑓 =col(𝑏, ℎ, 𝜎), рассмотрим уравнение

𝑑𝑋𝑡= 𝑓(𝑋𝑡)𝑑𝐵𝑡, 𝑡∈ [0, 1]. (2)

Далее будем придерживаться обозначений, введённых в [16].

1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГРУБЫХ ТРАЕКТОРИЙ

Зафиксируем произвольные 𝑇 > 0 и 𝛼 ∈ (0, 1]. Через 𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ) и 𝐶𝛼
2 ([0, 𝑇 ], 𝑉 ), где

𝑉 — конечномерное евклидово пространство, обозначим соответственно множества функций
𝑓 : [0, 𝑇 ]→𝑉 , 𝑔 : [0, 𝑇 ]2→𝑉 таких, что гёльдеровские полунормы

‖𝑓‖𝛼 := sup
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ], 𝑠 ̸=𝑡

|𝑓𝑡−𝑓𝑠|
|𝑡−𝑠|𝛼

, ‖𝑔‖𝛼,2 := sup
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ], 𝑠 ̸=𝑡

|𝑔𝑠,𝑡|
|𝑡−𝑠|𝛼

конечны. Далее для функции двух переменных 𝑔𝑠,𝑡 будем писать ‖𝑔‖𝛼 вместо ‖𝑔‖𝛼,2. Для
функции одной переменной 𝑓𝑡 через 𝑓𝑠,𝑡 будем обозначать приращение 𝑓𝑡−𝑓𝑠.

Через 𝐶𝑘
𝑏 (𝑉,𝑊 ), где 𝑉 , 𝑊 — конечномерные евклидовы пространства, обозначим мно-

жество функций ℎ : 𝑉 →𝑊 таких, что норма

‖ℎ‖𝐶𝑘
𝑏
:=

𝑘∑︁
𝑖=0

‖𝐷𝑖ℎ‖∞

конечна, ‖𝐷𝑖ℎ‖∞=sup𝑋∈𝑉 |𝐷𝑖ℎ(𝑋)|.
Положим 𝑛= [1/𝛼]. Обозначим через C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ) множество 𝛼-непрерывных по Гёль-

деру грубых траекторий, т.е. множество элементов X = (1,X1, . . . ,X𝑛) таких, что X𝑖 ∈
∈ 𝐶𝑖𝛼

2 ([0, 𝑇 ], 𝑉 ⊗𝑖) для любого 𝑖 = 1, 𝑛 и для любых 𝑠, 𝑢, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] выполняется следующее
тождество Чена:

X𝑠,𝑡=X𝑠,𝑢⊞X𝑢,𝑡,
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где

(X𝑠,𝑢⊞X𝑢,𝑡)
𝑖=

𝑖∑︁
𝑗=0

X𝑗
𝑠,𝑢⊗X𝑖−𝑗

𝑢,𝑡 .

Здесь ⊞ задаёт умножение на тензорной алгебре 𝑇 (𝑛)(𝑉 ) =
⨁︀𝑛

𝑖=0 𝑉
⊗𝑖, где 𝑉 ⊗0 =R. Таким

образом, элемент X : [0, 𝑇 ]2 → 𝑇 (𝑛)(𝑉 ) однозначно определяется значениями X0,𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
так как X𝑠,𝑡=(X0,𝑠)

−1⊞X0,𝑡. Далее будем писать X𝑡 вместо X0,𝑡.
Грубая траектория X=(1,X1, . . . ,X𝑛) называется геометрической, если

Sym(X𝑖
𝑠,𝑡)=

1

𝑖!
(X1

𝑠,𝑡)
⊗𝑖, 𝑖=1, 𝑛.

Множество геометрических грубых траекторий будем обозначать через C 𝛼
𝑔 ([0, 𝑇 ], 𝑉 ).

Будем говорить, что элемент X ∈ C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ) является грубой траекторией над 𝑋 ∈
∈𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ), если X1

0,𝑡=𝑋𝑡 для любых 𝑡∈ [0, 𝑇 ].
Если отображение 𝑋𝑡 липшицево, то можно определить каноническую геометрическую

грубую тракеторию X=(1,X1,X2, . . . ,X𝑛) над 𝑋 следующим образом:

X𝑖
𝑠,𝑡=

ˆ

𝑠<𝑡1<...<𝑡𝑖<𝑡

𝑑𝑋𝑡1 ⊗ . . .⊗𝑑𝑋𝑡𝑖 , 0⩽ 𝑠⩽ 𝑡⩽ 1,

где интегралы в правой части понимаются как интегралы Римана–Стилтьеса. В дальнейшем
для липшицевых отображений 𝑋𝑡 будем рассматривать только канонические геометрические
грубые траектории.

Пусть 𝑝=1/𝛼. Обозначим через Ω∞
𝑝 (R𝑑) множество грубых траекторий X∈C 𝛼([0, 1],R𝑑),

таких что X1
0,𝑡 — липшицево отображение, с метрикой

𝑑𝑝(X,Y)= sup
1⩽𝑘⩽[𝑝]

(︂
sup
𝐷

∑︁
𝑙

|X𝑘
𝑡𝑙−1,𝑡𝑙

−Y𝑘
𝑡𝑙−1,𝑡𝑙

|𝑝/𝑘
)︂𝑘/𝑝

+ sup
𝑡∈[0,1]

|X1
0,𝑡−Y1

0,𝑡|,

где супремум берётся по всем конечным разбиениям 𝐷 точками 𝑡𝑙 отрезка [0, 1]. Обозначим
через Ω𝑝(R𝑑) замыкание множества Ω∞

𝑝 (R𝑑) относительно метрики 𝑑𝑝.

1.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СЛАБО УПРАВЛЯЕМЫХ ГРУБЫХ ТРАЕКТОРИЙ

Пусть 𝑋 ∈𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ), а X= (1,X1, . . . ,X𝑛) — грубая траектория над 𝑋. Пусть 𝑊 —
конечномерное евклидово пространство. Будем говорить, что функция 𝑌𝑡∈𝐶𝛼([0, 𝑇 ],𝑊 ) слабо
управляется грубой траекторией X∈C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ), если существуют функции 𝑌 (1) : [0, 𝑇 ]→
→ℒ(𝑉,𝑊 ), . . . , 𝑌 (𝑛−1) : [0, 𝑇 ]→ℒ(𝑉 ⊗(𝑛−1),𝑊 ) такие, что

𝑌𝑠,𝑡=𝑌 (1)
𝑠 X1

𝑠,𝑡+ . . .+𝑌
(𝑛−1)
𝑠 X𝑛−1

𝑠,𝑡 +𝑅𝑌,𝑛
𝑠,𝑡 , 𝑌

(1)
𝑠,𝑡 =𝑌 (2)

𝑠 X1
𝑠,𝑡+ . . .+𝑌

(𝑛−1)
𝑠 X𝑛−2

𝑠,𝑡 +𝑅𝑌,𝑛−1
𝑠,𝑡 , . . .

. . . , 𝑌
(𝑛−2)
𝑠,𝑡 =𝑌 (𝑛−1)

𝑠 X1
𝑠,𝑡+𝑅

𝑌,2
𝑠,𝑡 , 𝑌

(𝑛−1)
𝑠,𝑡 =𝑅𝑌,1

𝑠,𝑡 ,

а каждый из остаточных членов 𝑅𝑌,𝑖 имеет конечную гёльдеровскую полунорму ‖𝑅𝑌,𝑖‖𝑖𝛼,
𝑖=1, 𝑛. Функцию 𝑌 (𝑖) будем называть производной Губинелли порядка 𝑖 от 𝑌 .

Определим банахово пространство

𝒟𝛼
X([0, 𝑇 ],𝑊 )=

{︂
(𝑌, 𝑌 (1), . . . , 𝑌 (𝑛−1)) : 𝑌 ∈𝐶𝛼([0, 𝑇 ],𝑊 ),

𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑌,𝑖‖𝑖𝛼<∞
}︂
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с нормой

‖Y‖𝒟𝛼
X
:=

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|𝑌 (𝑖)
0 |+

𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑌,𝑖‖𝑖𝛼,

где Y=(𝑌, 𝑌 (1), . . . , 𝑌 (𝑛−1))∈𝒟𝛼
X([0, 𝑇 ],𝑊 ), 𝑌 (0)

𝑡 =𝑌𝑡.

1.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ПО ГРУБЫМ ТРАЕКТОРИЯМ

Пусть 𝑉 , 𝑊 — некоторые конечномерные евклидовы пространства, X=(1,X1, . . . ,X𝑛)∈
∈C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ), 𝑌 ∈𝐶𝛼([0, 𝑇 ],ℒ(𝑉,𝑊 )), (𝑌, 𝑌 (1), . . . , 𝑌 (𝑛−1))∈𝒟𝛼

X([0, 𝑇 ],ℒ(𝑉,𝑊 )). Возьмём не-
которые 𝑠, 𝑡∈ [0, 𝑇 ], 𝑠< 𝑡, через 𝒫 обозначим произвольное конечное разбиение отрезка [𝑠, 𝑡]
точками.

Потраекторным интегралом
´ 𝑡
𝑠 𝑌𝑟 𝑑X𝑟 будем называть следующий предел интегральных

сумм (если этот предел существует, конечен и не зависит от способа разбиения отрезка [𝑠, 𝑡]
точками):

𝑡ˆ

𝑠

𝑌𝑟 𝑑X𝑟 := lim
|𝒫|→0

∑︁
[𝑢,𝑣]∈𝒫

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑌 (𝑖)
𝑢 X𝑖+1

𝑢,𝑣 .

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Определим кусочно-линейные аппроксимации процесса 𝐵𝑡 соотношением

𝐵𝑚,𝑡=𝐵𝑡𝑚𝑙−1
+(𝑡− 𝑡𝑚𝑙−1)𝐵𝑡𝑚𝑙−1,𝑡

𝑚
𝑙
, 𝑡∈ [𝑡𝑚𝑙−1, 𝑡

𝑚
𝑙 ), 𝑙=1, 2𝑚, 𝑡𝑚𝑙 = 𝑙/2𝑚.

Для каждого 𝑖=1, 2, 3 определим так называемый процесс порядка 𝑖 над 𝐵𝑚,𝑡 следующим
образом:

B𝑖
𝑚;𝑠,𝑡=

ˆ

𝑠<𝑡1<...<𝑡𝑖<𝑡

𝑑𝐵𝑚,𝑡1 ⊗ . . .⊗𝑑𝐵𝑚,𝑡𝑖 , 0⩽ 𝑠⩽ 𝑡⩽ 1,

пусть B𝑚;𝑠,𝑡=(1,B1
𝑚;𝑠,𝑡,B

2
𝑚;𝑠,𝑡,B

3
𝑚;𝑠,𝑡).

Так как существуют постоянные 𝐶 > 0 и 𝜌> 1/4 такие, что для любых 𝑠, 𝑡∈ [0, 1], 𝜏 > 0
выполняются неравенства

E(|𝐵𝑡−𝐵𝑠|2)⩽𝐶|𝑡−𝑠|2𝜌, E((𝐵𝑡−𝐵𝑠)(𝐵𝑡+𝜏 −𝐵𝑠+𝜏 ))⩽𝐶𝜏2𝜌
⃒⃒⃒⃒
𝑡−𝑠
𝜏

⃒⃒⃒⃒2
, |𝑡−𝑠|⩽ 𝜏,

то согласно теореме 2 из [16] для любого 𝑝> 1/𝐻 существует п.н. предел

lim
𝑚→∞

𝑑𝑝(B𝑚,B)= 0

для некоторого процесса B𝑠,𝑡=(1,B1
𝑠,𝑡,B

2
𝑠,𝑡,B

3
𝑠,𝑡) со значениями в 𝑇 (3)(R𝑑) и B1

0,𝑡=𝐵𝑡.
В силу теоремы 2 из [16] процесс B удовлетворяет тождеству Чена

B𝑠,𝑢⊞B𝑢,𝑡=B𝑠,𝑡, 𝑠⩽𝑢⩽ 𝑡.

Возьмём некоторое значение 𝛼∈ (1/4, 𝐻) и зафиксируем его. Так как для любого 𝑝>1/𝐻
сглаженные грубые траектории B𝑚 =(1,B1

𝑚,B
2
𝑚,B

3
𝑚) сходятся п.н. по метрике 𝑝-вариации

к B и B𝑚 ∈C 𝛼
𝑔 ([0, 1],R𝑑) п.н., то B∈C 𝛼

𝑔 ([0, 1],R𝑑) п.н.
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Определим процесс ̃︀B𝑠,𝑡=(1, ̃︀B1
𝑠,𝑡,
̃︀B2
𝑠,𝑡,
̃︀B3
𝑠,𝑡) следующим образом:

̃︀B1
𝑠,𝑡=B1

𝑠,𝑡,
̃︀B2
𝑠,𝑡=B2

𝑠,𝑡+𝐴𝑠,𝑡, ̃︀B3
𝑠,𝑡=B3

𝑠,𝑡+

𝑡ˆ

𝑠

𝐴𝑠,𝑟⊗𝑑𝐵𝑟+

𝑡ˆ

𝑠

𝐵𝑠,𝑟⊗𝑑𝐴𝑟,

где 𝐴𝑡 — диагональная 𝑑×𝑑-матрица с ненулевыми элементами 𝐴
(𝑖,𝑖)
𝑡 =−1/2𝑡, 𝑖=2, 𝑛+1.

Предложение 1. ̃︀B∈C 𝛼([0, 1],R𝑑) п.н.
Доказательство. Достаточно проверить тождество Чена для ̃︀B. Действительно,̃︀B𝑠,𝑢⊞ ̃︀B𝑢,𝑡=(1, ̃︀B1

𝑠,𝑢+
̃︀B1
𝑢,𝑡,
̃︀B2
𝑠,𝑢+

̃︀B2
𝑢,𝑡+

̃︀B1
𝑠,𝑢⊗ ̃︀B1

𝑢,𝑡,
̃︀B3
𝑠,𝑢+

̃︀B3
𝑢,𝑡+

̃︀B1
𝑠,𝑢⊗ ̃︀B2

𝑢,𝑡+
̃︀B2
𝑠,𝑢⊗ ̃︀B1

𝑢,𝑡)=

=

(︂
1,B1

𝑠,𝑡,B
2
𝑠,𝑢+B2

𝑢,𝑡+𝐴𝑠,𝑡+B1
𝑠,𝑢⊗B1

𝑢,𝑡,B
3
𝑠,𝑢+B3

𝑢,𝑡+

𝑢ˆ

𝑠

𝐴𝑠,𝑟⊗𝑑𝐵𝑟+

𝑢ˆ

𝑠

𝐵𝑠,𝑟⊗𝑑𝐴𝑟+

+

𝑡ˆ

𝑢

𝐴𝑢,𝑟⊗𝑑𝐵𝑟+

𝑡ˆ

𝑢

𝐵𝑢,𝑟⊗𝑑𝐴𝑟+B1
𝑠,𝑢⊗B2

𝑢,𝑡+B2
𝑠,𝑢⊗B1

𝑢,𝑡+B1
𝑠,𝑢⊗𝐴𝑢,𝑡+𝐴𝑠,𝑢⊗B1

𝑢,𝑡

)︂
=

=

(︂
1, ̃︀B1

𝑠,𝑡,B
2
𝑠,𝑡+𝐴𝑠,𝑡,B

3
𝑠,𝑡+

𝑡ˆ

𝑠

𝐴𝑠,𝑟⊗𝑑𝐵𝑟+

𝑡ˆ

𝑠

𝐵𝑠,𝑟⊗𝑑𝐴𝑟

)︂
= ̃︀B𝑠,𝑡.

Предложение доказано.
Наряду с уравнением (2) рассмотрим следующие уравнения в грубых траекториях:

𝑑𝑋𝑡= 𝑓(𝑋𝑡)𝑑̃︀B𝑡, 𝑡∈ [0, 1], (3)

𝑑𝑋𝑡= ̃︀𝑓(𝑋𝑡)𝑑B𝑡, 𝑡∈ [0, 1], (4)

где ̃︀𝑓 =col(̃︀𝑏, ℎ, 𝜎), ̃︀𝑏𝑗 = 𝑏𝑗−
1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑘=1

𝜕ℎ𝑗𝑖
𝜕𝑋𝑘

ℎ𝑘𝑖, 𝑗=1, 𝑛.

Определение 1. Решением уравнения (4) будем называть случайный процесс 𝑋𝑡, за-
данный на вероятностном пространстве (Ω,ℱ , 𝑃 ), такой, что п.н. выполняются условия:

1) 𝑋 ∈𝐶𝛼([0, 1],R𝑛);
2) процессы 𝑋𝑡, ̃︀𝑓(𝑋𝑡) слабо управляются грубой траекторией B;
3) для любого 𝑡∈ [0, 1] имеет место равенство

𝑋𝑡=𝑋0+

𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠,

где интеграл в правой части — потраекторный интеграл, при этом 𝑋 ′
𝑡=
̃︀𝑓(𝑋𝑡), 𝑋 ′′

𝑡 =( ̃︀𝑓(𝑋𝑡))
′=

=𝐷 ̃︀𝑓(𝑋𝑡)𝑋
′
𝑡, ( ̃︀𝑓(𝑋𝑡))

′′ =𝐷 ̃︀𝑓(𝑋𝑡)𝑋
′′
𝑡 +𝐷

2 ̃︀𝑓(𝑋𝑡)(𝑋
′
𝑡)
⊗2. Пусть 𝜉 : Ω→R𝑛 — ℱ0-измеримая слу-

чайная величина. Решение 𝑋𝑡 уравнения (4) с начальным условием 𝑋0 = 𝜉 называется
единственным, если для любого решения 𝑌𝑡 уравнения (4) с начальным условием 𝑌0 = 𝜉
выполняется равенство 𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑌𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1]) = 1. Решение 𝑋𝑡 уравнения (4) с начальным
условием 𝑋0= 𝜉 будем называть сильным, если процесс 𝑋𝑡 согласован с потоком 𝜎-алгебр,
порождённым случайной величиной 𝜉 и процессом 𝐵𝑡.

Определение 2. Сильным решением уравнения (1) будем называть случайный процесс
𝑋𝑡, заданный на вероятностном пространстве (Ω,ℱ , 𝑃 ) и согласованный с потоком 𝜎-алгебр,
порождённым начальным условием 𝑋0 и процессом 𝐵𝑡, такой, что п.н. выполняются условия:

1) 𝑋 ∈𝐶𝛼([0, 1],R𝑛);
2) процессы 𝑋𝑡, 𝑓(𝑋𝑡) слабо управляются грубой траекторией ̃︀B;
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3) для любого 𝑡∈ [0, 1] имеет место равенство

𝑋𝑡=𝑋0+

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑̃︀B𝑠.

Справедливы следующие утверждения.
Предложение 2 [11, с. 298]. Пусть 𝑝⩾ 1; 𝑓 : R×R𝑛→ℒ(R𝑑,R𝑛) — функция, имеющая

непрерывные и ограниченные частные производные любого порядка 𝑘, 𝑘= 0, [𝑝]+1; 𝑥 ∈R𝑛.
Обозначим через 𝐹 : Ω∞

𝑝 (R𝑑)→Ω∞
𝑝 (R𝑛) отображение Ито, действующее по правилу: 𝐹 (X)=

=Y, где Y — грубая траектория над единственным решением 𝑌𝑡 дифференциального урав-
нения 𝑑𝑌𝑡 = 𝑓(𝑡, 𝑌𝑡)𝑑𝑋𝑡, 𝑡∈ [0, 1], управляемого липшицевым отображением X1

0,𝑡 =𝑋𝑡, с на-
чальным условием 𝑌0 = 𝑥. Тогда отображение 𝐹 является непрерывным и существует
единственное продолжение 𝐹 отображения 𝐹 на (Ω𝑝(R𝑑), 𝑑𝑝), которое также является
непрерывным.

Предложение 3. Пусть ̃︀𝑓 ∈𝐶4
𝑏 (R𝑛,R𝑛×𝑑). Тогда для любого 𝑥0 ∈R𝑛 существует един-

ственное сильное решение 𝑋𝑡 уравнения (4) с начальным условием 𝑋0=𝑥0.
Доказательство. В доказательстве этого предложения все соотношения, содержащие

случайные процессы, понимаются в смысле п.н. Так как процессы 𝐵𝑚,𝑡 кусочно-линейные,
то для любого натурального 𝑚 уравнение

𝑑𝑋𝑡= ̃︀𝑓(𝑋𝑡)𝑑B𝑚,𝑡, 𝑡∈ [0, 1],

имеет единственное сильное решение 𝑋𝑚,𝑡 с начальным условием 𝑋𝑚,0=𝑥0, которое совпадает
с единственным сильным решением интегрального уравнения

𝑋𝑡=𝑥0+

𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑠) 𝑑𝐵𝑚,𝑠, 𝑡∈ [0, 1].

По предложению 2 существует непрерывное детерминированное отображение 𝐺 : Ω𝑝(R𝑑)→
→Ω𝑝(R𝑛) такое, что

X𝑚=𝐺(B𝑚),

где X𝑚=(1,X1
𝑚,X

2
𝑚,X

3
𝑚) — каноническая геометрическая грубая траектория над 𝑋𝑚.

Так как для любого 𝑝′>1/𝐻 последовательность грубых траекторий B𝑚, 𝑚∈N, сходится
к B в (Ω𝑝′(R𝑑), 𝑑𝑝′), то согласно предложению 2 последовательность X𝑚, 𝑚∈N, сходится к
некоторой грубой траектории X в (Ω𝑝′(R𝑛), 𝑑𝑝′).

Докажем, что 𝑋𝑡=X1
0,𝑡 является сильным решением уравнения (4) с начальным условием

𝑋0=𝑥0.
Для любого натурального 𝑚 имеем

𝑋𝑚,𝑡=𝑥0+

𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑚,𝑠) 𝑑B𝑚,𝑠, 𝑡∈ [0, 1]. (5)

Обозначим 𝑌𝑚,𝑠 = ̃︀𝑓(𝑋𝑚,𝑠), 𝑌𝑠 = ̃︀𝑓(𝑋𝑠). Покажем, что (𝑋𝑚, 𝑋
′
𝑚, 𝑋

′′
𝑚), (𝑌𝑚, 𝑌

′
𝑚, 𝑌

′′
𝑚)∈𝒟𝛼

B𝑚
,

(𝑋,𝑋 ′, 𝑋 ′′), (𝑌, 𝑌 ′, 𝑌 ′′)∈𝒟𝛼
B, где 𝑋 ′

𝑚= ̃︀𝑓(𝑋𝑚), 𝑋 ′′
𝑚=𝐷 ̃︀𝑓(𝑋𝑚)𝑋 ′

𝑚, и аналогично определяются
𝑌 ′
𝑚, 𝑌 ′′

𝑚, 𝑋 ′, 𝑋 ′′, 𝑌 ′, 𝑌 ′′.
Докажем, что X𝑚 = (𝑋𝑚, 𝑋

′
𝑚, 𝑋

′′
𝑚) ∈ 𝒟𝛼

B𝑚 . Очевидно, что ‖𝑅𝑋𝑚,1‖𝛼 = ‖𝑋 ′′
𝑚‖𝛼 ⩽ 𝐶 для

любых 𝑚. Оценим

‖𝑅𝑋𝑚,2‖2𝛼=sup
𝑠<𝑡

|𝑋 ′
𝑚,𝑠,𝑡−𝑋 ′′

𝑚,𝑠B
1
𝑚,𝑠,𝑡|

|𝑡−𝑠|2𝛼
⩽ ‖𝑋 ′

𝑚‖2𝛼+‖𝑋 ′′
𝑚‖∞‖B1

𝑚‖2𝛼⩽𝐶𝑚,
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‖𝑅𝑋𝑚,3‖3𝛼=sup
𝑠<𝑡

|𝑋𝑚,𝑠,𝑡−𝑋 ′
𝑚,𝑠B

1
𝑠,𝑡−𝑋 ′′

𝑚,𝑠B
2
𝑠,𝑡|

|𝑡−𝑠|3𝛼
⩽

⩽ ‖𝑋𝑚‖3𝛼+‖𝑋 ′
𝑚‖∞‖B1

𝑚‖3𝛼+‖𝑋 ′′
𝑚‖∞‖B2

𝑚‖3𝛼⩽𝐶𝑚.

Таким образом, X𝑚=(𝑋𝑚, 𝑋
′
𝑚, 𝑋

′′
𝑚)∈𝒟𝛼

B𝑚 для любого 𝑚.
Покажем, что X=(𝑋,𝑋 ′, 𝑋 ′′)∈𝒟𝛼

B. Согласно [11] существует единственная грубая тра-
ектория ̂︀X=(1, ̂︀X1, ̂︀X2, ̂︀X3)∈C 𝛼([0, 1],R𝑑

⨁︀
R𝑛) такая, что

̂︀X1
𝑡 =

̂︀X1
0+

𝑡ˆ

0

𝐹 (̂︀X1
𝑠) 𝑑

̂︀X𝑠, 𝑡∈ [0, 1], (6)

где 𝐹 : R𝑑
⨁︀

R𝑛→ℒ(R𝑑
⨁︀

R𝑛,R𝑑
⨁︀

R𝑛) определена следующим образом:

𝐹 (𝑥, 𝑦)=

(︂
𝐼 0̃︀𝑓(𝑦) 0

)︂
,

проекция ̂︀X на C 𝛼([0, 1],R𝑑) совпадает с B, а проекция ̂︀X на C 𝛼([0, 1],R𝑛) совпадает с X,
интеграл в правой части соотношения (6) понимается в смысле определения интеграла по
грубым траекториям настоящей статьи, при этом (𝐹 (̂︀X1))(𝑖) =𝐷𝑖𝐹 (̂︀X1). Отсюда вытекает
[13, с. 145], что X∈𝒟𝛼

B.
Так как ̃︀𝑓 ∈ 𝐶4

𝑏 , X𝑚 ∈ 𝒟𝛼
B𝑚

, X ∈ 𝒟𝛼
B, B𝑚 ∈ C 𝛼

𝑔 ([0, 1],R𝑑), B ∈ C 𝛼
𝑔 ([0, 1],R𝑑), то согласно

теореме 4.1 [20] 𝑌𝑚 ∈𝒟𝛼
B𝑚

, 𝑌 ∈𝒟𝛼
B.

Пусть

𝑍𝑚=

·ˆ

0

𝑌𝑚,𝑠 𝑑B𝑚,𝑠, 𝑍 =

·ˆ

0

𝑌𝑠 𝑑B𝑠,

докажем, что для любого 𝑡∈ [0, 1] справедливо равенство

lim
𝑚→∞

𝑍𝑚,𝑡=𝑍𝑡. (7)

Имеем

𝑍𝑡=(ℐΞ)0,𝑡−Ξ0,𝑡+𝑌0B
1
0,𝑡+𝑌

′
0B

2
0,𝑡+𝑌

′′
0 B

3
0,𝑡,

𝑍𝑚,𝑡=(ℐΞ𝑚)0,𝑡−Ξ𝑚,0,𝑡+𝑌𝑚,0B
1
𝑚,0,𝑡+𝑌

′
𝑚,0B

2
𝑚,0,𝑡+𝑌

′′
𝑚,0B

3
𝑚,0,𝑡,

где
Ξ0,𝑡=𝑌0B

1
0,𝑡+𝑌

′
0B

2
0,𝑡+𝑌

′′
0 B

3
0,𝑡, Ξ𝑚,0,𝑡=𝑌𝑚,0B

1
𝑚,0,𝑡+𝑌

′
𝑚,0B

2
𝑚,0,𝑡+𝑌

′′
𝑚,0B

3
𝑚,0,𝑡,

а ℐ — единственное непрерывное линейное отображение из 𝐶𝛼,4𝛼
2 ([0, 1],R𝑛) в 𝐶𝛼([0, 1],R𝑛) та-

кое, что (ℐΘ)0=0 и |(ℐΘ)𝑠,𝑡−Θ𝑠,𝑡|⩽𝐶|𝑡−𝑠|4𝛼, здесь 𝐶𝛼,4𝛼
2 ([0, 1],R𝑛) — пространство функций

Θ от переменных 𝑠, 𝑡∈ [0, 1], 𝑠⩽ 𝑡, со значениями в R𝑛 таких, что

‖Θ‖𝛼,4𝛼=sup
𝑠<𝜏

|Θ𝑠,𝜏 |
|𝜏−𝑠|𝛼

+ sup
𝑠<𝑢<𝜏

|Θ𝑠,𝜏 −Θ𝑠,𝑢−Θ𝑢,𝜏 |
|𝜏−𝑠|4𝛼

<∞.

Существование и единственность такого отображения доказана в [13, лемма 4.2].
Положим Δ𝑚=Ξ−Ξ𝑚, тогда

|𝑍𝑡−𝑍𝑚,𝑡|⩽|(ℐΔ𝑚)0,𝑡−Δ𝑚,0,𝑡|+|𝑌0B1
0,𝑡−𝑌𝑚,0B

1
𝑚,0,𝑡|+|𝑌 ′

0B
2
0,𝑡−𝑌 ′

𝑚,0B
2
𝑚,0,𝑡|+|𝑌 ′′

0 B
3
0,𝑡−𝑌 ′′

𝑚,0B
3
𝑚,0,𝑡|.
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Так как 𝑌0=𝑌𝑚,0, 𝑌 ′
0 =𝑌 ′

𝑚,0, 𝑌 ′′
0 =𝑌 ′′

𝑚,0, то для доказательства соотношения (7) достаточно
показать, что для любого 𝑡∈ [0, 1] справедливо равенство

lim
𝑚→∞

[︀
(ℐΔ𝑚)0,𝑡−Δ𝑚,0,𝑡

]︀
=0.

Используя соотношение (4.11) из доказательства леммы 4.2 [13] при 𝛽=4𝛼 и соотношение (2)
из доказательства предложения 1 [17], мы получаем

|(ℐΔ𝑚)0,𝑡−Δ𝑚,0,𝑡|⩽𝐶‖𝛿Δ𝑚‖4𝛼𝑡4𝛼,

где

𝛿Δ𝑚,𝑠,𝑢,𝜏 =−
3∑︁

𝑖=1

𝑅𝑌,𝑖
𝑠,𝑢B

4−𝑖
𝑢,𝜏 +

3∑︁
𝑖=1

𝑅𝑌𝑚,𝑖
𝑠,𝑢 B4−𝑖

𝑚,𝑢,𝜏 , ‖𝛿Δ𝑚‖4𝛼= sup
𝑠<𝑢<𝜏

|𝛿Δ𝑚,𝑠,𝑢,𝜏 |
|𝜏−𝑠|4𝛼

,

𝐶 — некоторая универсальная постоянная, не зависящая от 𝑚, 𝜔, 𝑡.
Имеем

‖𝛿Δ𝑚‖4𝛼⩽
3∑︁

𝑖=1

sup
𝑠<𝑢<𝜏

(︂
|𝑅𝑌,𝑖

𝑠,𝑢|
|𝜏−𝑠|𝑖𝛼

|B4−𝑖
𝑢,𝜏 −B4−𝑖

𝑚,𝑢,𝜏 |
|𝜏−𝑠|(4−𝑖)𝛼

+
|𝑅𝑌𝑚,𝑖

𝑠,𝑢 −𝑅𝑌,𝑖
𝑠,𝑢|

|𝜏−𝑠|𝑖𝛼
|B4−𝑖

𝑚,𝑢,𝜏 |
|𝜏−𝑠|(4−𝑖)𝛼

)︂
. (8)

Так как ̃︀𝑓 ∈𝐶4
𝑏 , Y𝑚 ∈𝒟𝛼

B𝑚
, Y∈𝒟𝛼

B, то согласно лемме 4.2 [20] получим

3∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑌𝑚,𝑖−𝑅𝑌,𝑖‖𝑖𝛼⩽𝐶

(︂
𝑑1/𝛼(B𝑚,B)+

3∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑋𝑚,𝑖−𝑅𝑋,𝑖‖𝑖𝛼
)︂
. (9)

Из соотношения (5) и теоремы 5.3 [20] заключаем, что для любых натуральных 𝑚1, 𝑚2

выполняются оценки
3∑︁

𝑖=1

‖𝑅𝑋𝑚1 ,𝑖−𝑅𝑋𝑚2 ,𝑖‖𝑖𝛼⩽𝐶𝑑1/𝛼(B𝑚1 ,B𝑚2),

откуда следует, что для любых 𝑚1,𝑚2 ∈N, 𝑖=1, 2, 3, 𝑠, 𝜏 ∈ [0, 1] справедливо неравенство

|𝑅𝑋𝑚1 ,𝑖
𝑠,𝜏 −𝑅𝑋𝑚2 ,𝑖

𝑠,𝜏 |⩽𝐶𝑑1/𝛼(B𝑚1 ,B𝑚2)|𝜏−𝑠|𝑖𝛼.

Переходя к пределу в данном неравенстве при 𝑚2 →∞ при фиксированных 𝑠, 𝜏 , 𝑚1, 𝑖,
получаем

|𝑅𝑋𝑚1 ,𝑖
𝑠,𝜏 −𝑅𝑋,𝑖

𝑠,𝜏 |⩽𝐶𝑑1/𝛼(B𝑚1 ,B)|𝜏−𝑠|𝑖𝛼.

Таким образом, имеем

3∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑋𝑚,𝑖−𝑅𝑋,𝑖‖𝑖𝛼⩽𝐶𝑑1/𝛼(B𝑚,B). (10)

Из соотношений (8)–(10) вытекает, что ‖𝛿Δ𝑚‖4𝛼 →
𝑚→∞

0 и, как следствие, требуемое со-
отношение (7). Переход к пределу в равенстве (5) даёт

𝑋𝑡=𝑥0+

𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠, 𝑡∈ [0, 1].
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Из определения кусочно-линейных аппроксимаций 𝐵𝑚,𝑡 следует, что при каждом нату-
ральном 𝑚 процесс 𝑋𝑚,𝑡 является ̃︀ℱ𝑡-согласованным, где ̃︀ℱ𝑡=ℱ𝑡+1/2𝑚 . В силу непрерывности
справа семейства 𝜎-алгебр ℱ𝑡 заключаем, что при каждом 𝑡∈ [0, 1] случайная величина 𝑋𝑡

является ℱ𝑡-измеримой. Таким образом, процесс 𝑋𝑡 является сильным решением уравнения
(4) с начальным условием 𝑋0=𝑥0.

Докажем единственность сильного решения уравнения (4) с начальным условием 𝑋0=𝑥0.
Предположим, что существует другое сильное решение ̃︀𝑋𝑡 рассматриваемой задачи Коши.
Пусть ̃︀X — соответствующая грубая траектория над ̃︀𝑋 (в смысле определения 1). Согласно
[13, с. 145] ̃︀X является проекцией на C 𝛼([0, 1],R𝑛) грубой траектории ̂︀X∈C 𝛼([0, 1],R𝑑

⨁︀
R𝑛).

Но тогда ̃︀X=X и, следовательно, 𝑋𝑡= ̃︀𝑋𝑡 для любого 𝑡∈ [0, 1]. Предложение доказано.
Предложение 4. Пусть 𝑋𝑡 — сильное решение уравнения (4) с начальным условием

𝑋0=𝑥0. Тогда
𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠=

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑̃︀B𝑠,

т.е. сильное решение уравнения (4) является сильным решением уравнения (3), где

(𝑓(𝑋𝑠))
′=( ̃︀𝑓(𝑋𝑠))

′, (𝑓(𝑋𝑠))
′′=( ̃︀𝑓(𝑋𝑠))

′′.

Доказательство. Пусть 𝑋𝑡 — сильное решение уравнения (4) с начальным условием
𝑋0=𝑥0. Имеем

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑̃︀B𝑠= lim
|𝒫|→0

∑︁
[𝑢,𝑣]∈𝒫

(︀
𝑓(𝑋𝑢)̃︀B1

𝑢,𝑣+(𝑓(𝑋𝑢))
′ ̃︀B2

𝑢,𝑣+(𝑓(𝑋𝑢))
′′ ̃︀B3

𝑢,𝑣

)︀
=

= lim
|𝒫|→0

∑︁
[𝑢,𝑣]∈𝒫

(︀
𝑓(𝑋𝑢)B

1
𝑢,𝑣+(𝑓(𝑋𝑢))

′(B2
𝑢,𝑣+𝐴𝑢,𝑣)+(𝑓(𝑋𝑢))

′′B3
𝑢,𝑣

)︀
=

=

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠+ lim
|𝒫|→0

∑︁
[𝑢,𝑣]∈𝒫

(𝑓(𝑋𝑢))
′𝐴𝑢,𝑣 =

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠−
1

2

𝑡ˆ

0

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑘=1

𝜕ℎ𝑗𝑖(𝑋𝑠)

𝜕𝑋𝑘
ℎ𝑘𝑖(𝑋𝑠)𝑒𝑗 𝑑𝑠=

=

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠−
𝑡ˆ

0

(𝑏(𝑋𝑠)−̃︀𝑏(𝑋𝑠)) 𝑑𝑠=

𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠,

где {𝑒𝑗}𝑛𝑗=1 — канонический базис пространства R𝑛. Отметим, что в последнем равенстве
мы воспользовались тем, что функция 𝑡→ 𝑡 непрерывна по Гёльдеру с показателем 1, и
следовательно, определение производных Губинелли (𝑓(𝑋𝑠))

′ := ( ̃︀𝑓(𝑋𝑠))
′, (𝑓(𝑋𝑠))

′′ := ( ̃︀𝑓(𝑋𝑠))
′′

корректно. Предложение доказано.
Замечание 1. Если 𝜎=0, то предложение 4 является известным фактом, связывающим

решения соответствующих уравнений Ито и Стратоновича [9, гл. 4].
Из предложений 3 и 4 вытекает следующая
Теорема. Пусть 𝑏∈𝐶4

𝑏 (R𝑛,R𝑛), ℎ∈𝐶5
𝑏 (R𝑛,R𝑛×𝑛), 𝜎∈𝐶4

𝑏 (R𝑛,R𝑛×𝑛). Тогда для любой слу-
чайной величины 𝜉 : Ω→R𝑛 уравнение (1) с начальным условием 𝑋0= 𝜉 имеет единственное
сильное решение.

Замечание 2. В уравнении (1) отрезок [0, 1] может быть заменён на любой отрезок вида
[0, 𝑇 ]. Если в сформулированной теореме отказаться от условия ограниченности функций 𝑏,
ℎ, 𝜎 и их частных производных, то решение уравнения (1) будет существовать лишь при
𝑡∈ [0, 𝜏), где 𝜏 — некоторая случайная величина со значениями из промежутка (0, 1].
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Замечание 3. Условие 𝐻 > 1/4 является существенным в рамках подхода, основанного
на теории грубых траекторий, поскольку согласно работе [16] последовательность B2

𝑚, 𝑚∈N,
не содержит сходящихся по вероятности подпоследовательностей.
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EXISTENCE AND UNIQUENESS OF STRONG SOLUTIONS
TO MIXED-TYPE STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS DRIVEN

BY THE FRACTIONAL BROWNIAN MOTIONS WITH HURST INDICES 𝐻 > 1/4

M. M. Vaskouski1, P. P. Stryuk2

1,2Belarusian State University, Minsk, Belarus
e-mail: 1vaskovskii@bsu.by, 2pavel.stryouk@gmail.com

In this paper there is investigated the problem of unique solvability of the Caushy problem for the
mixed type stochastic differential equation driven by the standard Brownian motion and fractional
Brownian motions with Hurst indices 𝐻 > 1/4. We prove a theorem on the existence and uniqueness
of strong solutions to the mentioned mixed type stochastic differential equations.

Keywords: fractional Brownian motion, rough path, stochastic differential equation, Cauchy problem,
strong solution.
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