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ВВЕДЕНИЕ

Большую роль в теории определяющих соотношений линейной вязкоупругости играют
связи напряжений и деформаций в виде интегральных операторов с ядрами, являющимися
материальными функциями, которые можно найти из установочных экспериментов [1–3].
Если материальные функции зависят только от одной временно́й переменной, то вязкоупру-
гие среды называют нестареющими. Использование данных определяющих соотношений в
постулатах механики сплошной среды приводит, в частности, к уравнениям движения, пред-
ставляющим собой вольтерровы интегро-дифференциальные уравнения с неограниченными
операторными коэффициентами в гильбертовых пространствах. Будем называть их далее
абстрактными интегро-дифференциальными уравнениями.

Ниже на примере абстрактного интегро-дифференциального уравнения, возникающего
в линейной теории вязкоупругости, будет представлен общий подход исследования, кото-
рый можно применить ко многим другим линейным моделям, содержащим вольтерровы
интегральные операторы. Указанное абстрактное интегро-дифференциальное уравнение (од-
номерное уравнение движения вязкоупругой среды) может быть реализовано как интегро-
дифференциальное уравнение в частных производных:

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)= 𝜌−1 [𝜇Δ𝑢(𝑥, 𝑡)+(𝜇+𝜆) ·grad(div 𝑢(𝑥, 𝑡))]−

−
𝑡ˆ

𝑙

𝐾(𝑡−𝜏)𝜌−1𝜇 [Δ𝑢(𝑥, 𝜏)+grad(div 𝑢(𝑥, 𝜏))] 𝑑𝜏−
𝑡ˆ

𝑙

𝑄(𝑡−𝜏)𝜌−1𝜆 grad(div 𝑢(𝑥, 𝜏)) 𝑑𝜏+𝑓(𝑥, 𝑡),
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где 𝑡 > 0; 𝑢 = 𝑢⃗(𝑥, 𝑡) ∈ R3 — вектор малых перемещений вязкоупругой изотропной среды,
заполняющей ограниченную область Ω⊂ R3 с гладкой границей; 𝑙 — заданный параметр
(−∞⩽ 𝑙 ⩽ 0), 𝜌 > 0 — постоянная плотность; 𝜆, 𝜇 — положительные параметры, аналоги
коэффициентов Ламе в теории упругости (см. [1, 2]).

Предполагается, что на границе области Ω выполнены условия Дирихле 𝑢|𝜕Ω = 0. Яд-
ра интегральных операторов 𝐾(𝑡), 𝑄(𝑡) — положительные невозрастающие суммируемые
функции, характеризующие наследственные свойства среды.

К вольтерровым интегро-дифференциальными уравнениями относится также интегро-
дифференциальное уравнение Гуртина–Пипкина (см. [4–7]), которое описывает процесс рас-
пространения тепла в средах с памятью с конечной скоростью. Кроме того, указанные
уравнения возникают в задачах усреднения в многофазных средах (закон Дарси, см. [8]).

Линейные вольтерровы интегро-дифференциальные уравнения с частными производны-
ми представляют достаточно широкий класс интегро-дифференциальных уравнений, поэтому
более естественно рассматривать интегро-дифференциальные уравнения с неограниченны-
ми операторными коэффициентами в гильбертовых пространствах (абстрактные интегро-
дифференциальные уравнения), которые могут быть реализованы как интегро-дифферен-
циальные уравнения с частными производными.

Исследованию вольтерровых интегро-дифференциальных уравнений и связанных с ними
задач, возникающих в многочисленных приложениях, посвящена обширная литература (см.,
например, работы [4–15] и библиографию в них).

Для получения результатов данной статьи использован подход, связанный с изучением
однопараметрических полугрупп для линейных эволюционных уравнений, который является
продолжением и развитием исследований, результаты которых опубликованы в работах [6,
11, 12], посвящённых спектральному анализу оператор-функций — символов вольтерровых
интегро-дифференциальных уравнений.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть 𝐻 — сепарабельное гильбертово пространство; 𝐴 — самосопряжённый положи-
тельный оператор: 𝐴*=𝐴⩾𝜅0𝐼 (𝜅0> 0), действующий в пространстве 𝐻 и имеющий огра-
ниченный обратный. Путь 𝐵 — симметрический оператор: (𝐵𝑥, 𝑦)= (𝑥,𝐵𝑦), действующий в
пространстве 𝐻 с областью определения 𝐷(𝐵) (𝐷(𝐴)⊆𝐷(𝐵)), неотрицательный: (𝐵𝑥, 𝑥)⩾ 0
для любых 𝑥, 𝑦∈𝐷(𝐵) и удовлетворяющий неравенству ‖𝐵𝑥‖⩽𝜅‖𝐴𝑥‖, 0<𝜅<1, для любого
𝑥∈𝐷(𝐴); 𝐼 — тождественный оператор в пространстве 𝐻.

Рассмотрим следующую задачу для интегро-дифференциального уравнения второго по-
рядка на положительной полуоси R+=(0,+∞):

𝑑2𝑢(𝑡)

𝑑𝑡2
+(𝐴+𝐵)𝑢(𝑡)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝑡−𝑠)(𝑎𝑘𝐴+𝑏𝑘𝐵)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠= 𝑓(𝑡), 𝑡∈R+, (1)

𝑢(+0)=𝜙0, 𝑢′(+0)=𝜙1, 𝑢(𝑡)=𝜙(𝑡), 𝑡∈ [𝑙, 0], −∞⩽ 𝑙⩽ 0, (2)

где 𝑎𝑘 > 0, 𝑏𝑘 ⩾ 0, 𝑘 = 1, 𝑁 , 𝜙(0) = 𝜙0, 𝜙′(0) = 𝜙1. Допустим, что функции 𝑅𝑘 : R+ → R+

удовлетворяют следующим условиям:

𝑅𝑘(𝑡) — положительные невозрастающие функции, 𝑅𝑘(𝑡)∈𝐿1(R+), 𝑘=1, 𝑁. (3)

Пусть

𝑀𝑘(𝑡)=

+∞ˆ

𝑡

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑘=1, 𝑁. (4)
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Кроме того, будем предполагать, что
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑀𝑘(0)< 1,
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝑀𝑘(0)< 1. (5)

Определение 1. Назовём вектор-функцию 𝑢(𝑡) классическим решением задачи (1), (2),
если 𝑢(𝑡)∈𝐶2(R+, 𝐻), 𝐴𝑢(𝑡), 𝐵𝑢(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻), 𝑢(𝑡) удовлетворяет уравнению (1) для каждого
значения 𝑡∈R+ и начальным условиям (2).

2. ЗАДАЧА КОШИ И ПОЛУГРУППА ОПЕРАТОРОВ
В РАСШИРЕННОМ ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Положим

𝐴0 :=

(︂
1−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑀𝑘(0)

)︂
𝐴+

(︂
1−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝑀𝑘(0)

)︂
𝐵,

𝐴𝑘 := 𝑎𝑘𝐴+𝑏𝑘𝐵,

𝑄1 :=𝐴1/2𝐴
−1/2
0 , 𝑄2 :=𝐵1/2𝐴

−1/2
0 . (6)

Замечание 1. Из известного результата (см. [16, с. 361]) вытекает, что операторы 𝐴0,
𝐴𝑘 являются самосопряжёнными и положительными для всех 𝑘=1, 𝑁 .

Из свойств операторов 𝐴 и 𝐵 и неравенства Гайнца (см. [17, c. 177–179]) следует, что
оператор 𝐴0 является обратимым, операторы 𝑄1, 𝑄2 допускают ограниченное замыкание
в 𝐻, 𝐴−1

0 — ограниченный оператор.
Превратим область определения 𝐷(𝐴𝛽0 ) оператора 𝐴𝛽0 , 𝛽 > 0, в гильбертово простран-

ство 𝐻𝛽 , введя на 𝐷(𝐴𝛽0 ) норму, эквивалентную норме графика оператора 𝐴𝛽0 .
Через Ω𝑘 обозначим весовое пространство 𝐿2

𝑟𝑘
(R+, 𝐻) вектор-функций на полуоси R+ со

значениями в 𝐻, снабжённое нормой

‖𝑢‖Ω𝑘
=

(︂ +∞ˆ

0

𝑟𝑘(𝑠)‖𝑢(𝑠)‖2𝐻 𝑑𝑠
)︂1/2

, 𝑟𝑘(𝜏) :=𝑅−1
𝑘 (𝜏) : R+→R+, 𝑘=1, 𝑁.

Рассмотрим сильно непрерывную полугруппу 𝐿𝑘(𝑡) левых сдвигов в пространстве Ω𝑘 (см.
[18, c. 33]): 𝐿𝑘(𝑡)𝜉(𝜏)= 𝜉(𝑡+𝜏), 𝑡 > 0. Известно, что линейный оператор T𝑘𝜉(𝜏)= 𝜕𝜉(𝜏)/𝜕𝜏 в
пространстве Ω𝑘 с областью определения 𝐷(T𝑘) = {𝜉 ∈Ω𝑘 : 𝜕𝜉(𝜏)/𝜕𝜏 ∈Ω𝑘} является генера-
тором полугруппы 𝐿𝑘(𝑡) (см. [18, c. 66]).

Введём операторы B𝑘 : 𝐻→Ω𝑘 (𝑘=1, 2), действующие следующим образом:

B𝑘𝑣=𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝑣, 𝑘=1, 𝑁, 𝜏 > 0.

Тогда сопряжённые операторы B*
𝑘 : Ω𝑘→𝐻 (𝑘=1, 2) имеют вид

B*
𝑘𝜉(𝜏)=𝑄*

𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏, 𝑘=1, 𝑁.

Действительно, для любых 𝑣 ∈𝐷(B𝑘), 𝜉(𝜏)∈Ω𝑘 справедлива цепочка равенств

⟨B𝑘𝑣, 𝜉(𝜏)⟩Ω𝑘
= ⟨𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝑣, 𝜉(𝜏)⟩Ω𝑘

=

=

+∞ˆ

0

𝑟𝑘(𝜏)⟨𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝑣, 𝜉(𝜏)⟩𝐻 𝑑𝜏 =
⟨
𝑣,𝑄*

𝑘

+∞ˆ

0

𝜉(𝜏) 𝑑𝜏

⟩
𝐻

= ⟨𝑣,B*
𝑘𝜉(𝜏)⟩𝐻 .
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Введём гильбертово пространство

H=𝐻⊕𝐻⊕
(︀
⊕𝑁
𝑘=1Ω𝑘

)︀
,

снабжённое нормой

‖(𝑣, 𝜉0, 𝜉1(𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝜏))‖2H= ‖𝑣‖2𝐻+‖𝜉0‖2𝐻+
𝑁∑︁
𝑘=1

‖𝜉𝑘‖2Ω𝑘
, 𝜏 > 0,

которое будем называть расширенным гильбертовым пространством.
Введём также линейный оператор A в пространстве H с областью определения

𝐷(A)=
{︂
(𝑣, 𝜉0, 𝜉1(𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝜏))∈H :

𝑣 ∈𝐻1/2, 𝜉0+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝜏) 𝑑𝜏 ∈𝐻1/2, 𝜉𝑘(𝜏)∈𝐷(T𝑘), 𝑘=1, 𝑁

}︂
=

=

{︃
(𝑣, 𝜉0, 𝜉1(𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝜏))∈H : 𝑣 ∈𝐻1/2, 𝜉0+

𝑁∑︁
𝑘=1

B*
𝑘𝜉𝑘(𝜏)∈𝐻1/2, 𝜉𝑘(𝜏)∈𝐷(T𝑘), 𝑘=1, 𝑁

}︃
,

действующий следующим образом:

A(𝑣, 𝜉0, 𝜉1(𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝜏))=

=

(︂
−𝐴1/2

0

[︂
𝜉0+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝜏) 𝑑𝜏

]︂
, 𝐴

1/2
0 𝑣, 𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝐴

1/2
0 𝑣+T𝑘𝜉𝑘(𝜏)

)︂
=

=

(︂
−𝐴1/2

0

[︂
𝜉0+

𝑁∑︁
𝑘=1

B*
𝑘𝜉𝑘(𝜏)

]︂
, 𝐴

1/2
0 𝑣, B𝑘𝐴

1/2
0 𝑣−T𝑘𝜉𝑘(𝜏)

)︂𝑇
, 𝑘=1, 𝑁.

Таким образом, оператор A можно записать в виде произведения операторных матриц:

A=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴

1/2
0 0 0 · · · 0
0 𝐼 0 · · · 0
0 0 𝐼 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −𝐼 −B*

1 · · · −B*
𝑁

𝐼 0 0 · · · 0
B1 0 T1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

B𝑁 0 0 · · · T𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴

1/2
0 0 0 · · · 0
0 𝐼 0 · · · 0
0 0 𝐼 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Определение 2. Линейный оператор 𝒜 c областью определения, плотной в гильберто-
вом пространстве, называется диссипативным, если Re (𝒜𝑥, 𝑥)⩽ 0 при 𝑥∈𝐷(𝒜), и макси-
мально диссипативным, если он диссипативен и не имеет нетривиальных диссипативных
расширений.

В работе [13] показано, что при выполнении условий (5) оператор A в пространстве H с
плотной областью определения 𝐷(A) максимально диссипативен и, следовательно, является
генератором сжимающей 𝐶0-полугруппы 𝑆(𝑡)= 𝑒𝑡A в пространстве H.

Введём (2+𝑁)-компонентные векторы вида

𝑍(𝑡)= (𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏))∈H,

𝑍0=(𝑣0, 𝜉00, 𝜉01(𝜏), . . . , 𝜉0𝑁 (𝜏))∈H.
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Рассмотрим следующую задачу Коши в пространстве H:

𝑑

𝑑𝑡
𝑍(𝑡)=A𝑍(𝑡), (7)

𝑍(0)=𝑍0. (8)

Определение 3. Вектор 𝑍(𝑡)=(𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏))∈𝐷(A) называется класси-
ческим решением задачи (7), (8), если 𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡)∈𝐶1(R+, 𝐻), 𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)∈𝐶1(R+, 𝐻) для любого
𝜏 >0, 𝑘=1, 𝑁 , 𝑍(𝑡)∈𝐶([0,+∞), 𝐷(A)), вектор 𝑍(𝑡) удовлетворяет уравнению (7) для любого
𝑡∈R+ и начальному условию (8).

3. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

Предположим, что ядра интегральных операторов 𝑅𝑘(𝜏), 𝑘=1, 𝑁 , удовлетворяют усло-
виям

𝑅′
𝑘(𝜏)+𝛾𝑅𝑘(𝜏)⩽ 0 (9)

для некоторого 𝛾 >0 и почти всех 𝜏 >0. Условие (9) хорошо известно и использовалось раз-
ными авторами для доказательства экспоненциальной устойчивости полугрупп, связанных с
различными уравнениями с памятью (см., например, монографию [3], а также цитированную
в ней литературу).

Приведём результат об экспоненциальной устойчивости полугруппы 𝑆(𝑡) = 𝑒𝑡A, 𝑡⩾ 0, в
пространстве H.

Теорема 1 [15, теорема 1.1]. Пусть 𝑆(𝑡)𝑍0 — решение задачи (7), (8) при 𝑡>0 и пусть
функции 𝑅𝑘(𝜏) (𝑘=1, 𝑁) удовлетворяют условиям (3), (5) и условию (9) для некоторого
𝛾 > 0 и почти всех 𝜏 > 0. Тогда существуют такие постоянные 𝜃 > 1 и 𝜔 > 0, что для
любого 𝑍0 ∈𝐷(A) справедливо неравенство

‖𝑆(𝑡)𝑍0‖H⩽ 𝜃 ‖𝑍0‖H 𝑒
−𝜔𝑡. (10)

4. ТЕОРЕМЫ О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ

Рассмотрим следующую задачу Коши в пространстве H:

𝑑

𝑑𝑡
𝑍(𝑡)=A𝑍(𝑡)+𝐹 (𝑡), (11)

𝑍(0)=𝑍0, (12)

здесь 𝑍(𝑡)= (𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏))∈𝐷(A);

𝑍0 :=
(︁
𝜙1, 𝐴

1/2
0 𝜙0, 𝜉01(𝜏), . . . , 𝜉0𝑁 (𝜏)

)︁
∈𝐷(A), (13)

функции 𝜉0𝑘(𝜏) определены формулами

𝜉0𝑘(𝜏) :=

0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠, 𝜏 > 0, 𝑘=1, 𝑁 ;

𝐹 (𝑡) := (𝑓1(𝑡), 0, 0, . . . , 0), 𝑓1(𝑡) := 𝑓(𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑡− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙),

𝑙 — заданное число (−∞ ⩽ 𝑙 ⩽ 0); 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(R+, 𝐻), 𝜙(𝑡) ∈ 𝐶([𝑙, 0], 𝐻) — заданные вектор-
функции; 𝜙0 ∈ 𝐻, 𝜙1 ∈ 𝐻 — заданные векторы; функции 𝑀𝑘(·) (𝑘 = 1, 𝑁) определяются
формулами (4).
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Теорема 2 (о корректной разрешимости (общий случай)). Пусть 𝑙 — заданное число
(−∞⩽ 𝑙⩽0), выполнены условия (3), (5), 𝜙(𝑡)∈𝐻1, 𝜙′(𝑡)∈𝐻1 при 𝑡∈ [𝑙, 0], 𝜙(𝑡)∈𝐶([𝑙, 0], 𝐻1),
𝜙′(𝑡)∈𝐶([𝑙, 0], 𝐻1), 𝜙(0) =𝜙0, 𝜙′(0) =𝜙1, условие lim𝑡→𝑙𝐴𝑘𝜙(𝑡) = 0 (𝑘=1, 𝑁) выполнено при
−∞⩽ 𝑙 < 0 и, кроме того, выполнен любой из следующих двух наборов условий:

1) 𝑓1(𝑡)∈𝐻1/2, 𝐴
1/2
0 𝑓1(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻), 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶(R+), 𝑘=1, 𝑁 , и условие 𝜙0 ∈𝐻3/2 выпол-

нено, если 𝑙=0;
2) 𝑓1(𝑡)∈𝐶1(R+, 𝐻), 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶1(R+), 𝑘=1, 𝑁 .
Тогда задача (11), (12) имеет единственное классическое решение

𝑍(𝑡)= (𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏)),

где 𝑣(𝑡)=𝑢′(𝑡), 𝜉0(𝑡)=𝐴
1/2
0 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) — классическое решение задачи (1), (2) с соответству-

ющими данными 𝑙, 𝑓(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝜙0, 𝜙1, и справедлива следующая оценка:

𝐸(𝑡)=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽ 𝑑

[︂
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻
+

𝑁∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

+

+

(︂ 𝑡ˆ

0

⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑠)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑠− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙)
⃦⃦⃦⃦
𝐻

𝑑𝑠

)︂2]︂
, (14)

если, кроме того, выполнено условие (9), то справедлива оценка

𝐸(𝑡)=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽ 𝑑

[︂
𝑒−2𝜔𝑡

(︂
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻
+

𝑁∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

)︂
+

+

(︂ 𝑡ˆ

0

𝑒−𝜔(𝑡−𝑠)
⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑠)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑠− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙)
⃦⃦⃦⃦
𝐻

𝑑𝑠

)︂2]︂
(15)

с постоянной 𝑑, не зависящей от вектор-функций 𝑓, 𝜙 и векторов 𝜙0, 𝜙1.
Сформулируем также важные частные случай теоремы 2.
Теорема 3 (о корректной разрешимости (случай 𝑙=0)). Пусть выполнены условия (3),

(5), данные задачи (11), (12) удовлетворяют условиям

𝐹 (𝑡) := (𝑓1(𝑡), 0, 0, . . . , 0), 𝑓1(𝑡)= 𝑓(𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑡)𝐴𝑘𝜙0,

где 𝜙0∈𝐻1, 𝜙1∈𝐻1 — заданные векторы, вектор 𝑍0=(𝜙1, 𝐴
1/2
0 𝜙0, 0, . . . , 0)∈𝐷(A), и выполнен

любой из следующих наборов условий:
1) 𝑓(𝑡)∈𝐻1/2 и 𝐴

1/2
0 𝑓(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻), 𝜙0 ∈𝐻3/2, 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶(R+), 𝑘=1, 𝑁 ;

2) 𝑓1(𝑡)∈𝐶1(R+, 𝐻), 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶1(R+), 𝑘=1, 𝑁 .
Тогда задача (11), (12) имеет единственное классическое решение

𝑍(𝑡)= (𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏)),

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 4 2024



КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ВОЛЬТЕРРОВЫХ УРАВНЕНИЙ 539

где 𝑣(𝑡)=𝑢′(𝑡), 𝜉0(𝑡)=𝐴
1/2
0 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) — классическое решение задачи (1), (2) с соответству-

ющими данными 𝑙=0, 𝑓(𝑡), 𝜙0, 𝜙1, и справедлива следующая оценка:

𝐸(𝑡)=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽ 𝑑

[︂
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻
+

(︂ 𝑡ˆ

0

⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑠)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑠)𝐴𝑘𝜙0

⃦⃦⃦⃦
𝐻

𝑑𝑠

)︂2]︂
;

если, кроме того, выполнено условие (9), то справедлива оценка

𝐸(𝑡)=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽ 𝑑

[︂
𝑒−2𝜔𝑡

(︁
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻

)︁
+

(︂ 𝑡ˆ

0

𝑒−𝜔(𝑡−𝑠)
⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑠)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑠)𝐴𝑘𝜙0

⃦⃦⃦⃦
𝐻

𝑑𝑠

)︂2]︂

с постоянной 𝑑, не зависящей от вектор-функции 𝑓 и векторов 𝜙0, 𝜙1.
Теорема 4 (о корректной разрешимости (случай −∞⩽ 𝑙<0)). Пусть 𝑙 — заданное число

(−∞⩽ 𝑙<0), выполнены условия (3), (5), 𝐹 (𝑡) :=(𝑓(𝑡), 0, 0, . . . , 0), где 𝑓(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻) — задан-
ная вектор-функция, 𝜙(𝑡)∈𝐻1, 𝜙′(𝑡)∈𝐻1 при 𝑡∈ [𝑙, 0], 𝜙(𝑡)∈𝐶([𝑙, 0], 𝐻1), 𝜙′(𝑡)∈𝐶([𝑙, 0], 𝐻1),
𝜙(0) = 𝜙0, 𝜙′(0) = 𝜙1, lim𝑡→𝑙𝐴𝑘𝜙(𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑁 , и выполнен любой из следующих наборов
условий:

1) 𝑓(𝑡)∈𝐻1/2, 𝐴
1/2
0 𝑓(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻), 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶(R+), 𝑘=1, 𝑁 ;

2) 𝑓(𝑡)∈𝐶1(R+, 𝐻), 𝑀𝑘(𝑡)∈𝐶1(R+), 𝑘=1, 𝑁 .
Тогда задача (11), (12) имеет единственное классическое решение

𝑍(𝑡)= (𝑣(𝑡), 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝜏), . . . , 𝜉𝑁 (𝑡, 𝜏)),

где 𝑣(𝑡)=𝑢′(𝑡), 𝜉0(𝑡)=𝐴
1/2
0 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) — классическое решение задачи (1), (2) с соответству-

ющими данными 𝑙, 𝑓(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝜙0, 𝜙1, и справедлива следующая оценка:

𝐸(𝑡)=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽ 𝑑

[︂
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻
+

𝑁∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

+

(︂ 𝑡ˆ

0

‖𝑓(𝑠)‖𝐻 𝑑𝑠
)︂2]︂

;

если, кроме того, выполнено условие (9), то справедлива оценка

𝐸(𝑡) :=
1

2

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝐻

)︁
⩽

1

2
‖𝑍(𝑡)‖2H⩽

⩽𝑑

[︂
𝑒−2𝜔𝑡

(︂
‖𝜙1‖2𝐻+

⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝜙0

⃦⃦2
𝐻
+

𝑁∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

)︂
+

(︂ 𝑡ˆ

0

𝑒−𝜔(𝑡−𝑠)‖𝑓(𝑠)‖𝐻 𝑑𝑠
)︂2]︂

с постоянной 𝑑, не зависящей от вектор-функций 𝑓 , 𝜙 и векторов 𝜙0, 𝜙1.
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Предложение 1 (достаточные условия выполнения условия (13) при 𝑙=−∞). Пусть
выполнены следующие условия:

+∞ˆ

0

√︀
𝑅𝑘(𝜏)𝑑𝜏 <∞,

+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︃ +∞ˆ

𝜏

(︀
𝑅′
𝑘(𝜉)

)︀2
𝑑𝜉

)︃
𝑑𝜏 <∞, 𝑘=1, 𝑁, (16)

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝑑𝑠<∞, 𝑘=1, 𝑁. (17)

Тогда выполнено условие (13).

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ

Сформулируем теоремы из монографии [17], необходимые для доказательства теоремы 2.
Пусть 𝒜 — замкнутый линейный оператор в гильбертовом пространстве 𝐻 с плотной об-
ластью определения 𝐷(𝒜).

Определение 4 [17, с. 38–39, 58]. Задача Коши
𝑑

𝑑𝑡
𝑍(𝑡)=𝒜𝑍(𝑡), 𝑍(0)=𝑍0 (18)

называется (равномерно) корректной, если
1) для любого 𝑍0 ∈𝐷(𝒜) существует единственное решение этой задачи;
2) это решение непрерывно зависит от начальных данных в следующем смысле: из того,

что 𝑍𝑛(0)→0 (𝑍𝑛(0)∈𝐷(𝒜)), вытекает, что 𝑍𝑛(𝑡)→0 при каждом 𝑡∈ [0, 𝑇 ] (равномерно по 𝑡)
на любом конечном интервале [0, 𝑇 ].

Замечание 2. Если задача Коши (18) порождает сжимающую полугруппу в простран-
стве H, то эта задача равномерно корректна.

Теорема 5 [17, теорема 1.1]. Если задача Коши (18) корректна, то её решение даётся
формулой 𝑍(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑍0 (𝑍0 ∈𝐷(𝒜)), где 𝑆(𝑡) — сильно непрерывная при 𝑡 > 0 полугруппа
операторов.

Теорема 6 [17, теорема 6.5]. Если задача Коши (18) равномерно корректна, то формула

𝑍(𝑡)=𝑆(𝑡)𝑍0+

𝑡ˆ

0

𝑆(𝑡−𝑝)𝐹 (𝑝)𝑑𝑝 (19)

даёт решение задачи Коши для неоднородного уравнения
𝑑

𝑑𝑡
𝑍(𝑡)=𝒜𝑍(𝑡)+𝐹 (𝑡), 𝑍(0)=𝑍0, (20)

где 𝑍0 ∈𝐷(𝒜) и вектор-функция 𝐹 (𝑡) удовлетворяет одному из следующих условий:
1) значения функции 𝐹 (𝑡)∈𝐷(𝒜) и функция 𝒜𝐹 (𝑡)∈𝐶(R+,H);
2) функция 𝐹 (𝑡)∈𝐶1(R+,H).

5.1. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Из условий теоремы 2 следует выполнение условий теоремы 6 для задачи (7), (8). Таким
образом, задача (7), (8), согласно теореме 6, является равномерно корректной и для её
классического решения с учётом формулы (19) справедлива оценка

‖𝑍(𝑡)‖H⩽ 𝑑

(︂
‖𝑍0‖H+

𝑡ˆ

0

‖𝐹 (𝑠)‖H 𝑑𝑠
)︂

(21)

с постоянной 𝑑, не зависящей от вектор-функции 𝐹 и векторов 𝜙0, 𝜙1.
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Если ядра интегральных операторов 𝑅𝑘(𝜏), 𝑘=1, 𝑁 , удовлетворяют дополнительно ещё
и условиям (9), то для классического решения задачи (7), (8) с учётом формулы (19) и
оценки (10) справедлива оценка

‖𝑍(𝑡)‖H⩽ 𝑑

(︂
𝑒−𝜔𝑡‖𝑍0‖H+

𝑡ˆ

0

𝑒−𝜔(𝑡−𝑠)‖𝐹 (𝑠)‖H 𝑑𝑠
)︂

(22)

с постоянной 𝑑, не зависящей от вектор-функции 𝐹 и векторов 𝜙0, 𝜙1.
Оценки (21) и (22) следуют из формулы (19), применённой к задаче (11), (12), в обозна-

чениях теоремы 6, так как 𝑍(𝑡)=𝑆(𝑡)𝑍0, где полугруппа 𝑆(𝑡)= 𝑒𝑡A является сжимающей.
Покажем, что если выполнены условия теоремы 2, то 𝑣(𝑡) = 𝑢′(𝑡), 𝜉0(𝑡) =𝐴

1/2
0 𝑢(𝑡), где

𝑢(𝑡) — классическое решение задачи (1), (2).
При выполнении условий теоремы 2 задача Коши (11), (12), записанная покоординатно,

имеет вид следующей системы дифференциальных уравнений первого порядка:

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
+𝐴

1/2
0

[︂
𝜉0(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏

]︂
= 𝑓1(𝑡),

𝑑𝜉0(𝑡)

𝑑𝑡
=𝐴

1/2
0 𝑣(𝑡),

𝑑𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)

𝑑𝑡
=𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝐴

1/2
0 𝑣(𝑡)+

𝜕𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)

𝜕𝜏
, 𝑘=1, 𝑁, (23)

где 𝑡, 𝜏 > 0, 𝑓1(𝑡) = 𝑓(𝑡)− (𝑀1(𝑡− 𝑙)𝐴+𝑀2(𝑡− 𝑙)𝐵)𝜙(𝑙), −∞⩽ 𝑙⩽ 0, функции 𝑀𝑘(𝑡) (𝑘=1, 𝑁)
определяются формулами (4),

𝑣(0)=𝜙1, 𝜉0(0)=𝐴
1/2
0 𝜙0,

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)|𝑡=0=

0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠, 𝜏 > 0, 𝑘=1, 𝑁. (24)

Рассмотрим последние 𝑁 уравнений системы (23). Применим к этим уравнениям ме-
тод вариации произвольных постоянных. По определению оператора T𝑘𝜉(𝜏)= 𝜕𝜉(𝜏)/𝜕𝜏 , где
𝐷(T𝑘)= {𝜉 ∈Ω𝑘 : 𝜕𝜉/𝜕𝜏 ∈Ω𝑘}, 𝑘=1, 𝑁 , соответствующие однородные уравнения имеют вид

𝑑𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)

𝑑𝑡
=T𝑘𝜉𝑘(𝑡, 𝜏), 𝑘=1, 𝑁.

Следовательно, общие решения однородных уравнений могут быть записаны в виде 𝜉𝑂𝑘 (𝑡, 𝜏)=
= 𝑒𝑡T𝑘𝐶𝑘(𝜏), 𝑘=1, 𝑁 , где 𝐶𝑘(𝜏)∈𝐷(T𝑘) — произвольные векторы.

Применяя формулу (19) для решения последних 𝑁 неоднородных уравнений системы (23)
при заданных начальных условиях 𝜉𝑘(0, 𝜏), 𝑘=1, 𝑁 , определяемых формулами (24), и полагая
𝑣(𝑡)=𝜙′(𝑡), 𝜙(0)=𝜙0 при 𝑡∈ (𝑙, 0], имеем

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)= 𝑒𝑡T𝑘𝜉𝑘(0, 𝜏)+

𝑡ˆ

0

𝑒(𝑡−𝑠)T𝑘𝑅𝑘(𝜏)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=

= 𝜉𝑘(0, 𝜏+ 𝑡)+

𝑡ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=

=

0ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑘=1, 𝑁.
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Таким образом, получаем следующие представления решений последних 𝑁+1 уравнений
системы (23) c начальными условиями 𝜉𝑘(0, 𝜏), 𝑘=1, 𝑁 , 𝜉0(0), определяемыми формулами
(24), положив 𝑣(𝑡)=𝜙′(𝑡), 𝜙(0)=𝜙0 при 𝑡∈ (𝑙, 0]:

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)=

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑘=1, 𝑁, 𝜉0(𝑡)=

𝑡ˆ

𝑙

𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+𝐴

1/2
0 𝜙(𝑙).

Из первого уравнения системы (23) находим

𝜉0(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏 ∈𝐷(𝐴
1/2
0 ).

Подставив найденные выражения для 𝜉0(𝑡) и 𝜉𝑘(𝑡, 𝜏) в первое уравнение системы (23), будем
иметь

𝑡ˆ

𝑙

𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+𝐴

1/2
0 𝜙(𝑙)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝜏 =

=

𝑡ˆ

𝑙

[︂
𝐴

1/2
0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘𝐴

1/2
0

]︂
𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+𝐴

1/2
0 𝜙(𝑙)∈𝐷(𝐴

1/2
0 ).

По условиям теоремы 2 вектор-функция 𝐴0𝜙(𝑡) ограничена при 𝑡→ 𝑙 при фиксированном
значении параметра 𝑙 (−∞⩽ 𝑙⩽ 0), следовательно, 𝜙(𝑙)∈𝐻1, откуда получаем

𝑡ˆ

𝑙

[︂
𝐴

1/2
0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘𝐴

1/2
0

]︂
𝑣(𝑠) 𝑑𝑠∈𝐷(𝐴

1/2
0 ).

Рассмотрим вектор-функцию

−𝐴1/2
0

𝑡ˆ

𝑙

[︂
𝐴

1/2
0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘𝐴

1/2
0

]︂
𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=

=−𝐴0

𝑡ˆ

𝑙

𝐴
−1/2
0

[︂
𝐼+

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘

]︂
𝐴

1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡> 0. (25)

Из (25) следует, что

𝑡ˆ

𝑙

𝐴
−1/2
0

[︂
𝐼+

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘

]︂
𝐴

1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠∈𝐷(𝐴0). (26)

Введём обозначение

𝑅(𝑡) :=𝐴
−1/2
0

[︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

(︂+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡) 𝑑𝜏

)︂
𝑄*
𝑘𝑄𝑘

]︂
𝐴

1/2
0 , 𝑡 > 0.

Тогда вектор-функцию (26) можно переписать в виде

𝑡ˆ

0

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

𝑅(𝑡−𝑠)𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=: 𝑦(𝑡)∈𝐷(𝐴0). (27)
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После интегрирования по частям в (27) получаем следующее интегральное уравнение:

(𝐼+𝑅(0))

𝑡ˆ

𝑙

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

𝑙

𝑅′(𝑡−𝑠)
(︂ 𝑠ˆ

𝑙

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠= 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)∈𝐶(R+, 𝐻1), (28)

где

𝑅′(𝑡)=−𝐴−1/2
0

[︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑡)𝑄
*
𝑘𝑄𝑘

]︂
𝐴

1/2
0 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑡)𝐴
−1
0 𝐴𝑘,

𝑅(0)=𝐴
−1/2
0

[︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(0)𝑄
*
𝑘𝑄𝑘

]︂
𝐴

1/2
0 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(0)𝐴
−1
0 𝐴𝑘,

которое можно записать как

(𝐼+𝑅(0))

𝑡ˆ

0

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)
(︂ 𝑠ˆ

0

𝑣(𝑝) 𝑑𝑝

)︂
𝑑𝑠= 𝑦(𝑡)−Φ(𝑡), (29)

где

Φ(𝑡) := (𝐼+𝑅(0))(𝜙(0)−𝜙(𝑙))+
0ˆ

𝑙

𝑅′(𝑡−𝑠)(𝜙(𝑠)−𝜙(𝑙)) 𝑑𝑠+
𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)(𝜙(0)−𝜙(𝑙)) 𝑑𝑠,

Φ(𝑡)∈𝐷(𝐴0), так как заданная вектор-функция 𝐴0𝜙(𝑡)∈𝐶([𝑙, 0], 𝐻) по условию теоремы 2.
Введём вектор-функцию 𝑤(𝑡) :=

´ 𝑡
0 𝑣(𝑠)𝑑𝑠, тогда уравнение (29) можно переписать в виде

интегрального уравнения Вольтерры второго рода

(𝐼+𝑅(0))𝑤(𝑡)+

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)𝑤(𝑠) 𝑑𝑠= 𝑦(𝑡)−Φ(𝑡). (30)

Покажем, что 𝑅′(𝑡)∈𝐶(R+,ℬ(𝐻1)). Действительно, для любого 𝑧 ∈𝐻1

‖𝑅′(𝑡)𝑧‖𝐻1 =

⃦⃦⃦⃦[︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑡)𝐴𝑘

]︂
𝐴−1

0 (𝐴0𝑧)

⃦⃦⃦⃦
𝐻

⩽

⩽

⃦⃦⃦⃦ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑡)𝐴𝑘𝐴
−1
0

⃦⃦⃦⃦
𝐻

‖𝑧‖𝐻1 ⩽

[︂(︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑡)
⃦⃦
𝐴𝑘𝐴

−1
0

⃦⃦
𝐻

)︂]︂
‖𝑧‖𝐻1 .

Таким образом, 𝑅′(𝑡)∈ℬ(𝐻1) и 𝑅′(𝑡)∈𝐶(R+,ℬ(𝐻1)). Далее, из (30) получаем

𝑤(𝑡)= (𝐼+𝑅(0))−1

(︂
𝑦(𝑡)−Φ(𝑡)−

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)𝑤(𝑠) 𝑑𝑠
)︂
=:𝐿𝑤(𝑡),

где оператор 𝐿 : 𝐶(R+, 𝐻1)→𝐶(R+, 𝐻1). Покажем, что ‖𝐿‖𝐶(R+;ℬ(𝐻1))<+∞.
Предложение 2. Для любых 𝑤1(𝑡), 𝑤2(𝑡)∈𝐻1 и для любого 𝑇 > 0 при 𝑡∈ [0, 𝑇 ] имеет

место оценка
sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝐿𝑤1(𝑡)−𝐿𝑤2(𝑡)‖𝐻1 ⩽𝜅 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑤1(𝑡)−𝑤2(𝑡)‖𝐻1 ,

где 𝜅=
∑︀𝑁

𝑘=1(𝑀𝑘(0)𝐴𝑘)(𝐴+𝐵)−1 <+∞, функции 𝑀𝑘(𝑡) (𝑘 = 1, 𝑁) определяются формула-
ми (4).

Доказательство. Действительно, для любых 𝑤1(𝑡), 𝑤2(𝑡)∈𝐻1 при 𝑡> 0 имеем

‖𝐿𝑤1(𝑡)−𝐿𝑤2(𝑡)‖𝐻1 =

⃦⃦⃦⃦
(𝐼+𝑅(0))−1

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)(𝑤1(𝑠)−𝑤2(𝑠)) 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐻1

. (31)
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Далее для любого 𝑧 ∈𝐻1 получаем⃦⃦
(𝐼+𝑅(0))−1𝑧

⃦⃦
𝐻1

=
⃦⃦
𝐴0(𝐼+𝑅(0))

−1𝐴−1
0 (𝐴0𝑧)

⃦⃦
𝐻
=
⃦⃦
(𝐴0(𝐼+𝑅(0))𝐴

−1
0 )−1(𝐴0𝑧)

⃦⃦
𝐻
.

Нетрудно проверить, используя определение оператора 𝐴0, что 𝐴0(𝐼+𝑅(0))𝐴
−1
0 =(𝐴+𝐵)𝐴−1

0 .
Тогда ⃦⃦

(𝐴0(𝐼+𝑅(0))𝐴
−1
0 )−1(𝐴0𝑧)

⃦⃦
𝐻
=
⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1(𝐴0𝑧)

⃦⃦
𝐻
. (32)

Подставляя в формулу (32) 𝑧=
´ 𝑡
0 𝑅

′(𝑡−𝑠)𝑤(𝑠) 𝑑𝑠, учитывая представление (31), для любого
𝑇 > 0 будем иметь соотношения

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝐿𝑤1(𝑡)−𝐿𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1

= sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)(𝑤1(𝑠)−𝑤2(𝑠)) 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐻

⩽

⩽ sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝑤1(𝑡)−𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1

⃦⃦⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)𝐴−1
0 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐻

. (33)

Далее можно установить следующую оценку:

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0

𝑡ˆ

0

𝑅′(𝑡−𝑠)𝐴−1
0 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐻

=

= sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0(𝑅(𝑡)−𝑅(0))𝐴−1

0

⃦⃦
𝐻
⩽
⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0𝑅(0)𝐴

−1
0

⃦⃦
𝐻
. (34)

Нетрудно проверить, используя определение оператора 𝐴0, что

⃦⃦
𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0𝑅(0)𝐴

−1
0

⃦⃦
𝐻
=

⃦⃦⃦⃦ 𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑀𝑘(0)𝐴𝑘)(𝐴+𝐵)−1

⃦⃦⃦⃦
𝐻

<+∞, (35)

где операторы 𝐴𝑘 определяются формулами (6). Действительно, справедлива цепочка ра-
венств

𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0𝑅(0)𝐴
−1
0 =𝐴0(𝐴+𝐵)−1𝐴0

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(0)𝐴
−1
0 𝐴𝑘𝐴

−1
0 =

=𝐴0(𝐴+𝐵)−1
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(0)𝐴𝑘𝐴
−1
0 =𝐴0(𝐴+𝐵)−1(𝐴+𝐵−𝐴0)𝐴

−1
0 =

=𝐴0(𝐴+𝐵)−1((𝐴+𝐵)𝐴−1
0 −𝐼)= 𝐼−𝐴0(𝐴+𝐵)−1=

= 𝐼−
(︂
𝐴+𝐵−

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑀𝑘(0)𝐴𝑘)

)︂
(𝐴+𝐵)−1=

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑀𝑘(0)𝐴𝑘)(𝐴+𝐵)−1.

Из установленных оценок (33)–(35) получаем

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝐿𝑤1(𝑡)−𝐿𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1

⩽
⃦⃦
(𝑀1(0)𝐴+𝑀2(0)𝐵)(𝐴+𝐵)−1

⃦⃦
𝐻

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝑤1(𝑡)−𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1

=

=𝜅 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝑤1(𝑡)−𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1
,

где 𝜅=
⃦⃦∑︀𝑁

𝑘=1(𝑀𝑘(0)𝐴𝑘)(𝐴+𝐵)−1
⃦⃦
𝐻
<+∞, что завершает доказательство предложения 2.
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Отсюда следует, что для любого 𝑛∈N

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝐿𝑛𝑤1(𝑡)−𝐿𝑛𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1

⩽
𝜅𝑛𝑇𝑛

𝑛!
sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦
𝑤1(𝑡)−𝑤2(𝑡)

⃦⃦
𝐻1
. (36)

В неравенстве (36) значение 𝑛 можно выбрать настолько большим, что 𝜅𝑛𝑇𝑛/𝑛!< 1. Сле-
довательно, ‖𝐿𝑛‖𝐶([0,𝑇 ];ℬ(𝐻1)) < 1, т.е. отображение 𝐿𝑛 : 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐻1)→𝐶([0, 𝑇 ], 𝐻1) является
сжимающим и уравнение (30) имеет единственное решение 𝑤(𝑡)∈𝐶([0, 𝑇 ], 𝐻1). В силу произ-
вольности выбора 𝑇 >0 отсюда получаем, что решение 𝑤(𝑡)∈𝐶([0,+∞), 𝐻1). Таким образом,

𝑡ˆ

𝑙

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=

0ˆ

𝑙

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠=

0ˆ

𝑙

𝜙′(𝑠) 𝑑𝑠+𝑤(𝑡)=𝜙(0)−𝜙(𝑙)+𝑤(𝑡)∈𝐶([0,+∞), 𝐻1).

Рассмотрим первое уравнение системы (23) с учётом
´ 𝑡
𝑙 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠∈𝐶([0,+∞), 𝐻1). Справед-

ливы следующие равенства:

−𝐴1/2
0

[︂
𝜉0(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏

]︂
+𝑓(𝑡)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑡− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙)=

=−𝐴1/2
0

[︂ 𝑡ˆ

𝑙

𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠+𝐴

1/2
0 𝜙0+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄*
𝑘

+∞ˆ

0

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

]︂
+

+𝑓(𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑡− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙)=

=−
[︂ 𝑡ˆ

𝑙

𝐴0
𝑑

𝑑𝑠
𝑢(𝑠) 𝑑𝑠+𝐴0𝜙0+

𝑁∑︁
𝑘=1

+∞ˆ

0

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠)𝐴𝑘
𝑑

𝑑𝑠
𝑢(𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝜏

]︂
+𝑓(𝑡)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑘(𝑡− 𝑙)𝐴𝑘𝜙(𝑙)=

=−
[︂
𝐴0𝑢(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡ˆ

𝑙

(︂ +∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜏+ 𝑡−𝑠) 𝑑𝜏
)︂
𝐴𝑘

𝑑

𝑑𝑠
𝑢(𝑠) 𝑑𝑠

]︂
+𝑓(𝑡)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝜙(𝑙)

+∞ˆ

𝑡−𝑙

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=

=−𝐴0𝑢(𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=1

[︂(︂
𝐴𝑘𝑢(𝑠)

+∞ˆ

𝑡−𝑠

𝑅𝑘(𝑝) 𝑑𝑝

)︂⃒⃒⃒⃒𝑡
𝑙

−
𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝑡−𝑠)𝐴𝑘𝑢(𝑠) 𝑑𝑠
]︂
+𝑓(𝑡)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝜙(𝑙)

+∞ˆ

𝑡−𝑙

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=

=−𝐴0𝑢(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

[︂
−𝐴𝑘𝑢(𝑡)

+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝑝) 𝑑𝑝+𝐴𝑘𝑢(𝑙)

+∞ˆ

𝑡−𝑙

𝑅𝑘(𝑝) 𝑑𝑝+

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝑡−𝑠)𝐴𝑘𝑢(𝑠) 𝑑𝑠
]︂
+

+𝑓(𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝜙(𝑙)

+∞ˆ

𝑡−𝑙

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=

=

(︂
−1+

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝑎𝑘

+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠

)︂)︂
𝐴𝑢(𝑡)+

(︂
−1+

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝑏𝑘

+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝑠) 𝑑𝑠

)︂)︂
𝐵𝑢(𝑡)+

+
𝑁∑︁
𝑘=1

[︂
−(𝑎𝑘𝐴+𝑏𝑘𝐵)𝑢(𝑡)

+∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝑝) 𝑑𝑝+

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝑡−𝑠)(𝑎𝑘𝐴+𝑏𝑘𝐵)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠

]︂
+𝑓(𝑡)=

=−(𝐴+𝐵)𝑢(𝑡)+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡ˆ

𝑙

𝑅𝑘(𝑡−𝑠)(𝑎𝑘𝐴+𝑏𝑘𝐵)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠+𝑓(𝑡).
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Таким образом, полученное уравнение совпадает с уравнением (1) при выполнении усло-
вий 𝑢(+0) =𝜙0, 𝑢′(+0) =𝜙1, 𝑢(𝑡) =𝜙(𝑡), 𝑡∈ [𝑙, 0], −∞⩽ 𝑙⩽ 0, где 𝜙(0) =𝜙0, 𝜙′(0) =𝜙1. Сле-
довательно, 𝑢(𝑡) — классическое решение задачи (1), (2). Более того, выполнение условий
теоремы 2 обеспечивает выполнение условий теоремы 6 и тогда оценки (14), (15) следуют
из оценок (21), (22), соответственно.

Замечание 3. Условие 𝐴
1/2
0 𝐴𝑘𝜙0 ∈𝐻 эквивалентно условию 𝜙0 ∈𝐻3/2.

Теорема 2 доказана.
Доказательства теорем 3, 4 проводятся аналогично доказательству теоремы 2.

5.2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРЕДЛОЖЕНИЯ 1

Условие (13) равносильно выполнению следующих условий:

𝐴
1/2
0 𝜙0+

𝑁∑︁
𝑘=1

∞̂

0

𝑄*
𝑘

(︂ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

)︂
𝑑𝜏 ∈𝐷(𝐴

1/2
0 ),

0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠∈Ω𝑘,

0ˆ

−∞

𝑅′
𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴

1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠∈Ω𝑘, 𝑘=1, 2.

По условию теоремы 4 𝜙0 ∈ 𝐻1 и 𝜙′(𝑡) ∈ 𝐶((−∞, 0], 𝐻1). Отсюда, используя неравенство
Гёльдера, получаем оценки⃦⃦⃦⃦

𝐴
1/2
0

𝑁∑︁
𝑘=1

+∞ˆ

0

𝑄*
𝑘

(︂ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

)︂
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
𝐻

⩽

⩽
𝑁∑︁
𝑘=1

+∞ˆ

0

(︂ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)
⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
0 𝑄*

1𝑄1𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐻

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝜏 ⩽

⩽
𝑁∑︁
𝑘=1

+∞ˆ

0

(︂ 0ˆ

−∞

(𝑅𝑘(𝜏−𝑠))2 𝑑𝑠
)︂1/2(︂ 0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠

)︂1/2
𝑑𝜏 ⩽

⩽
𝑁∑︁
𝑘=1

[︂ +∞ˆ

0

(︂ +∞ˆ

𝜏

(𝑅𝑘(𝜉))
2𝑑𝜉

)︂1/2
𝑑𝜏

(︂ 0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠

)︂1/2]︂
⩽

⩽
𝑁∑︁
𝑘=1

[︂(︂ +∞ˆ

0

√︀
𝑅𝑘(𝜏) 𝑑𝜏

)︂(︂ +∞ˆ

0

𝑅𝑘(𝜉) 𝑑𝜉

)︂1/2(︂ 0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠

)︂1/2]︂
⩽

⩽
𝑁∑︁
𝑘=1

[︂(︂ +∞ˆ

0

√︀
𝑅𝑘(𝜏) 𝑑𝜏

)︂√︀
𝑀𝑘(0)

(︂ 0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠

)︂1/2]︂
,

поскольку 𝐴1/2
0 𝑄*

𝑘𝑄𝑘𝐴
1/2
0 =𝐴𝑘 и 𝑀𝑘(0) определяется формулой (4). Справедливы следующие

оценки: ⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴
1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

=

+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)𝐴
1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝜏 ⩽

⩽
+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ 0ˆ

−∞

𝑅𝑘(𝜏−𝑠)
⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑠

)︂2
𝐻

𝑑𝜏 ⩽
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⩽
+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ 0ˆ

−∞

(𝑅𝑘(𝜏−𝑠))2 𝑑𝑠
)︂
𝑑𝜏

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠=

=

+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ +∞ˆ

𝜏

(𝑅𝑘(𝜉))
2 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝜏

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠⩽

⩽
+∞ˆ

0

√︀
𝑅𝑘(𝜏)

(︂ +∞ˆ

𝜏

√︀
𝑅𝑘(𝜉) 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝜏

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠⩽

(︂ +∞ˆ

0

√︀
𝑅𝑘(𝜏) 𝑑𝜏

)︂2 0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠,

так как 𝑄𝑘𝐴
1/2
0 =𝐴

1/2
𝑘 ;⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

−∞

𝑅′
𝑘(𝜏−𝑠)𝑄𝑘𝐴

1/2
0

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
Ω𝑘

=

+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

⃦⃦⃦⃦ 0ˆ

−∞

𝑅′
𝑘(𝜏−𝑠)𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝜏 ⩽

⩽
+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ 0ˆ

−∞

𝑅′
𝑘(𝜏−𝑠)

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑠

)︂2

𝐻

𝑑𝜏 ⩽

⩽
+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ 0ˆ

−∞

(𝑅′
𝑘(𝜏−𝑠))2 𝑑𝑠

)︂
𝑑𝜏

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠=

=

+∞ˆ

0

1

𝑅𝑘(𝜏)

(︂ +∞ˆ

𝜏

(𝑅′
𝑘(𝜉))

2 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝜏

0ˆ

−∞

⃦⃦⃦⃦
𝐴

1/2
𝑘

𝑑𝜙(𝑠)

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

𝑑𝑠.

Таким образом, условия (16), (17) являются достаточными для выполнения условия (13).
Предложение 1 доказано.
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We discuss the issues of correct solvability and exponential stability of solutions of abstract integro-
differential equations with kernels of integral operators of general type from the space of functions
integrable on the positive semiaxis. The abstract integro-differential equations are studied in this
paper are operator models of viscoelasticity theory problems. The proposed approach to the study of
these integro-differential equations is related to the application of the semigroups theory and can also
be used to study other integro-differential equations containing integral terms of Volterra convolution
type.
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