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Для любого конечного множества неотрицательных чисел, содержащего нуль, построена
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элементы заданного множества попарно соизмеримы), у которой спектры показателей
колеблемости знаков, нулей, корней и гиперкорней совпадают с этим множеством,
причём все значения указанных показателей существенны.
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ВВЕДЕНИЕ

Для заданного числа 𝑛∈N обозначим через ℳ𝑛 множество линейных систем

𝑥̇=𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥∈R𝑛, 𝑡∈R+≡ [0, +∞),

с непрерывными ограниченными оператор-функциями 𝐴: R+ → EndR𝑛 (каждую из кото-
рых будем отождествлять с задаваемой ею системой). Множество всех ненулевых решений
системы 𝐴∈ℳ𝑛 обозначим через 𝒮*(𝐴) и положим

𝒮𝑛=
⋃︁

𝐴∈ℳ𝑛

𝒮*(𝐴).

Все асимптотические характеристики колеблемости, введённые И.Н. Сергеевым в работах
[1–4], для решений линейных однородных дифференциальных уравнений первого порядка
равны нулю, а на множестве решений двумерных систем, отвечающих линейным уравнениям
второго порядка, все верхние (как и все нижние) характеристики колеблемости равны между
собой и их спектры (т.е. множества значений на ненулевых решениях) состоят из одного
числа (см. [2]).

В статьях [2, 5, 6] полностью описаны спектры всех показателей колеблемости автономных
систем; в [7, 8] было установлено, что спектры показателей колеблемости нулей любой
автономной системы содержат одно типичное значение.

В работе [9] доказано существование двумерной линейной системы с периодическими
коэффициентами, спектры всех показателей колеблемости которой содержат любое напе-
рёд заданное конечное число существенных значений. Кроме того, доказано существование
линейной двумерной дифференциальной системы со счётным множеством существенных
значений всех показателей колеблемости.
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Е.М. Шишлянниковым установлено [10], что для любого конечного множества неотрица-
тельных чисел, содержащего нуль, существует двумерная линейная однородная дифферен-
циальная система, у которой спектры показателей блуждаемости являются существенными
и совпадают с этим множеством. Если все эти числа попарно соизмеримы, то систему можно
выбрать периодической. В настоящей работе эти свойства перенесены и на все показатели
колеблемости.

1. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Сначала дадим основные определения.
Определение 1 [1]. Скажем, что в точке 𝑡 > 0 происходит строгая (нестрогая) смена

знака функции 𝑦 : R+ →R, если в любой проколотой окрестности этой точки функция 𝑦
принимает как положительные (неотрицательные), так и отрицательные (неположительные)
значения.

Определение 2 [1–4]. Для вектора 𝑚∈R𝑛* ≡R𝑛∖{0} и вектор-функции 𝑥∈𝒮𝑛 обозначим:
𝜈−(𝑥,𝑚, 𝑡) — число точек строгой смены знака скалярного произведения ⟨𝑥,𝑚⟩ на про-

межутке (0, 𝑡];
𝜈∼(𝑥,𝑚, 𝑡) — число точек нестрогой смены знака функции ⟨𝑥,𝑚⟩ на промежутке (0, 𝑡];
𝜈0(𝑥,𝑚, 𝑡) — число нулей функции ⟨𝑥,𝑚⟩ на промежутке (0, 𝑡];
𝜈+(𝑥,𝑚, 𝑡) — число корней (т.е. нулей с учётом их кратности) функции ⟨𝑥,𝑚⟩ на про-

межутке (0, 𝑡];
𝜈*(𝑥,𝑚, 𝑡) — число гиперкорней функции ⟨𝑥,𝑚⟩ на промежутке (0, 𝑡], где в процессе

подсчёта этого количества каждый некратный корень считается ровно один раз, а кратный —
бесконечно много раз, независимо от его фактической кратности.

Определение 3 [2–4]. Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колеблемости
знаков, нулей, корней и гиперкорней функции 𝑥∈ 𝒮𝑛, при 𝛼=−,∼, 0,+, * соответственно,
зададим формулами

𝜈𝛼∙ (𝑥)≡ inf
𝑚∈R𝑛

*
lim

𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

(︂
𝜈𝛼∙ (𝑥)≡ inf

𝑚∈R𝑛
*

lim
𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

)︂
,

𝜈𝛼∘ (𝑥)≡ lim
𝑡→+∞

inf
𝑚∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

(︂
𝜈𝛼∘ (𝑥)≡ lim

𝑡→+∞
inf
𝑚∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

)︂
.

К определению 3 при любом 𝛼∈{−,∼, 0,+, *} добавим ещё обозначения

𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑠, 𝑡)≡ 𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)−𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑠), 𝑥∈𝒮𝑛, 𝑚∈R𝑛* , 0⩽ 𝑠< 𝑡.

Определение 4 [4]. Для функции 𝑥∈𝒮𝑛 условимся о следующем:
1) если значение некоторого верхнего (с обозначением ^) показателя колеблемости совпа-

дает со значением одноимённого нижнего (с обозначением ˇ) показателя, то будем называть
это значение точным, записывая его без знаков ^ и ˇ;

2) если значение некоторого слабого (с обозначением ∘) показателя колеблемости совпа-
дает со значением одноимённого сильного (с обозначением ∙) показателя, то будем называть
это значение абсолютным, записывая его без знаков ∘ и ∙.

Определение 5 [7, 8]. Множество всех значений показателя κ : 𝒮*(𝐴)→ R+ назовём
спектром этого показателя системы 𝐴∈ℳ𝑛, причём значение 𝑎∈κ(𝒮*(𝐴)) назовём суще-
ственным, если подмножество

{𝑥(0): 𝑥∈𝒮*(𝐴), κ(𝑥)= 𝑎}⊂R2
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имеет положительную меру и заполняет некоторое открытое множество, возможно, с точ-
ностью до множества первой категории Бэра, т.е. счётного объединения нигде не плотных
подмножеств. Через essκ(𝒮*(𝐴)) обозначим множество всех существенных значений пока-
зателя κ для системы 𝐴 и назовём его существенным спектром системы 𝐴.

Возможность реализации конечных существенных спектров показателей колеблемости
двумерной дифференциальной системы гарантирует следующая

Теорема. Для любого конечного множества 𝑆 неотрицательных чисел, содержащего
нуль, существует такая система 𝐴 ∈ℳ2 (периодическая, если элементы множества 𝑆
попарно соизмеримы), что справедливы равенства

𝜈−(𝑥)= 𝜈∼(𝑥)= 𝜈0(𝑥)= 𝜈+(𝑥)= 𝜈*(𝑥), 𝑥∈𝒮*(𝐴),

κ(𝒮*(𝐴))= essκ(𝒮*(𝐴))=𝑆, κ= 𝜈−, 𝜈∼, 𝜈0, 𝜈+, 𝜈*. (1)

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ФАКТЫ

Приведём свойства специальных вектор-функций, необходимые для доказательства ос-
новного результата.

Для произвольной вектор-функции 𝑧∈𝐶1(𝐸,R2
*) (𝐸 — либо отрезок [0, 𝑇 ], либо полуось

R+) однозначно определим функцию 𝜑𝑧: 𝐸→R соотношениями

𝜑𝑧(0)∈ [0, 2𝜋), |𝑧(𝑡)|(cos𝜑𝑧(𝑡) sin𝜑𝑧(𝑡))
т = 𝑧(𝑡), 𝑡∈𝐸, 𝜑𝑧 ∈𝐶1(𝐸).

Для любых 𝑇 > 0, 𝜙0 ∈ [0, 2𝜋), 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2] обозначим через 𝒜0(𝑇, 𝜙0, 𝛿) и 𝒜1(𝑇, 𝜙0, 𝛿)
множества, состоящие из вектор-функций 𝑢∈𝐶1([0, 𝑇 ],R2

*), удовлетворяющих условиям:
1) 𝜑(0)=𝜙0, где 𝜑=𝜑𝑢;
2) функция 𝜑 нестрого монотонна на отрезках [0, 𝑇/4] и [𝑇/4, 𝑇/2];
3) при каждом 𝑡∈ (0, 𝑇/2] верно равенство 𝜑(𝑇/2+ 𝑡)=𝜑(𝑇/2− 𝑡);
4) для 𝑢∈𝒜0(𝑇, 𝜙0, 𝛿) при каждом 𝑡∈ (0, 𝑇/2] выполнено включение 𝜑(𝑡)−𝜙0 ∈ [0, 𝜋−𝛿];
5) для 𝑢∈𝒜1(𝑇, 𝜙0, 𝛿) функция 𝜑 нестрого возрастает на отрезке [0, 𝑇/2] и 𝜋⩽𝜑(𝑇/2)−

−𝜙0⩽ 3𝜋/2.
Для любой функции 𝑧 ∈ 𝒮2 и для любых чисел 𝑖 ∈ N и 𝑇 > 0 определим функцию

𝑢𝑖≡𝑢𝑇,𝑖𝑧 ∈𝐶1([0, 𝑇 ],R2
*) с помощью равенства

𝑢𝑇,𝑖𝑧 (𝑡)≡ 𝑧((𝑖−1)𝑇 + 𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑇 ].

Вычисление значений показателей колеблемости для некоторых функций из множества 𝒮2

упрощает следующая
Лемма 1. Если для чисел 𝑎∈ [0, 1], 𝑇 > 0, 𝜙0 ∈ [0, 2𝜋), 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2], последовательности

𝑙𝑖 ∈{0, 1}, 𝑖∈N, и решения 𝑧 ∈𝒮2 имеют место соотношения

lim
𝑝→+∞

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖= 𝑎,

𝑢𝑖 ∈𝒜𝑙𝑖(𝑇, 𝜙0, 𝛿), 𝑖∈N, (2)

то справедливы равенства

𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)= 2𝑎𝜋/𝑇, 𝛼∈{−,∼, 0,+, *}. (3)
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Доказательство. Из определений множеств 𝒜0(𝑇, 𝜙0, 𝛿), 𝒜1(𝑇, 𝜙0, 𝛿) и условия (2) сле-
дует существование для наперёд выбранного решения 𝑧 ∈ 𝒮2 вектора 𝑚𝑧 ∈R2

* такого, что
при любых 𝛼∈{−,∼, 0,+, *}, 𝑖∈N выполняется

inf
𝑚∈R2

*
𝜈𝛼(𝑧,𝑚, (𝑖−1)𝑇, 𝑖𝑇 )= 𝜈𝛼(𝑧,𝑚𝑧, (𝑖−1)𝑇, 𝑖𝑇 )=

{︃
2, 𝑙𝑖=1,

0, 𝑙𝑖=0,

откуда для нижних слабых показателей колеблемости будем иметь

𝜈𝛼∘ (𝑧)= lim
𝑡→+∞

inf
𝑚∈R2

*

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑧,𝑚, 𝑡)= lim

𝑝→+∞
inf
𝑚∈R2

*

𝜋

𝑝𝑇
𝜈𝛼(𝑧,𝑚, 𝑝𝑇 )=

= lim
𝑝→+∞

inf
𝑚∈R2

*

𝜋

𝑝𝑇

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜈𝛼(𝑧,𝑚, (𝑖−1)𝑇, 𝑖𝑇 )= lim
𝑝→+∞

𝜋

𝑝𝑇

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜈𝛼(𝑧,𝑚𝑧, (𝑖−1)𝑇, 𝑖𝑇 )=

= lim
𝑝→+∞

𝜋

𝑝𝑇

𝑝∑︁
𝑖=1

2𝑙𝑖=
2𝜋

𝑇
lim

𝑝→+∞

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖=
2𝜋

𝑇
𝑎.

С учётом установленных равенств и определений показателей колеблемости получим
соотношения

2𝜋

𝑇
𝑎= 𝜈𝛼∘ (𝑧)⩽ 𝜈𝛼∙ (𝑧)⩽ 𝜈𝛼∙ (𝑧)= inf

𝑚∈R2
*

lim
𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑧,𝑚, 𝑡)⩽ lim

𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑧,𝑚𝑧, 𝑡)=

= lim
𝑝→+∞

𝜋

𝑝𝑇
𝜈𝛼(𝑧,𝑚𝑧, 𝑝𝑇 )= lim

𝑝→+∞

𝜋

𝑝𝑇

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜈𝛼(𝑧,𝑚𝑧, (𝑖−1)𝑇, 𝑖𝑇 )=
2𝜋

𝑇
𝑎,

все нестрогие неравенства в них превращаются в равенства, а значит, справедливость ра-
венств (3) установлена. Лемма доказана.

Для вектор-функций из определённых выше классов справедлива
Лемма 2 [10]. Для любых чисел 𝑇 > 0 и 1<𝑐−<𝑐+ существуют вектор-функции 𝑢, 𝑣∈

∈𝐶1([0, 𝑇 ],R2
*), число 𝜖>0 и функция 𝑑 : R∖ [𝑐−, 𝑐+]→ (0, 𝜋/2], для которых верны следующие

утверждения:
(i) выполняются равенства

𝑢(0)=𝑢(𝑇 )= (1 0)т, 𝑣(0)= 𝑣(𝑇 )= (0 1)т, 𝑢̇(0)= 𝑢̇(𝑇 )= 𝑣̇(0)= 𝑣̇(𝑇 )= (0 0)т;

(ii) при всех 𝑡∈ [0, 𝑇 ] справедлива оценка det(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))⩾ 𝜖;
(iii) имеет место включение 𝑢∈𝒜0(𝑇, 0, 𝜋/2) и для любого 𝑐∈R верно одно из включений

𝑐𝑢+𝑣 ∈

⎧⎨⎩𝒜0(𝑇, 𝜙𝑐, 𝑑(𝑐)), 𝑐∈R∖ [𝑐−, 𝑐+],

𝒜1(𝑇, 𝜙𝑐, 𝑑(𝑐)), 𝑐∈ [𝑐−, 𝑐+],
𝜙𝑐≡𝜋/2−arctg 𝑐.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

1. Пусть при некотором 𝑙 ∈ N задано множество 𝑆 = {0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙} и 𝑎𝑙 = max𝑆. Для
каждого 𝑘∈{1, . . . , 𝑙} определим последовательность из целых чисел (𝜆𝑘(𝑗))

+∞
𝑗=1 с помощью

равенств
𝑎′𝑘≡

𝑎𝑘
𝑎𝑙
, 𝜆𝑘(𝑗)≡ [𝑗𝑎′𝑘]− [(𝑗−1)𝑎′𝑘],

где [·] — целая часть числа.
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Из представления 𝜆𝑘(𝑗) = 𝑎′𝑘−{𝑗𝑎′𝑘}+{(𝑗−1)𝑎′𝑘} (здесь {·} – дробная часть числа) и
неравенства 𝑎′𝑘⩽ 1 следует, что 𝜆𝑘(𝑗)< 2, поэтому верны включения

𝜆𝑘(𝑗)∈{0, 1}, 𝑘∈{1, . . . , 𝑙}, 𝑗 ∈N. (4)

2. Разобьём множество натуральных чисел на блоки: числа 𝑘-го блока — числа
(𝑘−1)𝑙+1, . . . , 𝑘𝑙; считаем, что число (𝑘−1)𝑙+ 𝑖, 1⩽ 𝑖⩽ 𝑙, 𝑘-го блока имеет в нём номер 𝑖.
Другими словами, если 𝑟 ∈ N, то 𝑗𝑟 = [𝑟/𝑙]+1 — номер блока, которому принадлежит 𝑟,
а 𝑟−(𝑗𝑟−1)𝑙 — номер числа 𝑟 в этом блоке.

Для каждого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑙} по последовательности (𝜆𝑘(𝑗))
+∞
𝑗=1 построим подмножество

Λ𝑘⊂N, определив его характеристическую функцию как

𝜒Λ𝑘
(𝑖)=

⎧⎨⎩𝜆𝑘(𝑗𝑖), 𝑘𝑖= 𝑘,

0, 𝑘𝑖 ̸= 𝑘.
(5)

Из соотношений (4) следует, что формула (5) корректно задаёт подмножество Λ𝑘. За-
метим, что элементы Λ𝑘 встречаются только на местах, имеющих номер 𝑘 внутри блоков,
поэтому верны соотношения

Λ𝑘∩Λℎ=∅, 𝑘, ℎ∈{1, . . . , 𝑙}, 𝑘 ̸=ℎ.

Определим подмножество Λ0⊂N как Λ0≡N∖
⋃︀𝑙
𝑘=1 Λ𝑘, тогда имеет место разложение

N=

𝑙⨆︁
ℎ=0

Λℎ. (6)

3. Зафиксируем значения 1<𝑐−1 <𝑐
+
1 < · · ·<𝑐−𝑙 <𝑐

+
𝑙 и для каждого 𝑘∈{1, . . . , 𝑙} по набору

из чисел 𝑇 ≡ 2𝜋/(𝑙𝑎𝑙), 𝑐−𝑘 и 𝑐+𝑘 построим функции 𝑢𝑘, 𝑣𝑘, 𝑑𝑘 и значение 𝜖𝑘 в соответствии с
леммой 2.

Для любого 𝑖 ∈ N выберем число ℎ ∈ {0, . . . , 𝑙} такое, что 𝑖 ∈ Λℎ, и положим 𝜅(𝑖)≡ ℎ,
определив тем самым функцию 𝜅 :N→{0, . . . , 𝑙}. Из соотношения (6) вытекает, что функция
𝜅 корректно определена.

Теперь построим решения 𝑧1 и 𝑧2, положив для каждого 𝑖

𝑢𝑇,𝑖𝑧1 ≡𝑢𝜅(𝑖), 𝑢𝑇,𝑖𝑧2 ≡ 𝑣𝜅(𝑖), (7)

где 𝑢0(𝑡)≡ (1 0)т, 𝑣0(𝑡)≡ (0 1)т при 𝑡∈ [0, 𝑇 ].
Из утверждения (i) леммы 2 следует, что функции 𝑧1 и 𝑧2 непрерывно дифференци-

руемы, а поскольку они построены из конечного числа непрерывных элементов, то при
некотором 𝑏 > 0 и для всех 𝑡 ∈ R+ выполнено условие |𝑧1(𝑡)|, |𝑧2(𝑡)|, |𝑧̇1(𝑡)|, |𝑧̇2(𝑡)| ⩽ 𝑏. Из
утверждения (ii) леммы 2 и равенства det(𝑢0, 𝑣0)= 1 следует при всех 𝑡∈R+ оценка снизу
det(𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡))⩾ 𝜖, где 𝜖≡min{1, 𝜖1, . . . , 𝜖𝑙}. Следовательно, матрица 𝑍 = (𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡)) = (𝑧𝑖𝑗)
является фундаментальной для ограниченной системы 𝐴= 𝑍̇𝑍−1=(𝑧̇𝑖𝑗)(𝑍𝑗𝑘)/det𝑍 ∈ℳ2, где
𝑍𝑗𝑘 — алгебраическое дополнение элемента 𝑧𝑗𝑘.

4. Если элементы множества 𝑆 попарно соизмеримы, то для каждого 𝑘∈{1, . . . , 𝑙} число
𝑎′𝑘 рационально, а значит, при некоторых 𝑝𝑘, 𝑞𝑘 ∈N верно равенство 𝑎′𝑘=𝑝𝑘/𝑞𝑘. Поэтому для
любого 𝑗 ∈N соотношения

𝜆𝑘(𝑗+𝑞𝑘)≡ [(𝑗+𝑞𝑘)𝑎
′
𝑘]− [(𝑗+𝑞𝑘−1)𝑎′𝑘] = [𝑝𝑘+𝑗𝑎

′
𝑘]− [𝑝𝑘+(𝑗−1)𝑎′𝑘] =𝜆𝑘(𝑗)
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начинают выполняться только с 𝑗 = 𝑞𝑘, до этого значения 𝑗 имеем 𝜆𝑘(𝑗) = 0. Такое свой-
ство функции будем называть периодичностью в положительном направлении, начиная
с некоторого числа, т.е. последовательность (𝜆𝑘(𝑗))

+∞
𝑗=1 имеет период 𝑞𝑘 в положительном

направлении, начиная с 𝑗= 𝑞𝑘.
Из определения (5) получаем, что функция 𝜅 имеет период 𝑄≡ 𝑙

∏︀𝑙
𝑘=1 𝑞𝑘 в положитель-

ном направлении, а значит, в силу определения (7) функции 𝑧1 и 𝑧2 имеют период 𝑄𝑇 в
положительном направлении.

5. Для любой функции 𝑧 ∈ 𝒵 ≡ {𝑐𝑧1+ 𝑧2: 𝑐 ∈ R}∪ {𝑧1}, опираясь на формулы (7) и
утверждение (iii) леммы 2, для любого 𝑖∈N определим тип функции 𝑢𝑖≡𝑢𝑇,𝑖𝑧 в каждом из
следующих трех случаев.

I. Пусть 𝑐∈𝐶𝑘≡ [𝑐−𝑘 , 𝑐
+
𝑘 ] при некотором 𝑘∈{1, . . . , 𝑙}. Если 𝑧= 𝑐𝑧1+𝑧2, то при 𝜙0=𝜙𝑐 и

𝛿=min𝑗∈{1,...,𝑙}∖{𝑘} 𝑑𝑗(𝑐) получим 𝑢𝑖∈𝒜𝑙𝑖(𝑇, 𝜙𝑐, 𝛿), 𝑙𝑖≡𝜒Λ𝑘
(𝑖). Обозначив для любого 𝑝⩾𝑛𝑙+1

𝑛𝑝≡ 𝑗𝑝−1, Δ𝑝≡
𝑝∑︁

𝑖=𝑛𝑙+1

𝑙𝑖⩽ 1,

будем иметь равенства
𝑝∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖=

𝑛𝑝∑︁
𝑗=1

𝑗𝑙∑︁
𝑖=(𝑗−1)𝑙+1

𝑙𝑖+Δ𝑝=

𝑛𝑝∑︁
𝑗=1

𝜆𝑘(𝑗)+Δ𝑝=

𝑛𝑝∑︁
𝑗=1

([𝑗𝑎′𝑘]− [(𝑗−1)𝑎′𝑘])+Δ𝑝= [𝑛𝑝𝑎
′
𝑘]+Δ𝑝,

с учётом которых найдём значение

𝑎= lim
𝑝→+∞

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖=
1

𝑙
lim

𝑝→+∞

𝑛𝑝𝑙

𝑝
lim

𝑝→+∞

[𝑛𝑝𝑎
′
𝑘]

𝑛𝑝
=
𝑎′𝑘
𝑙
.

Отсюда на основании леммы 1 получим

𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)=
2𝜋

𝑙𝑇𝑎𝑙
𝑎𝑘= 𝑎𝑘, 𝛼∈{−,∼, 0,+, *}.

II. Пусть теперь 𝑐∈𝐶0 ≡R∖
⋃︀𝑙
𝑘=1𝐶𝑘. Тогда если 𝑧= 𝑐𝑧1+𝑧2, то имеет место равенство

𝑢𝑖= 𝑐𝑢𝜅(𝑖)+𝑣𝜅(𝑖) и определены значения 𝑑1(𝑐), . . . , 𝑑𝑙(𝑐), поэтому при 𝛿=min{𝑑1(𝑐), . . . , 𝑑𝑙(𝑐)}
верны соотношения

𝑢𝑖 ∈𝒜0(𝑇, 𝜙𝑐, 𝑑𝜅(𝑖)(𝑐))⊂𝒜0(𝑇, 𝜙𝑐, 𝛿), 𝑖∈N.
III. Если 𝑧= 𝑧1, то из равенства 𝑢𝑖=𝑢𝜅(𝑖) получим включение 𝑢𝑖 ∈𝒜0(𝑇, 0, 𝜋/2).
В случаях II и III функция 𝑧 удовлетворяет условиям леммы 1 при 𝑙𝑖=0, 𝑖∈N, и 𝑎=0,

поэтому
𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∙ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)= 𝜈𝛼∘ (𝑧)= 0, 𝛼∈{−,∼, 0,+, *}.

Для остальных решений построенной системы 𝐴∈ℳ2 полученные выше значения показа-
телей колеблемости из множества 𝑆 повторяются, поскольку для любого решения 𝑧∈𝒮*(𝐴)∖𝒵
существует такая функция 𝑧 ∈𝒵, что при некотором 𝑟 ̸=0 выполнено равенство 𝑧= 𝑟𝑧.

6. При любом фиксированном 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑙} для значения 𝑎𝑘 ∈ 𝑆 (𝑎0 ≡ 0) и при всех
κ= 𝜈𝛼∙ , 𝜈

𝛼
∙ , 𝜈

𝛼
∘ , 𝜈

𝛼
∘ , 𝛼∈{−,∼, 0,+, *} имеет место включение

{𝑧(0): 𝑧 ∈𝒮*(𝐴), κ(𝑧)= 𝑎𝑘}⊃{𝑞(𝑐𝑧1(0)+𝑧2(0)): 𝑐∈𝐶𝑘, 𝑞 > 0}≡Ω(𝑎𝑘).

Векторы 𝑧1(0) и 𝑧2(0) линейно независимы, поэтому множество {𝑐𝑧1(0)+𝑧2(0): 𝑐∈𝐶𝑘} пред-
ставляет собой отрезок, не проходящий через нуль, а значит, множество Ω(𝑎𝑘) является
внутренней областью некоторого ненулевого угла, следовательно, имеет положительную ме-
ру и содержит некоторое открытое подмножество. Таким образом, равенство (1) выполнено.

Теорема доказана.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе продемонстрирована возможность реализации конечных существенных
спектров всех показателей колеблемости двумерной линейной однородной ограниченной диф-
ференциальной системы. Остаётся открытым вопрос о возможности реализации счётных су-
щественных спектров какого-либо показателя колеблемости двумерной линейной однородной
системы.
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ON THE REALIZATION OF FINITE ESSENTIAL SPECTRA OF OSCILLATION EXPONENTS
OF TWO-DIMENSIONAL DIFFERENTIAL SYSTEMS
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For any finite set of non-negative numbers containing zero, a two-dimensional linear homogeneous
differential system is constructed (periodic if all elements of a given set are pairwise commensurate), in
which the spectra of the oscillation exponents of signs, zeros, roots and hyper roots coincide with this
set, and all the values of these indicators are essential.

Keywords: linear system of differential equation, oscillation, number of zeros, exponents of oscillation,
Sergeev’s frequencie.
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