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Рассмотрено развитие метода построения асимптотических формул при 𝑥→+∞ фунда-
ментальной системы решений двучленных сингулярных симметрических дифференци-
альных уравнений нечётного порядка с коэффициентами из широкого класса функций,
допускающих осцилляцию (с ослабленными условиями на регулярность, не удовле-
творяющими классическим условиям регулярности Титчмарша–Левитана). На примере
двучленного уравнения третьего порядка (𝑖/2)

[︀
(𝑝(𝑥)𝑦′)′′+(𝑝(𝑥)𝑦′′)′

]︀
+𝑞(𝑥)𝑦=𝜆𝑦 исследо-

вана асимптотика решений при различном поведении коэффициентов 𝑞(𝑥), ℎ(𝑥)=−1+
+1/

√︀
𝑝(𝑥). Получены новые асимптотические формулы для случая, когда ℎ(𝑥) /∈𝐿1[1,∞).
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ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] получены асимптотические формулы для фундаментальной системы решений
(ФСР) двучленного уравнения чётного порядка

(−1)𝑛(𝑝(𝑥)𝑦(𝑛))(𝑛)+𝑞(𝑥)𝑦=𝜆𝑦, 𝑥∈ [1,∞),

где 𝑝 — локально суммируемая функция, допускающая представление 𝑝(𝑥) = (1+ 𝑟(𝑥))−1,
𝑟∈𝐿1[1,∞); 𝑞 — обобщённая функция, представимая при некотором фиксированном 𝑘, 0⩽𝑘⩽
⩽𝑛, в виде 𝑞=𝜎(𝑘) (𝜎 ∈𝐿1[1,∞), если 𝑘 <𝑛, |𝜎|(1+ |𝑟|)(1+ |𝜎|)∈𝐿1[1,∞), если 𝑘=𝑛).

В отличие от уравнений чётного порядка, уравнения нечётного порядка для классов
нерегулярных в смысле Титчмарша–Левитана коэффициентов менее исследованы. Отметим,
что в статьях [2–4] рассмотрена асимптотика решений уравнений нечётного порядка для
некоторых классов коэффициентов 𝑝(𝑥) и 𝑞(𝑥).

В данной работе исследуется асимптотическое поведение при 𝑥→+∞ ФСР для двучлен-
ных уравнений нечётного порядка вида

𝑙𝑦=
𝑖

2

[︀
(𝑝(𝑥)𝑦(𝑛))(𝑛+1)+(𝑝(𝑥)𝑦(𝑛+1))(𝑛)

]︀
+𝑞(𝑥)𝑦=𝜆𝑦, 𝑥⩾ 1. (1)
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Ниже будем следовать подходу, предложенному в работах [3–6]. Он может быть реализо-
ван и для двучленного уравнения произвольного нечётного порядка с коэффициентом при
старшей производной, отличным от постоянной.

Основная цель настоящей работы — исследовать асимптотику ФСР для случаев различ-
ного поведения коэффициентов 𝑞(𝑥), ℎ(𝑥) =−1+1/

√︀
𝑝(𝑥) на примере уравнения третьего

порядка

𝑙𝑦=
𝑖

2

[︀
(𝑝(𝑥)𝑦′)′′+(𝑝(𝑥)𝑦′′)′

]︀
+𝑞(𝑥)𝑦=𝜆𝑦. (2)

1. ПЕРЕХОД К СИСТЕМЕ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
С ПОМОЩЬЮ КВАЗИПРОИЗВОДНЫХ

Запишем уравнение (2) в виде системы обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ) первого порядка. Для этого воспользуемся аппаратом квазипроизводных (см. по-
дробнее в [2, 7]). Определим функцию 𝑞1(𝑥) так, что 𝑞′1(𝑥)= 𝑞(𝑥), и введём в рассмотрение
квазипроизводные по следующим формулам:

𝑧1= 𝑦, 𝑧2=
√
𝑝𝑦′=

√
𝑝𝑧′1, 𝑧3=

√
𝑝(
√
𝑝𝑦′)′− 𝑖𝑞1(𝑥)𝑦=

√
𝑝𝑧′2− 𝑖𝑞1(𝑥)𝑧1,

откуда найдём

𝑧′3=− 𝑖𝑞1(𝑥)√︀
𝑝(𝑥)

𝑧2+𝜆𝑧1.

Тогда уравнение (2) равносильно системе

z′=

⎛⎜⎝ 0 1/
√
𝑝 0

𝑖𝑞1/
√
𝑝 0 1/

√
𝑝

−𝑖𝜆 −𝑖𝑞1/
√
𝑝 0

⎞⎟⎠ z, z=

⎛⎝𝑧1𝑧2
𝑧3

⎞⎠,
которую, учитывая, что 1/

√︀
𝑝(𝑥)= 1+ℎ(𝑥), перепишем в виде

z′= [𝐿0+ℎ(𝑥)𝐿1+ 𝑖𝑞1(𝑥)(1+ℎ(𝑥))𝐿2]z,

𝐿0=

⎛⎝ 0 1 0
0 0 1

−𝑖𝜆 0 0

⎞⎠ , 𝐿1=

⎛⎝0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎠ , 𝐿2=

⎛⎝0 0 0
1 0 0
0 −1 0

⎞⎠ . (3)

2. СЛУЧАЙ 1

Предположим, что выполнены следующие условия:

ℎ(𝑥)∈𝐿1[1,∞), 𝑞1(𝑥)∈𝐿1[1,∞).

Данные условия выполняются, например, для функций

ℎ(𝑥)=
𝑎

𝑥𝛾
, 𝛾 > 1; 𝑞(𝑥)=𝑥𝛼 sin𝑥𝛽, 𝛼> 0, 𝛽 >𝛼+2.

Пусть постоянная матрица 𝑇 приводит матрицу 𝐿0 к диагональному виду. Сделаем замену

z=𝑇u, 𝑇−1𝐿0𝑇 =Λ, 𝜇3𝑖 =−𝑖𝜆, 𝑖=1, 2, 3,

Λ=

⎛⎝𝜇1 0 0
0 𝜇2 0
0 0 𝜇3

⎞⎠ , 𝑇 =

⎛⎜⎝ 1 1 1
𝜇1 𝜇2 𝜇3

𝜇21 𝜇22 𝜇23

⎞⎟⎠ .
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Тогда систему (3) запишем как

u′=
[︀
Λ+ℎ(𝑥)𝑇−1𝐿1𝑇 + 𝑖𝑞1(𝑥)(1+ℎ(𝑥))𝑇

−1𝐿2𝑇
]︀
u. (4)

Очевидно, что в силу наложенных условий система (4) удовлетворяет условиям леммы 1
из [8, с. 284] и является 𝐿-диагональной, а значит, мы можем выписать асимптотические
формулы при 𝑥→+∞ для ФСР этой системы:

z𝑖(𝑥, 𝜆)=𝑇u𝑖(𝑥, 𝜆)= 𝑒𝜇𝑖𝑥𝑇 (e𝑖+𝑜(1)), 𝑖=1, 2, 3,

где e𝑖 — единичные векторы.
Отметим, что аналогичные результаты для уравнений нечётного порядка были получены

в работе [2].

3. CЛУЧАЙ 2

Положим 𝑞1(𝑥) = 𝑞1(𝑥)(1+ℎ(𝑥)). Пусть функция 𝑞2(𝑥) такая, что 𝑞′2(𝑥) = 𝑞1(𝑥). Предпо-
ложим, что выполняются условия

ℎ(𝑥)∈𝐿1[1,∞), 𝑞2 ∈𝐿1[1,∞),

например, для функций

ℎ(𝑥)=
1

𝑥𝛾
, 𝛾 > 1; 𝑞(𝑥)=𝑥𝛼 sin𝑥𝛽, 𝛼> 0, 𝛽 >

𝛼+3

2
.

Следуя подходу, изложенному в работах [3–6], замена

z= 𝑒𝑞2(𝑥)𝐿2u (5)

переводит (3) в систему

u′= 𝑒−𝑞2(𝑥)𝐿2(𝐿0+ℎ(𝑥))𝐿1𝑒
−𝑞2(𝑥)𝐿2u. (6)

Применим тождество Кэмпбелла–Хаусдорфа для преобразования правой части (6):

𝑒−𝑞2(𝑥)𝐿2𝐿0𝑒
𝑞2(𝑥)𝐿2 =𝐿0−𝑞2(𝑥)[𝐿2, 𝐿0]+

𝑞2(𝑥)
2

2!
[𝐿2, [𝐿2, 𝐿0]]−

𝑞2(𝑥)
3
1

3!
[𝐿2, [𝐿2, [𝐿2, 𝐿0]]]+ . . . ,

здесь [𝐴,𝐵]=𝐴𝐵−𝐵𝐴 — матричный коммутатор. Вычисляя последовательно коммутаторы
в правой части последнего соотношения, получаем, что все слагаемые, начиная с пятого,
равны нулю, а ненулевые слагаемые могут быть найдены:

[𝐿2, 𝐿0] =

⎛⎝1 0 0
0 −2 0
0 0 1

⎞⎠ , [𝐿2, [𝐿2, 𝐿0]] =

⎛⎝0 −3 0
0 0 3
0 0 0

⎞⎠ , [𝐿2, [𝐿2, [𝐿2, 𝐿0]]] =

⎛⎝0 0 6
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ .

Аналогичные вычисления можно провести для правой части соотношения

𝑒−𝑞2(𝑥)𝐿2𝐿1𝑒
−𝑞2(𝑥)𝐿2 =𝐿1−𝑞2(𝑥)[𝐿2, 𝐿1]+

𝑞22(𝑥)

2!
[𝐿2, [𝐿2, 𝐿1]]−

𝑞32(𝑥)

3!
[[𝐿2, [𝐿2, [𝐿2, 𝐿1]]]+ . . .

Учитывая, что [𝐿2, 𝐿0] = [𝐿2, 𝐿1], запишем систему (6) в виде

u′=

[︂
𝐿0+ℎ𝐿1−𝑞2(1+ℎ)[𝐿2, 𝐿1]+

𝑞22(1+ℎ)

2!
[𝐿2[𝐿2, 𝐿1]]−

𝑞32(1+ℎ)

3!

[︀
𝐿2, [𝐿2, [𝐿2, 𝐿1]]

]︀]︂
u.
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В силу условий на функции ℎ(𝑥) и 𝑞(𝑥) запишем последнюю систему как

u′=(𝐿0+𝐷(𝑥))u,

где 𝐷(𝑥) — матрица, элементы которой принадлежат пространству 𝐿1[1,∞). Как и в случае 1,
сделаем замену u=𝑇v, тогда

v′=(Λ+𝑇−1𝐷(𝑥)𝑇 )v. (7)

Cистема (7) удовлетворяет условиями леммы 1 в [7, с. 288] и является 𝐿-диагональной,
а значит, с учётом (5) мы можем выписать асимптотические формулы при 𝑥→+∞ для её
ФСР:

z𝑖(𝑥, 𝜆)= 𝑒𝜇𝑖𝑥𝑇 (e𝑖+𝑜(1)), 𝑖=1, 2, 3.

4. CЛУЧАЙ 3

Рассмотрим далее ситуацию, когда функция ℎ(𝑥) не суммируема. Отметим, что она
может принадлежать одному из классов осциллирующих функций (подробнее см. в [6]).

Обозначим через ℎ1(𝑥) функцию, такую что ℎ′1=ℎ(𝑥), и предположим

ℎ1(𝑥)∈𝐿1[1,∞), 𝑞1(𝑥)∈𝐿1[1,∞).

Данные условия выполняются, например, для функций

ℎ(𝑥)= sin𝑥𝛾 , 𝛾 > 2; 𝑞(𝑥)=𝑥𝛼 sin𝑥𝛽, 𝛼> 0, 𝛾 ̸=𝛽 >𝛼+2.

Замена
z= 𝑒ℎ1𝐿1u

приводит (5) к виду
u′= 𝑒−ℎ1𝐿1(𝐿0+ 𝑖𝑞1(𝑥))𝐿2𝑒

−ℎ1𝐿1u. (8)

Как и случае 2, применим тождество Кэмпбелла–Хаусдорфа для преобразования правой
части системы (8):

𝑒−ℎ1𝐿1𝐿0𝑒
−ℎ1𝐿1 =𝐿0−ℎ1[𝐿1, 𝐿0]+

ℎ21
2!

[𝐿1, [𝐿1, 𝐿0]]−
ℎ31
3!

[︀
𝐿1, [𝐿1, [𝐿1, 𝐿0]]

]︀
+ . . .

Вычисляя последовательно коммутаторы в правой части последнего соотношения, получаем,
что все слагаемые, начиная с шестого, равны нулю, а оставшиеся могут быть вычислены:

𝑒−ℎ1𝐿1𝐿0𝑒
−ℎ1𝐿1 =𝐿0−𝜆ℎ1𝐿2+

𝜆ℎ21
2!

[𝐿1, 𝐿2]−
𝜆ℎ31
3!

[𝐿1, [𝐿1, 𝐿2]]+
𝜆ℎ41
4!

[︀
𝐿1, [𝐿1, [𝐿1, 𝐿2]]

]︀
,

[𝐿1, 𝐿2] =

⎛⎝1 0 0
0 −2 0
0 0 1

⎞⎠ , [𝐿1, [𝐿1, 𝐿2]] =

⎛⎝0 −3 0
0 0 3
0 0 0

⎞⎠ , [𝐿1, [𝐿1, [𝐿1, 𝐿2]]] =

⎛⎝0 0 6
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ ,

𝑒−ℎ1𝐿1𝐿2𝑒
−ℎ1𝐿1 =𝐿2−ℎ1[𝐿1, 𝐿2]+

ℎ21
2!

[𝐿1, [𝐿1, 𝐿2]]−
ℎ31
3!

[︀
𝐿1, [𝐿1, [𝐿1, 𝐿2]]

]︀
+ . . .=

=𝐿2−ℎ1

⎛⎝1 0 0
0 −2 0
0 0 1

⎞⎠+
ℎ21
2!

⎛⎝0 −3 0
0 0 3
0 0 0

⎞⎠− ℎ31
3!

⎛⎝0 0 6
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ .
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С учётом последних выкладок получим представление для системы (8):

u′=

(︂
𝐿0+(𝑞1−𝜆ℎ1)𝐿2−ℎ1

(︁
𝑞1−

𝜆ℎ1
2

)︁
[𝐿2, 𝐿1]+

ℎ21
2!

(︁
𝑞1−

𝜆ℎ1
3

)︁
[𝐿1, [𝐿1, 𝐿2]]−

− ℎ31
3!

(︁
𝑞1−

𝜆ℎ1
3

)︁[︀
𝐿1, [𝐿1, [𝐿1, 𝐿2]]

]︀)︂
u.

В силу условий на функции ℎ(𝑥), 𝑞(𝑥) эта система может быть записана в виде

u′=(𝐿0+𝐶(𝑥))u,

где 𝐶(𝑥) — матрица, элементы которой принадлежат 𝐿1[1,∞). Аналогично случаям 1 и 2
сделаем замену u=𝑇v и получим

v′=(Λ+𝑇−1𝐶(𝑥)𝑇 )v. (9)

Cистема (9) удовлетворяет условиями леммы 1 в [7, с. 288] и является 𝐿-диагональной,
а значит, мы можем выписать асимптотические формулы при 𝑥→+∞ для её ФСР:

z𝑖(𝑥, 𝜆)= 𝑒𝜇𝑖𝑥𝑇 (e𝑖+𝑜(1)), 𝑖=1, 2, 3.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Из полученных результатов вытекает справедливость теоремы об асимптотическом по-
ведении при 𝑥→+∞ фуднаментальной системы решений уравнения (3). Сформулируем её
в терминах собственных значений и векторов матрицы 𝐿0 и функций ℎ(𝑥), 𝑞1(𝑥).

Теорема. Пусть выполнено одно из следующих условий:
1) ℎ(𝑥), 𝑞1(𝑥)∈𝐿1[1,∞);
2) ℎ(𝑥),

´∞
𝑥 𝑞1(𝜉)(1+ℎ(𝜉)) 𝑑𝜉 ∈𝐿1[1,∞);

3)
´∞
𝑥 ℎ(𝜉) 𝑑𝜉, 𝑞1(𝑥)(1+ℎ(𝑥))∈𝐿1[1,∞).

Тогда для решений системы уравнений (3) при 𝑥→+∞ справедливо представление

z𝑖(𝑥, 𝜆)= 𝑒𝜇𝑖𝑥𝑇 (e𝑖+𝑜(1)), 𝑖=1, 2, 3.

Замечание 1. Элементами вектор-функции z𝑖(𝑥, 𝜆), 𝑖=1, 2, 3, являются решения урав-
нения (2) и их квазипроизводные. В частности, для ФСР уравнения (2) при 𝑥→+∞ спра-
ведливы следующие формулы:

𝑦𝑖(𝑥, 𝜆)= 𝑒𝜇𝑖𝑥(1+𝑜(1)), 𝑖=1, 2, 3.

Замечание 2. Методы изучения решений сингулярных ОДУ с коэффициентами из клас-
сов осциллирующих функций, изложенные и реализованные в данной работе и в работах
[3–5], могут быть применены к иследованию уравнений произвольного порядка, в том числе
к уравнению (1).
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The paper discusses the development of a method for constructing asymptotic formulas for 𝑥→∞ of a
fundamental system of solutions of two-term singular symmetric differential equations of odd order with
coefficients from a wide class of functions that allow oscillation (with weakened regularity conditions
that do not satisfy the classical Titchmarsh–Levitan regularity conditions). Using the example of a
third-order binomial equation (𝑖/2)

[︀
(𝑝(𝑥)𝑦′)′′+(𝑝(𝑥)𝑦′′)′

]︀
+𝑞(𝑥)𝑦=𝜆𝑦 the asymptotics of solutions in

the case of different behavior of the coefficients 𝑞(𝑥) is studied, ℎ(𝑥)=−1+1/
√︀

𝑝(𝑥). New asymptotic
formulas are obtained for the case when ℎ(𝑥) /∈𝐿1[1,∞).

Keywords: asymptotic method, oscillating coefficient, singular differential equation of odd order, Camp-
bell’s identity, quasi-derivatives, Shin–Zettl matrix.
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