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Построен оператор дискретизации решения уравнения Пуассона с правой частью из клас-
са Коробова и оценена его погрешность в метрике 𝐿𝑝, 2 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞. Доказано, что при
𝑝 = 2 полученная оценка погрешности оператора дискретизации является неулучшаемой
по порядку в степенной шкале. Также найдена погрешность вычисления тригонометри-
ческих коэффициентов Фурье, используемых при построении оператора дискретизации.
Следует отметить, что полученная оценка в одном случае лучше ранее известных оценок
погрешностей операторов дискретизации, построенных по значениям правой части урав-
нения в узлах модифицированной сетки Коробова и сетки Смоляка, а другом — совпадает
с ними с точностью до констант.
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1. Введение. Постановка задачи. Уравнение Пуассона — это эллиптическое диффе-
ренциальное уравнение в частных производных вида

△𝑢 ≡ 𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+ . . .+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑠
= 𝑓, (1)

которое описывает электростатическое поле, стационарное поле температуры, поле давления
и потенциала скорости в гидродинамике, где △ — оператор Лапласа, 𝑢 = 𝑢(𝑥), 𝑓 = 𝑓(𝑥),
𝑠 ∈ {2, 3, . . .}, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠).

Приведём определение класса Коробова 𝐸𝑟𝑠 с параметрами 𝑟 > 1 и 𝑠 ∈ N (см., например,
[1, с. 29]). Класс Коробова состоит из всех непрерывных на [0, 1]𝑠 и 1-периодических по каж-
дой переменной 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠 функций 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠), тригонометрические коэффициенты
Фурье

𝑓(𝑚) =

∫︁
[0,1]𝑠

𝑓(𝑥) exp{−2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)}𝑑𝑥, 𝑚 ∈ 𝑍𝑠,

которых удовлетворяют условию

|𝑓(𝑚)| ⩽ 1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝑟
,

где (𝑚,𝑥) = 𝑚1𝑥1 + . . .+𝑚𝑠𝑥𝑠, 𝑚𝑖 = max{1, |𝑚𝑖|} для каждого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑠}.
Нетрудно проверить, что если функция 𝑓 принадлежит классу Коробова и 𝑓(0) ̸= 0, то

при любом краевом условии существует непрерывная на [0, 1]𝑠 функция 𝜔 = 𝜔(𝑥) с △𝜔 = 1
на [0, 1]𝑠 такая, что решение уравнения (1) имеет вид (см. [2])

𝑢𝜔(𝑥; 𝑓) = 𝜔(𝑥)𝑓(0)− 1

4𝜋2

*∑︁
𝑚∈𝑍𝑠

𝑓(𝑚)

(𝑚,𝑚)
exp{2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)}, (2)

здесь и всюду ниже знак * над знаком суммы означает, что вектор 𝑚 = (0, . . . , 0) ∈ 𝑍𝑠 в
суммировании не участвует.
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Обратно, всякая достаточно гладкая функция вида (2) удовлетворяет уравнению (1) на
множестве [0, 1]𝑠.

Поскольку кратный функциональный ряд из (2) является бесконечным объектом, то воз-
никает задача дискретизации (приближения) решения 𝑢𝜔(𝑥; 𝑓) конечным объектом и уста-
новления точности погрешности дискретизации.

Первый результат в задаче дискретизации решения 𝑢𝜔(𝑥; 𝑓) был получен в работе [1, c. 187].
Там автором при нечетных по каждой из 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠 переменных функций 𝑓 ∈ 𝐸𝑟𝑠 для решения

𝑢(𝑥; 𝑓) = − 1

4𝜋2

*∑︁
𝑚∈𝑍𝑠

𝑓(𝑚)

(𝑚,𝑚)
exp{2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)}

была установлена оценка

𝑢(𝑥; 𝑓) = − 1

4𝜋2𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑓({𝑎1𝑘/𝑁}, . . . , {𝑎𝑠𝑘/𝑁})×

×
∑︁

𝑚⩽[
√
𝑁(ln𝑁)−𝛽/2]

exp{2𝜋𝑖(𝑚1(𝑥1 − 𝑎1𝑘/𝑁) + . . .+𝑚𝑠(𝑥𝑠 − 𝑎𝑠𝑘/𝑁))}
𝑚2

1 + . . .+𝑚2
𝑠

+𝒪
(︂
(ln𝑁)𝑟𝛽/2+𝑠

𝑁 (𝑟−1)/2+1/𝑠

)︂
, (3)

где символом [𝑑] здесь и всюду ниже обозначена целая часть числа 𝑑, {𝑑} — дробная часть

числа 𝑑, 𝑚 =
𝑠∏︀
𝑖=1

max{1, |𝑚𝑖|} для каждого 𝑚 = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ 𝑍𝑠, 𝑎1 . . . , 𝑎𝑠 — целые числа

взаимно простые с 𝑁 такие, что для некоторых величин 𝛽 = 𝛽(𝑠) и 𝐶 = 𝐶(𝑠) при

𝛿𝑁 (𝑙) =

{︃
1, если 𝑙 делится на 𝑁,

0, если 𝑙 не делится на 𝑁

имеет место неравенство

𝑁−1∑︁
𝑚1=...=𝑚𝑠=−(𝑁−1)

𝛿𝑁 (𝑎1𝑚1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠)

𝑚
⩽ 𝐶

ln𝛽 𝑁

𝑁
.

Исследования задачи дискретизации решения 𝑢𝜔(𝑥; 𝑓) уравнения Пуассона с правой ча-
стью из класса Коробова 𝐸𝑟𝑠 продолжились в статьях [2, 3]. Другие результаты по дискре-
тизации решения 𝑢𝜔(𝑥; 𝑓) можно найти в [4, гл. 3]. Также отметим обзорную статью [5], по-
свящённую некоторым теоретико-числовым методам решения дифференциальных уравнений
в частных производных на классах Коробова.

Далее нам понадобятся следующие обозначения. Для положительных последовательно-
стей {𝑎𝑛}𝑛⩾1 и {𝑏𝑛}𝑛⩾1 запись 𝑎𝑛 ≪

𝛼,𝛽
𝑏𝑛 будет означать существование некоторой величи-

ны 𝐶(𝛼, 𝛽, . . .) > 0, зависящей лишь от указанных в скобке параметров, такой, что 𝑎𝑛 ⩽
⩽ 𝐶(𝛼, 𝛽, . . .)𝑏𝑛 для всех 𝑛 ∈ N. Символом |𝐺| будем обозначать число элементов конечного
множества 𝐺. Для 1 ⩽ 𝑝 < ∞ через 𝐿𝑝(Ω) обозначается пространство измеримых на Ω
функций 𝑓 с нормой

‖𝑓‖𝑝 ≡ ‖𝑓‖𝐿𝑝 =

(︂∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
)︂1/𝑝

< +∞,

а через 𝐿∞(Ω) — пространство существенно ограниченных на Ω функций 𝑓 c нормой

‖𝑓‖∞ ≡ ‖𝑓‖𝐿∞ = ess sup
𝑥∈Ω

|𝑓(𝑥)| < +∞.
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В статье [2], используя узлы модифицированной сетки Коробова (см. [6, 7]), был построен
оператор дискретизации

𝛿𝑁 (Λ𝑁 (𝑥; 𝑓)) =

=
∑︁

𝜏∈𝑍𝑠
+:‖𝜏‖<𝑛

1

det𝐴𝑛,𝜏

∑︁
𝑘∈𝐾(𝑛,𝜏)

𝑓
(︁
𝑘(𝐴−1

𝑛,𝜏 )
′
)︁(︂

𝜔(𝑥)− 1

4𝜋2

*∑︁
𝑚∈𝜌(𝜏)

exp{2𝜋𝑖(𝑚,𝑥− 𝑘(𝐴−1
𝑛,𝜏 )

′
)}

(𝑚,𝑚)

)︂
(4)

(обозначения Z𝑆+, ‖𝜏‖, 𝐴𝑛,𝜏 , 𝐾𝑛,𝜏 , (𝐴−1
𝑛,𝜏 )

′
, 𝜌(𝜏) см. в [2]) при 𝑓 ∈ 𝐸𝑟𝑠 и была оценена его

погрешность в метрике 𝐿𝑝 (2 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞):

𝛿𝑁 (Λ𝑁 (𝑥; 𝑓);𝐸
𝑟
𝑠)𝐿𝑝 ≡

≡ sup
𝑓∈𝐸𝑟

𝑠

‖𝑢𝜔(𝑥; 𝑓)− Λ𝑁 (𝑥; 𝑓)‖𝑝 ≪
𝜔,𝑠,𝑟

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟−(1−1/𝑝−2/𝑠)
, 1− 1/𝑝− 2/𝑠 > 0,

(ln𝑁)𝑟(𝛽+𝑠)+𝑠

𝑁 𝑟
, 1− 1/𝑝− 2/𝑠 ⩽ 0.

(5)

Здесь же заметим, что оценка (5), соответствующая случаю 𝑝 = ∞, почти в «квадрат раз»
лучше оценки (3).

Далее в [3], используя узлы сетки Смоляка (см., например, [8, 9]) и результаты статьи [10],
был построен оператор дискретизации

(𝐽𝑓)𝑁 (𝑥) =

= 𝜔(𝑥)
∑︁

(𝜈1,...,𝜈𝑠)∈Ω(𝜈(0),𝑞)
⊂𝑍𝑠

𝜈(0)

1

2𝜈1+...+𝜈𝑠

2𝜈1−1∑︁
𝑘1=0

. . .

2𝜈𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

(−1)

𝑠∑︀
𝑗=1

(𝑘𝑗−1)sign(𝜈𝑗−𝜈
(0)
𝑗 )

𝑓(𝑘1/2
𝜈1 , . . . , 𝑘𝑠/2

𝜈𝑠)−

− 1

4𝜋2

∑︁
𝑚∈𝑉𝑞∖{0}

exp{2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)}
(𝑚,𝑚)

∑︁
(𝜈1,...,𝜈𝑠)∈Ω(𝜈(𝑚),𝑞)⊂𝑍𝑠

𝜈(𝑚)

1

2𝜈1+...+𝜈𝑠
×

×
2𝜈1−1∑︁
𝑘1=0

. . .

2𝜈𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

(−1)

𝑠∑︀
𝑗=1

(𝑘𝑗−1)sign(𝜈𝑗−𝜈
(0)
𝑗 )

𝑓(𝑘1/2
𝜈
1 , . . . , 𝑘𝑠/2

𝜈
𝑠) exp{−2𝜋𝑖(𝑚, 𝑘/2𝜈)} (6)

(обозначения 𝜈(0), 𝑍𝑠
𝜈(0)

, Ω(𝜈(0);𝑞), 𝑍
𝑠
𝜈(𝑚), Ω(𝜈(𝑚);𝑞), 𝑉𝑞 см. в [3]) такой, что

𝛿𝑁 ((𝐽𝑓)𝑁 (𝑥);𝐸
𝑟
𝑠)𝐿𝑝 ≡

≡ sup
𝑓∈𝐸𝑟

𝑠

‖𝑢𝜔(𝑥; 𝑓)− (𝐽𝑓)𝑁 (𝑥)‖𝑝 ≪
𝜔,𝑠,𝑟

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟−(1−1/𝑝−2/𝑠)
, 1− 1/𝑝− 2/𝑠 > 0,

(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟
, 1− 1/𝑝− 2/𝑠 < 0,

(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)+2𝑠−1−𝑠/𝑝

𝑁 𝑟
, 1− 1/𝑝− 2/𝑠 = 0.

Таким образом, в случае 1− 1/𝑝− 2/𝑠 > 0 оценка погрешности 𝛿𝑁 (Λ𝑁 (𝑥; 𝑓);𝐸
𝑟
𝑠)𝐿𝑝 совпа-

дает с оценкой погрешности 𝛿𝑁 ((𝐽𝑓)𝑁 ;𝐸
𝑟
𝑠)𝐿𝑝 , а в остальных двух случаях различия имеются

лишь в показателях логарифмов.
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2. Основные результаты. Перечислим результаты работы.
1. Построен оператор дискретизации решения уравнения Пуассона с правой частью из

класса Коробова

Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓) = 𝜔(𝑥)𝑓(0)− 1

4𝜋2

*∑︁
𝑚∈Γ𝑛

𝑓(𝑚)

(𝑚,𝑚)
exp{2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)}, (7)

где число 𝑛 выбирается по заданному натуральному 𝑁 таким, что |Γ𝑛| ⩽ 𝑁 < |Γ𝑛+1| для
множества Γ𝑛 = {𝑚 = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ 𝑍𝑠 : 𝑚1 · · ·𝑚𝑠 ⩽ 2𝑛}, и оценена его погрешность
𝛿𝑁 (Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓);𝐸

𝑟
𝑠)𝐿𝑝 в метрике 𝐿𝑝 (2 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞).

2. Найдена погрешность ̃︀𝜀𝑁 > 0 (определение ̃︀𝜀𝑁 дано ниже) вычисления коэффициентов
Фурье 𝑓(𝑚), 𝑚 ∈ Γ𝑛, сохраняющая оценку погрешности оператора дискретизации Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓)
с точностью до константы.

3. При 𝑝 = 2 доказано, что полученная оценка погрешности оператора дискретизации
Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓) неулучшаема в степенной шкале.

Следует подчеркнуть, что оценка погрешности 𝛿𝑁 (Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓);𝐸
𝑟
𝑠)𝐿𝑝 в случае 1 − 1/𝑝 −

−2/𝑠 ⩽ 0 лучше оценок погрешностей 𝛿𝑁 (Λ𝑁 (𝑥; 𝑓);𝐸
𝑟
𝑠)𝐿𝑝 и 𝛿𝑁 ((𝐽𝑓)𝑁 (𝑥);𝐸

𝑟
𝑠)𝐿𝑝 , а в случае

1− 1/𝑝− 2/𝑠 > 0 совпадает с ними с точностью до констант.
Сравнив (4), (6) и (7), заключаем, что
1) оператор дискретизации Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓) имеет более простой вид, чем операторы дискретиза-

ции Λ𝑁 (𝑥; 𝑓) и (𝐽𝑓)𝑁 (𝑥);
2) оценка погрешности оператора дискретизации Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓) при всех значениях 𝑠∈{2, 3, . . .}

и 𝑝 ∈ [2,+∞) представлена одной формулой.
Вычисление тригонометрических коэффициентов Фурье 𝑓(𝑚), как правило, не может

быть математически точным. Поэтому, опираясь на идеи статьи [11], примем следующее
Определение. Последовательность 𝜀𝑁 > 0 называется погрешностью вычисления коэф-

фициентов Фурье 𝑓(𝑚), 𝑚 ∈ Γ𝑛, сохраняющей оценку погрешности оператора дискретиза-
ции Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓) с точностью до константы, если справедливо соотношение

sup
𝑧=(𝑧1,...,𝑧𝑁′ )

sup
𝑓∈𝐸𝑟

𝑠

{‖𝑢𝜔(·; 𝑓)−△𝑁 (·; 𝑧; 𝑓 ; 𝜀𝑁 )‖𝑝 : |𝑧𝑖 − 𝑓(̃︀𝑚(𝑖))| < 𝜀𝑁 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁
′} ≪

𝜔,𝑠,𝑟

≪
𝜔,𝑠,𝑟

(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟−(1−1/𝑝−2/𝑠)
, (8)

где 𝑁
′
= |Γ𝑛|, {̃︀𝑚(1) = 0, ̃︀𝑚(2), . . . , ̃︀𝑚(𝑁

′
)} — некоторое упорядочение множества Γ𝑛,

△𝑁 (𝑥; 𝑧; 𝑓 ; 𝜀𝑁 ) = 𝜔(𝑥)𝑧1 −
1

4𝜋2

𝑁
′∑︁

𝑘=2

𝑧𝑘
(̃︀𝑚(𝑘), ̃︀𝑚(𝑘))

exp{2𝜋𝑖(̃︀𝑚(𝑘), 𝑥)}. (9)

Теперь приведём основные результаты настоящей работы.
Теорема 1. Пусть даны 𝑠 ∈ {2, 3, . . .}, 𝑟 > 1 и 2 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞. Тогда для каждого 𝑁 =

= 2, 3, . . . имеет место неравенство

𝛿𝑁 (Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓);𝐸
𝑟
𝑠)𝐿𝑝 ≡ sup

𝑓∈𝐸𝑟
𝑠

‖𝑢𝜔(𝑥; 𝑓)−Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓)‖𝑝 ≪𝑠,𝑟
(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟−(1−1/𝑝−2/𝑠)
(10)

и последовательность

̃︀𝜀𝑁 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(ln𝑁)𝑟

𝑁 𝑟+1/𝑝
, если 𝑠 = 2,

(ln𝑁)(𝑟+1)(𝑠−1)

𝑁 𝑟+1/𝑝
, если 𝑠 = 3, 4, . . .
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является погрешностью вычисления коэффициентов Фурье 𝑓(𝑚), 𝑚 ∈ Γ𝑛, сохраняющей
оценку погрешности оператора дискретизации Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓) с точностью до константы.

Теорема 2. При 𝑝 = 2 оценка погрешности 𝛿𝑁 (Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓);𝐸
𝑟
𝑠)𝐿𝑝 неулучшаема по порядку

в степенной шкале, т.е. при увеличении показателя 𝑟 − (1 − 1/𝑝 − 2/𝑠) = 𝑟 − 1/2 + 2/𝑠 из
оценки ≪

𝑠,𝑟
(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)/𝑁 𝑟−1/2+2/𝑠 на любое число 𝛿 > 0 нарушается неравенство (10).

Доказательство теоремы 1.
Лемма [1, c. 125]. При любых действительных 𝛼 > 1 и 𝑡 ⩾ 1 справедлива оценка

∑︁
𝑚1...𝑚𝑠⩾𝑡

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
⩽ 𝛼

(︂
𝛼

𝛼− 1

)︂𝑠 (1 + ln 𝑡)𝑠−1

𝑡𝛼−1
,

где суммирование распространено на все системы целых положительных чисел 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠,
для которых произведение 𝑚1 · · ·𝑚𝑠 больше или равно 𝑡 .

В силу равенств (2), (7) и равенства Парсеваля имеем

‖𝑢𝜔(𝑥; 𝑓)−Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓)‖22 ⩽
∑︁

𝑚∈𝑍𝑠∖Γ𝑛

|𝑓(𝑚)|2

(𝑚,𝑚)2
. (11)

Поскольку для всех 𝑚 ̸= 0 справедливо неравенство

(𝑚,𝑚) = 𝑚2
1 + . . .+𝑚2

𝑠 ⩾ (𝑚1 . . .𝑚𝑠)
2/𝑠 (12)

(см., например, [1, с. 189]), то, учитывая включение 𝑓 ∈ 𝐸𝑟𝑠 , в силу сформулированной выше
леммы и соотношений |Γ𝑛+1| ≻≺

𝑠
2𝑛+1(𝑛+ 1)𝑠−1 (см., например, [12, с. 22]),

2𝑛 ≻≺
𝑠

𝑁

ln𝑠−1𝑁
, 𝑛 ≻≺

𝑠
ln𝑁, (13)

получаем соотношения

∑︁
𝑚∈𝑍𝑠∖Γ𝑛

|𝑓(𝑚)|2

(𝑚,𝑚)2
⩽

∑︁
𝑚∈𝑍𝑠∖Γ𝑛

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)2𝑟+4/𝑠
⩽

∑︁
𝑚1...𝑚𝑠⩾2𝑛

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)2𝑟+4/𝑠
≪
𝑠,𝑟

≪
𝑠,𝑟

𝑛𝑠−1

(2𝑛)2𝑟+4/𝑠−1
≪
𝑠,𝑟

𝑛𝑠−1

(2𝑛)2𝑟(2𝑛)4/𝑠−1
≪
𝑠,𝑟

(ln𝑁)𝑠−1

(𝑁/(ln𝑁)𝑠−1)2𝑟(𝑁/(ln𝑁)𝑠−1)4/𝑠−1
=

=
(ln𝑁)𝑠−1(ln𝑁)2𝑟(𝑠−1)(ln𝑁)(𝑠−1)(4/𝑠−1)

𝑁2𝑟−1+4/𝑠
=

(ln𝑁)2(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁2𝑟−1+4/𝑠
.

Следовательно, согласно (11)

‖𝑢𝜔(𝑥; 𝑓)−Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓)‖2 ≪𝑠,𝑟
(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟−1/2+2/𝑠
. (14)

Так как для непрерывных на множестве [0, 1]𝑠 функций 𝑓 имеет место равенство ‖𝑓‖∞ =
= max

𝑥∈[0,1]𝑠
|𝑓(𝑥)| (см., например, [13, гл. 13, задача 13.6]), то

‖𝑢𝜔(𝑥; 𝑓)−Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓)‖∞ ⩽
∑︁

𝑚∈𝑍𝑠∖Γ𝑛

|𝑓(𝑚)|
(𝑚,𝑚)

.
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Поэтому, повторив проведённые выше рассуждения, придём к оценке

‖𝑢𝜔(𝑥; 𝑓)−Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓)‖∞ ≪
𝑠,𝑟

(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟−1+2/𝑠
. (15)

Хорошо известно, что для любой функции 𝑔 ∈ 𝐶[0, 1]𝑠 при 𝑝 ∈ [2,+∞) справедливо
неравенство [14, c. 93]

‖𝑔‖𝑝 ⩽ ‖𝑔‖2/𝑝2 ‖𝑔‖1−2/𝑝
∞ .

Тогда ввиду неравенств (14) и (15) с учётом произвольности функций 𝑓 ∈ 𝐸𝑟𝑠 имеем

sup
𝑓∈𝐸𝑟

𝑠

‖𝑢𝜔(𝑥; 𝑓)−Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓)‖𝑝 ≪𝑠,𝑟
(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟−(1−1/𝑝−2/𝑠)
. (16)

Теперь убедимся в том, что для последовательности ̃︀𝜀𝑁 справедливо неравенство (8). Для
произвольных чисел 𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ′ таких, что

|𝑧1 − 𝑓(̃︀𝑚(1))| < ̃︀𝜀𝑁 , . . . , |𝑧𝑁 ′ − 𝑓(̃︀𝑚(𝑁 ′))| < ̃︀𝜀𝑁 , (17)

имеет место неравенство

‖𝑢𝜔(·; 𝑓)−△𝑁 (·; 𝑧; 𝑓 ; ̃︀𝜀𝑁 )‖𝑝 ⩽ ‖𝑢𝜔(·; 𝑓)−Ψ𝑁 (·; 𝑓)‖𝑝 + ‖Ψ𝑁 (·; 𝑓)−△𝑁 (·; 𝑧; 𝑓 ; ̃︀𝜀𝑁 )‖𝑝. (18)

Понятно, что

Ψ𝑁 (𝑥; 𝑓) = 𝜔(𝑥)𝑓(0)− 1

4𝜋2

𝑁 ′∑︁
𝑘=2

𝑓(̃︀𝑚(𝑘))

(̃︀𝑚(𝑘), ̃︀𝑚(𝑘))
exp{2𝜋𝑖(̃︀𝑚(𝑘), 𝑥)}.

Поэтому в силу равенств (7) и (9), неравенств (17) и (12) имеем

‖Ψ𝑁 (·; 𝑓)−△𝑁 (·; 𝑧; 𝑓 ; ̃︀𝜀𝑁 )‖𝑝 ≪
𝜔,𝑠,𝑟

̃︀𝜀𝑁 ⃦⃦⃦⃦ 𝑁 ′∑︁
𝑘=2

exp{2𝜋𝑖(̃︀𝑚(𝑘), 𝑥)}
(̃︀𝑚(𝑘), ̃︀𝑚(𝑘))

⃦⃦⃦⃦
𝑝

=

= ̃︀𝜀𝑁 ⃦⃦⃦⃦ *∑︁
𝑚∈Γ𝑛

exp{2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)}
(𝑚,𝑚)

⃦⃦⃦⃦
𝑝

≪
𝜔,𝑠,𝑟

̃︀𝜀𝑁 *∑︁
𝑚∈Γ𝑛

1

(𝑚,𝑚)
≪
𝜔,𝑠,𝑟

̃︀𝜀𝑁 *∑︁
𝑚∈Γ𝑛

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)2/𝑠
.

Следовательно,

‖Ψ𝑁 (·; 𝑓)−△𝑁 (·; 𝑧; 𝑓 ; ̃︀𝜀𝑁 )‖𝑝 ≪
𝜔,𝑠,𝑟

̃︀𝜀𝑁 2𝑛∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥2/𝑠
. (19)

Так как
2𝑛∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥2/𝑠
≪
𝑠

{︃
𝑛, если 𝑠 = 2,

(2𝑛)(𝑠−2)/𝑠, если 𝑠 = 3, 4, . . . ,

то, используя соотношения (13) и формулу погрешности ̃︀𝜀𝑁 , из (19) легко выводим оценку

‖Ψ𝑁 (·; 𝑓)−△𝑁 (·; 𝑧; 𝑓 ; ̃︀𝜀𝑁 )‖𝑝 ≪
𝜔,𝑠,𝑟

(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟−(1−1/𝑝−2/𝑠)
.

Поэтому согласно неравенствам (16) и (18)

‖𝑢𝜔(·; 𝑓)−△𝑁 (·; 𝑧; 𝑓 ; ̃︀𝜀𝑁 )‖𝑝 ≪
𝜔,𝑠,𝑟

(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟−(1−1/𝑝−2/𝑠)
,
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откуда, в силу произвольности функций 𝑓 ∈ 𝐸𝑟𝑠 и чисел 𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ′ , удовлетворяющих
условиям (17), получим

sup
𝑧=(𝑧1,...,𝑧𝑁′ )

sup
𝑓∈𝐸𝑟

𝑠

{︁
‖𝑢𝜔(·; 𝑓)−△𝑁 (·; 𝑧; 𝑓 ; ̃︀𝜀𝑁 )‖𝑝 : |𝑧𝑖 − 𝑓(̃︀𝑚(𝑖))| < ̃︀𝜀𝑁 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 ′

}︁
≪
𝜔,𝑠,𝑟

≪
𝜔,𝑠,𝑟

(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟−(1−1/𝑝−2/𝑠)
.

Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 2. Для каждого 𝑁 = 2, 3, . . . определим множество

𝑈𝑁 =
{︁
𝑚 ∈ 𝑍𝑠 : [𝑁1/𝑠] ⩽ 𝑚1 ⩽ 7[𝑁1/𝑠], . . . , [𝑁1/𝑠] ⩽ 𝑚𝑠 ⩽ 7[𝑁1/𝑠]

}︁
.

Так как |𝑈𝑁 | =
(︀
6[𝑁1/𝑠] + 1

)︀𝑠
> 2𝑁, то для множества 𝐺𝑁 = 𝑈𝑁∖Γ𝑛 имеет место нера-

венство |𝐺𝑁 | > 𝑁. Следовательно, с учетом 𝐺𝑁 ⊂ 𝑈𝑁 получим∑︁
𝑚∈𝐺𝑁

1

(𝑚,𝑚)2
=
∑︁
𝑚∈𝐺𝑛

1

(𝑚2
1 + . . .+𝑚2

𝑠)
2
≫
𝑠

𝑁

𝑁4/𝑠
. (20)

Функция 𝑔(𝑥) = 1/(7𝑠𝑟𝑁 𝑟)
∑︀

𝑚∈𝐺𝑁
exp{2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)} принадлежит классу 𝐸𝑟𝑠 . Действитель-

но, согласно включению 𝐺𝑁 ⊂ 𝑈𝑁 для каждого 𝑚 ∈ 𝐺𝑁 справедливы неравенства

𝑚1 . . .𝑚𝑠 ⩽ 7𝑠𝑁 ⇔ 1

7𝑠𝑟𝑁 𝑟
⩽

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝑟
⇔ 𝑔(𝑚) ⩽

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝑟
.

Поскольку 𝑔(̃︀𝑚(1)) = 𝑔(0) = 0, 𝑔(̃︀𝑚(2)) = 0, . . . , 𝑔(̃︀𝑚(𝑁 ′)) = 0, то

Ψ𝑁 (𝑥; 𝑔) = 0, 𝑢𝜔(𝑥; 𝑔) = − 1

4𝜋27𝑠𝑟𝑁 𝑟

∑︁
𝑚∈𝐺𝑁

exp{2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)}
(𝑚,𝑚)

. (21)

В силу равенств (21) и Парсеваля, неравенства (20) имеем

‖𝑢𝜔(·; 𝑔)−Ψ𝑁 (·; 𝑔)‖2 = ‖𝑢𝜔(·; 𝑔)‖2 ≫𝑠,𝑟
1

𝑁 𝑟

(︂ ∑︁
𝑚∈𝐺𝑁

1

(𝑚,𝑚)2

)︂1/2

≫
𝑠,𝑟

1

𝑁 𝑟−1/2+2/𝑠
,

откуда находим

sup
𝑓∈𝐸𝑟

𝑠

‖𝑢𝜔(·; 𝑓)−Ψ𝑁 (·; 𝑓)‖2 ≫𝑠,𝑟
1

𝑁 𝑟−1/2+2/𝑠
. (22)

Поскольку lim
𝑁→∞

𝑁 𝛿/(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1) = +∞ для каждого 𝛿 > 0, то, начиная с некоторого
номера, справедлива оценка

1

𝑁 𝑟−1/2+2/𝑠
≫
𝑟,𝑠

(ln𝑁)(𝑟+2/𝑠)(𝑠−1)

𝑁 𝑟−1/2+2/𝑠+𝛿
.

Следовательно, согласно (22) при увеличении показателя 𝑟 − 1/2 + 2/𝑠 из последней oценки
на любое число 𝛿 > 0 нарушается неравенство (10). Теорема 2 доказана.
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