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Устанавливаются достаточные условия ограниченности на полуоси всех решений и их
первых двух производных линейного интегро-дифференциального уравнения третьего по-
рядка типа Вольтерры. Для этого рассматриваемое уравнение с помощью метода, пред-
ложенного первым автором в 2006 году, сначала сводится к эквивалентной системе, со-
стоящей из одного дифференциального уравнения первого порядка и одного вольтеррова
интегро-дифференциального уравнения второго порядка. Затем для этой системы пред-
лагается новый обобщённый функционал Ляпунова, доказывается его неотрицательность
на её решениях и приводится оценка сверху производной этого функционала через ис-
ходный функционал. Найденная оценка представляет собой интегро-дифференциальное
неравенство, решение которого даёт оценку функционала.
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1. Введение. Постановка задачи. Все рассматриваемые в настоящей работе функции
являются непрерывными и приводимые соотношения имеют место при 𝑡 ⩾ 𝑡0 (для функций
одной переменной) и при 𝑡 ⩾ 𝑡0, 𝑡 ⩾ 𝜏 ⩾ 𝑡0 (для функций двух переменных).

Требуется установить достаточные условия ограниченности на полуоси 𝐼 ≡ [𝑡0,∞) всех
решений и их первых двух производных линейного интегро-дифференциального уравнения
(ИДУ) третьего порядка типа Вольтерры вида

𝑥′′′(𝑡) + 𝑎2(𝑡)𝑥
′′(𝑡) + 𝑎1(𝑡)𝑥

′(𝑡) + 𝑎0(𝑡)𝑥(𝑡) +

+

𝑡∫︁
𝑡0

[︀
𝑄0(𝑡, 𝜏)𝑥(𝜏) +𝑄1(𝑡, 𝜏)𝑥

′(𝜏) +𝑄2(𝑡, 𝜏)𝑥
′′(𝜏)

]︀
𝑑𝜏 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ⩾ 𝑡0, (1)

в случае, когда коэффициенты, ядра и свободный член этого ИДУ могут быть не дифферен-
цируемыми в некоторых точках полуоси 𝐼.

Насколько нам известно, такая задача ранее никем не изучалась.
Для исследования вопросов устойчивости решений ИДУ типа Вольтерры или ограничен-

ности решений вместе с несколькими первыми производными разработан ряд качественных
методов, в том числе метод функционалов Ляпунова. Для различных классов (линейных или
нелинейных, скалярных или векторных) ИДУ метод функционалов Ляпунова развит в рабо-
тах многих авторов (см., например, монографии [1–3] и обзорную статью [4]). Анализ этих
работ показал, что построенный нами для решения поставленной выше задачи функционал
Ляпунова является новым.

В статье решение сформулированной задачи состоит в следующем: сначала уравнение (1)
методом, предложенным в работе [5], сводится к системе двух уравнений, затем к исследова-
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нию полученной системы применяется метод функционалов Ляпунова, при этом предлагается
новая конструкция функционала Ляпунова с использованием идей работ [1; 6–9; 10, с. 73–80].

2. Основные результаты. В ИДУ (1) сделаем нестандартную замену переменной [5]:

𝑥′(𝑡) + 𝜆2𝑥(𝑡) =𝑊 (𝑡)𝑦(𝑡), (2)

где 𝜆 — некоторый вспомогательный вещественный параметр, 𝑊 (𝑡) — некоторая положи-
тельная весовая функция и 𝑦(𝑡) — новая неизвестная функция. Тогда, объединив замену (2)
и получающееся для функции 𝑦(𝑡) ИДУ второго порядка, придём к следующей эквивалентной
ИДУ (1) системе:

𝑥′(𝑡) + 𝜆2𝑥(𝑡) =𝑊 (𝑡)𝑦(𝑡),

𝑦′′(𝑡) + 𝑏2(𝑡)𝑦
′(𝑡) + 𝑏1(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑏0(𝑡)𝑥(𝑡) +

+

𝑡∫︁
𝑡0

[︀
𝑃0(𝑡, 𝜏)𝑥(𝜏) + 𝑃1(𝑡, 𝜏)𝑦(𝜏) +𝐾(𝑡, 𝜏)𝑦′(𝜏)

]︀
𝑑𝜏 = 𝐹 (𝑡), 𝑡 ⩾ 𝑡0, (3)

где, как несложно убедиться,

𝑏0(𝑡) ≡ (𝑊 (𝑡))−1
[︀
𝑎0(𝑡)− 𝜆2𝑎1(𝑡) + 𝜆4𝑎2(𝑡)− 𝜆6

]︀
,

𝑏1(𝑡) ≡ 𝑎1(𝑡)− 𝜆2𝑎2(𝑡) + 𝜆4 + 𝑎2(𝑡)𝑊
′(𝑡)(𝑊 (𝑡))−1 +

[︀
𝑊 ′(𝑡)− 𝜆2𝑊 (𝑡)

]︀′
(𝑊 (𝑡))−1,

𝑏2(𝑡) ≡ 𝑎2(𝑡)− 𝜆2 + 2𝑊 ′(𝑡)(𝑊 (𝑡))−1,

𝑃0(𝑡, 𝜏) ≡ (𝑊 (𝑡))−1
[︀
𝑄0(𝑡, 𝜏)− 𝜆2𝑄1(𝑡, 𝜏) + 𝜆4𝑄2(𝑡, 𝜏)

]︀
,

𝑃1(𝑡, 𝜏) ≡ (𝑊 (𝑡))−1
[︀
𝑄1(𝑡, 𝜏)𝑊 (𝜏) +𝑄2(𝑡, 𝜏)(𝑊

′(𝜏)− 𝜆2𝑊 (𝜏))
]︀
,

𝐾(𝑡, 𝜏) ≡ (𝑊 (𝑡))−1𝑄2(𝑡, 𝜏)𝑊 (𝜏), 𝐹 (𝑡) ≡ (𝑊 (𝑡))−1𝑓(𝑡).

Для дальнейшего изложения нам понадобятся следующие определения.
Определение 1. Будем называть непрерывную функцию 𝜓(𝑡), 𝑡 ⩾ 𝑡0, срезывающей для

непрерывной функции 𝐾(𝑡, 𝜏), 𝑡 ⩾ 𝜏 ⩾ 𝑡0 (для непрерывной функции 𝐹 (𝑡), 𝑡 ⩾ 𝑡0), если
функция 𝐾(𝑡, 𝜏)

(︀
𝜓(𝑡)𝜓(𝜏)

)︀−1 (функция 𝐹 (𝑡)
(︀
𝜓(𝑡)

)︀−1
) имеет непрерывные частные производ-

ные первого порядка (является дифференцируемой) в каждой точке области определения.
Определение 2. Назовём непрерывные функции 𝐾(𝑡, 𝜏), 𝑡 ⩾ 𝜏 ⩾ 𝑡0, и 𝐹 (𝑡), 𝑡 ⩾ 𝑡0,

согласованно срезываемыми, если для них срезывающая их функция может быть выбрана
одной и той же.

Далее через R+ обозначаем полуось [0,+∞).
Теорема. Пусть выполняются следующие предположения:
1) для функций 𝐾(𝑡, 𝜏) и 𝐹 (𝑡) имеют место представления

𝐾(𝑡, 𝜏) =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝐾𝑖(𝑡, 𝜏) + 𝐶(𝑡, 𝜏), (4)

𝐹 (𝑡) =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖(𝑡), (5)

где 𝐾0(𝑡, 𝜏) и 𝐹0(𝑡) — непрерывные функции, а функции 𝐾𝑖(𝑡, 𝜏) и 𝐹𝑖(𝑡) при каждом 𝑖 ∈
∈ {1, . . . , 𝑛} являются согласованно срезываемыми со срезывающей функцей 𝜓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛,
т.е. функции

𝑅𝑖(𝑡, 𝜏) ≡ 𝐾𝑖(𝑡, 𝜏)(𝜓𝑖(𝑡)𝜓𝑖(𝜏))
−1 и 𝐸𝑖(𝑡) ≡ 𝐹𝑖(𝑡)(𝜓𝑖(𝑡))

−1, 𝑖 = 1, 𝑛, (6)

дифференцируемы; пусть, кроме того, интеграл
∫︀∞
𝑡 |𝐶(𝑠, 𝑡)|𝑑𝑠 определён для всех 𝑡 ∈ 𝐼;

2) при каждом 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} функция 𝑅𝑖(𝑡, 𝜏) удовлетворяет условию 𝑅′
𝑖𝜏 (𝑡, 𝜏) ⩾ 0

и имеет вторую непрерывную смешанную производную, при этом существует функция
𝑅*
𝑖 (𝑡) ∈ 𝐿1(𝐼,R+) такая, что 𝑅′′

𝑖𝑡𝜏 (𝑡, 𝜏) ⩽ 𝑅*
𝑖 (𝑡)𝑅

′
𝑖𝜏 (𝑡, 𝜏), 𝑖 = 1, 𝑛;
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3) функция

𝐷(𝑡) ≡ 2𝑏2(𝑡)−
𝑡∫︁

𝑡0

|𝐶(𝑡, 𝜏)|𝑑𝜏 −
∞∫︁
𝑡

|𝐶(𝑠, 𝑡)|𝑑𝑠

неотрицательна;
4) справедливо равенство

𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0) = 𝐴𝑖(𝑡) +𝐵𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, (7)

где 𝐴𝑖(𝑡) и 𝐵𝑖(𝑡) — неотрицательная и положительная дифференцируемые функции, при
этом 𝐵′

𝑖(𝑡) < 0 и существуют функция 𝐴*
𝑖 (𝑡) ∈ 𝐿1(𝐼,R+) и дифференцируемая функция

𝑐𝑖(𝑡) такие, что 𝐴′
𝑖(𝑡) ⩽ 𝐴*

𝑖 (𝑡)𝐴𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, и (𝐸
(𝑘)
𝑖 (𝑡))2 ⩽ 𝐵

(𝑘)
𝑖 (𝑡)𝑐

(𝑘)
𝑖 (𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑘 = 0, 1;

5) функция 𝑏1(𝑡) отделена от нуля некоторой положительной постоянной 𝑏10 (т.е.
𝑏1(𝑡) ⩾ 𝑏10 > 0) и дифференцируема, при этом существует функция 𝑏*1(𝑡) ∈ 𝐿1(𝐼,R+) такая,
что 𝑏′1(𝑡) ⩽ 𝑏*1(𝑡)𝑏1(𝑡);

6) верно включение

|𝑏0(𝑡)|+ |𝐹0(𝑡)|+𝑊 (𝑡) +

𝑡∫︁
𝑡0

(|𝑃0(𝑡, 𝜏)|+ |𝑃1(𝑡, 𝜏)|+ |𝐾0(𝑡, 𝜏)|)𝑑𝜏 ∈ 𝐿1 (𝐼,R+∖{0}) ,

тогда для любого решения (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) системы (3) справедливы соотношения

𝑥(𝑡) = 𝑂(1), 𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝑂(1) при 𝑡→ +∞, 𝑘 = 0, 1, и 𝑥(𝑡) ∈ 𝐿2(𝐼,R), (8)

𝐴𝑖(𝑡)

(︂ 𝑡∫︁
𝑡0

𝜓𝑖(𝜂)𝑦
′(𝜂)𝑑𝜂

)︂2
= 𝑂(1) при 𝑡→ +∞, 𝑖 = 1, 𝑛, и 𝐷(𝑡)(𝑦′(𝑡))2 ∈ 𝐿1(𝐼,R+); (9)

7) если, кроме того, выполняется и условие 𝑊 (𝑘)(𝑡) = 𝑂(1) при 𝑡 → +∞, 𝑘 = 0, 1, то
𝑥(𝑘)(𝑡) = 𝑂(1) при 𝑡→ +∞, 𝑘 = 0, 1, 2, для любого решения 𝑥(𝑡) ИДУ (1).

Доказательство. Пусть (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) — произвольное решение системы (3). Построим сле-
дующий функционал Ляпунова:

𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦) = (𝑥(𝑡))2 + 2𝜆2
𝑡∫︁

𝑡0

(𝑥(𝑠))2𝑑𝑠+ (𝑦′(𝑡))2 + 𝑏1(𝑡)(𝑦(𝑡))
2 +

𝑡∫︁
𝑡0

𝐷(𝑠)(𝑦′(𝑠))2𝑑𝑠+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

[︂
𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))

2 − 2𝐸𝑖(𝑡)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0) + 𝑐𝑖(𝑡) +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅′
𝑖𝜏 (𝑡, 𝜏)(𝑌𝑖(𝑡, 𝜏))

2𝑑𝜏

]︂
+

+

𝑡∫︁
𝑡0

∞∫︁
𝑡

|𝐶(𝑠, 𝜏)|𝑑𝑠 (𝑦′(𝜏))2𝑑𝜏, (10)

где

𝑌𝑖(𝑡, 𝜏) ≡
𝑡∫︁

𝜏

𝜓𝑖(𝜂)𝑦
′(𝜂)𝑑𝜂 (𝑖 = 1, 𝑛). (11)

В силу условий 1)–5) теоремы функция 𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦) является неотрицательно определённой,
т.е. 𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦) ⩾ 0 в области её определения. Действительно, так как 𝑏1(𝑡) > 0 и 𝐷(𝑡) ⩾ 0
согласно условиям 5) и 3) соответственно, то слагаемые в первой строке в (10) неотрица-
тельны. Последнее слагаемое, стоящее под знаком суммы в (10), неотрицательно, поскольку
𝑅′
𝑖𝜏 (𝑡, 𝜏) ⩾ 0 для всех 𝑖 = 1, 𝑛 в силу условия 2). Неотрицательность последнего слагаемого

в (10) очевидна. Таким образом, для доказательства неотрицательности функции 𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦)
остаётся убедиться в неотрицательности первых трёх слагаемых, стоящих под знаком суммы
в (10).
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Посмотрим на выражение 𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))
2 − 2𝐸𝑖(𝑡)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0) + 𝑐𝑖(𝑡) как на квадратный

относительно 𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0) трёхчлен. Оценим его дискриминант 𝒟, учитывая условие 4) и пред-
ставление (7):

𝒟 ≡ 4
(︀
𝐸2
𝑖 (𝑡)−𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0)𝑐𝑖(𝑡)

)︀
⩽

⩽ 4 (𝐵𝑖(𝑡)𝑐𝑖(𝑡)−𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0)𝑐𝑖(𝑡)) =
(7)

4 (𝐵𝑖(𝑡)𝑐𝑖(𝑡)− (𝐴𝑖(𝑡) +𝐵𝑖(𝑡)) 𝑐𝑖(𝑡)) = −4𝑐𝑖(𝑡)𝐴𝑖(𝑡) ⩽ 0,

поскольку 𝐴𝑖(𝑡) ⩾ 0 и 𝑐𝑖(𝑡) ⩾ 0 согласно условию 4). Так как дискриминант рассматриваемого
квадратного трёхчлена неположителен, то сам он неотрицателен в силу того, что коэффициент
𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0) при его старшем члене положителен вследствие условия 7).

Возьмём производную от функционала 𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦) и заменим 𝑥′(𝑡), 𝑦′′(𝑡) в силу уравнений
системы (3). Тогда с учётом обозначения 𝐷(𝑡) и представлений (4), (5), (7) получим

𝑑𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦)

𝑑𝑡
= 2𝑥(𝑡)

[︀
−𝜆2𝑥(𝑡) +𝑊 (𝑡)𝑦(𝑡)

]︀
+ 2𝜆2(𝑥(𝑡))2 + 2𝑦′(𝑡)

{︂
−𝑏2(𝑡)𝑦′(𝑡)−

− 𝑏1(𝑡)𝑦(𝑡)− 𝑏0(𝑡)𝑥(𝑡)−
𝑡∫︁

𝑡0

[𝑃0(𝑡, 𝜏)𝑥(𝜏) + 𝑃1(𝑡, 𝜏)𝑦(𝜏) +𝐾(𝑡, 𝜏)𝑦′(𝜏)]𝑑𝜏 + 𝐹 (𝑡)

}︂
+

+ 𝑏′1(𝑡)(𝑦(𝑡))
2 + 2𝑏1(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦

′(𝑡) +

[︂
2𝑏2(𝑡)−

𝑡∫︁
𝑡0

|𝐶(𝑡, 𝜏)|𝑑𝜏 −
∞∫︁
𝑡

|𝐶(𝑠, 𝑡)|𝑑𝑠
]︂
(𝑦′(𝑡))2 +

+
𝑛∑︁
𝑖=1

[︂
𝑅′
𝑖𝑡(𝑡, 𝑡0)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))

2 − 2𝐸′
𝑖(𝑡)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0) + 𝑐′𝑖(𝑡) +

+ 2𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0)𝜓𝑖(𝑡)𝑦
′(𝑡)− 2𝐸𝑖(𝑡)𝜓𝑖(𝑡)𝑦

′(𝑡) +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅′′
𝑖𝜏𝑡(𝑡, 𝜏)(𝑌𝑖(𝑡, 𝜏))

2𝑑𝜏 +

+ 2

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅′
𝑖𝜏 (𝑡, 𝜏)𝑌𝑖(𝑡, 𝜏)𝜓𝑖(𝑡)𝑦

′(𝑡)𝑑𝜏

]︂
+

∞∫︁
𝑡

|𝐶(𝑠, 𝑡)|𝑑𝑠(𝑦′(𝑡))2 −
𝑡∫︁

𝑡0

|𝐶(𝑡, 𝜏)|(𝑦′(𝜏))2𝑑𝜏 =

= 2𝑊 (𝑡)𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)− 2𝑦′(𝑡)

{︂
𝑏0(𝑡)𝑥(𝑡) +

+

𝑡∫︁
𝑡0

[︂
𝑃0(𝑡, 𝜏)𝑥(𝜏) + 𝑃1(𝑡, 𝜏)𝑦(𝜏) +

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝐾𝑖(𝑡, 𝜏) + 𝐶(𝑡, 𝜏)

)︂
𝑦′(𝜏)

]︂
𝑑𝜏 − 𝐹 (𝑡)

}︂
+

+ 𝑏′1(𝑡)(𝑦(𝑡))
2 −

𝑡∫︁
𝑡0

|𝐶(𝑡, 𝜏)|𝑑𝜏(𝑦′(𝑡))2 −
𝑡∫︁

𝑡0

|𝐶(𝑡, 𝜏)|(𝑦′(𝜏))2𝑑𝜏 +

+

𝑛∑︁
𝑖=1

[︂
𝐴′
𝑖(𝑡)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))

2 +𝐵′
𝑖(𝑡)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))

2 − 2𝐸′
𝑖(𝑡)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0) + 𝑐′𝑖(𝑡) + 2𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0)𝜓𝑖(𝑡)𝑦

′(𝑡)−

− 2𝐸𝑖(𝑡)𝜓𝑖(𝑡)𝑦
′(𝑡) + 2

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅′
𝑖𝜏 (𝑡, 𝜏)𝑌𝑖(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 𝜓𝑖(𝑡)𝑦

′(𝑡) +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅′′
𝑖 𝜏𝑡(𝑡, 𝜏)(𝑌𝑖(𝑡, 𝜏))

2𝑑𝜏

]︂
, (12)

где (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) — любое решение системы (3).
Чтобы продолжить дальнейшее преобразование производной и оценить суммы некоторых

слагаемых в (12), установим аналогично [10, с. 75] следующие четыре утверждения.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 1 2024



94 ИСКАНДАРОВ, ХАЛИЛОВ

а) Проинтегрировав по частям, с учётом определения (11) будем иметь

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅′
𝑖𝜏 (𝑡, 𝜏)𝑌𝑖(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = −𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0) +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅𝑖(𝑡, 𝜏)𝜓𝑖(𝜏)𝑦
′(𝜏)𝑑𝜏, 𝑖 = 1, 𝑛,

откуда, учитывая обозначение 𝑅𝑖(𝑡, 𝜏) ≡ 𝐾𝑖(𝑡, 𝜏)(𝜓𝑖(𝑡)𝜓𝑖(𝜏))
−1 (𝑖 = 1, 𝑛), найдём

2𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0)𝜓𝑖(𝑡)𝑦
′(𝑡) + 2𝜓𝑖(𝑡)𝑦

′(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅′
𝑖𝜏 (𝑡, 𝜏)𝑌𝑖(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = 2𝑦′(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡0

𝐾𝑖(𝑡, 𝜏)𝑦
′(𝜏)𝑑𝜏

для любого 𝑖 = 1, 𝑛. Следовательно, в силу этого представления получим

2
𝑛∑︁
𝑖=1

(︃
𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0)𝜓𝑖(𝑡)𝑦

′(𝑡) +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅′
𝑖𝜏 (𝑡, 𝜏)𝑌𝑖(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 𝜓𝑖(𝑡)𝑦

′(𝑡)

)︃
− 2𝑦′(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾𝑖(𝑡, 𝜏)𝑦
′(𝜏)𝑑𝜏 =

= 2𝑦′(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾𝑖(𝑡, 𝜏)𝑦
′(𝜏)𝑑𝜏 − 2𝑦′(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾𝑖(𝑡, 𝜏)𝑦
′(𝜏)𝑑𝜏 = 0. (13)

б) Согласно условию 4) теоремы имеют место неравенства 𝐵′
𝑖(𝑡) ⩽ 0 и (𝐸′

𝑖(𝑡))
2 ⩽ 𝐵′

𝑖(𝑡)𝑐
′
𝑖(𝑡).

Поэтому дискриминант квадратного относительно 𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0) трёхчлена, составленного из вто-
рого, третьего и четвёртого слагаемых, стоящих под знаком суммы в (12), неположителен.
Следовательно, этот трёхчлен удовлетворяет неравенству

𝐵′
𝑖(𝑡)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))

2 − 2𝐸′
𝑖(𝑡)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0) + 𝑐′𝑖(𝑡) ⩽ 0 (𝑖 = 1, 𝑛),

так как коэффициент 𝐵′
𝑖(𝑡) при его старшем члене отрицателен ввиду условия 4). Поэтому
𝑛∑︁
𝑖=1

[𝐵′
𝑖(𝑡)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))

2 − 2𝐸′
𝑖(𝑡)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0) + 𝑐′𝑖(𝑡)] ⩽ 0. (14)

в) Применив неравенство 2𝛼1𝛼2 ⩽ 𝛼2
1 + 𝛼2

2, получим соотношение

−2𝑦′(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡0

𝐶(𝑡, 𝜏)𝑦′(𝜏)𝑑𝜏 −
𝑡∫︁

𝑡0

|𝐶(𝑡, 𝜏)|𝑑𝜏(𝑦′(𝑡))2 −
𝑡∫︁

𝑡0

|𝐶(𝑡, 𝜏)|(𝑦′(𝜏))2𝑑𝜏 ⩽ 0. (15)

г) Так как 𝐸𝑖(𝑡) = 𝐹𝑖(𝑡)(𝜓𝑖(𝑡))
−1 (𝑖 = 1, 𝑛) в силу второго равенства в (4), то

2𝑦′(𝑡)
𝑛∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖(𝑡)−
𝑛∑︁
𝑖=1

2𝐸𝑖(𝑡)𝜓𝑖(𝑡)𝑦
′(𝑡) = 0. (16)

Таким образом, из соотношений (12)–(16) вытекает неравенство

𝑑𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦)

𝑑𝑡
⩽ 2𝑊 (𝑡)𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)− 2𝑦′(𝑡)

{︃
𝑏0(𝑡)𝑥(𝑡) +

𝑡∫︁
𝑡0

[︁
𝑃0(𝑡, 𝜏)𝑥(𝜏) + 𝑃1(𝑡, 𝜏)𝑦(𝜏) +

+𝐾0(𝑡, 𝜏)𝑦
′(𝜏)

]︁
𝑑𝜏 − 𝐹0(𝑡)

}︃
+ 𝑏′1(𝑡)(𝑦(𝑡))

2 +

𝑛∑︁
𝑖=1

[︃
𝐴′
𝑖(𝑡)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))

2 +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅′′
𝑖 𝜏𝑡(𝑡, 𝜏)(𝑌𝑖(𝑡, 𝜏))

2𝑑𝜏

]︃
,
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а значит, учитывая, что в силу условий теоремы функции 𝑏′1(𝑡) и 𝐴′
𝑖(𝑡), 𝑅′′

𝑖𝜏𝑡(𝑡, 𝜏) (𝑖 = 1, 𝑛)
неотрицательны и справедливо тождество 𝑅′′

𝑖𝜏𝑡(𝑡, 𝜏) = 𝑅′′
𝑖𝑡𝜏 (𝑡, 𝜏), имеет место следующая оцен-

ка производной:

𝑑𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦)

𝑑𝑡
⩽ 2𝑊 (𝑡)|𝑥(𝑡)| |𝑦(𝑡)|+

+ 2|𝑦′(𝑡)|

{︃
|𝑏0(𝑡)| |𝑥(𝑡)|+

𝑡∫︁
𝑡0

[︀
|𝑃0(𝑡, 𝜏)| |𝑥(𝜏)|+ |𝑃1(𝑡, 𝜏)| |𝑦(𝜏)|+ |𝐾0(𝑡, 𝜏)| |𝑦′(𝜏)|

]︀
𝑑𝜏 + |𝐹0(𝑡)|

}︃
+

+ 𝑏′1(𝑡)(𝑦(𝑡))
2 +

𝑛∑︁
𝑖=1

[︃
𝐴′
𝑖(𝑡)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))

2 +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅′′
𝑖𝑡𝜏 (𝑡, 𝜏)(𝑌𝑖(𝑡, 𝜏))

2𝑑𝜏

]︃
. (17)

Так как в определении (10) квадратный трёхчлен

𝑇 (𝑡, 𝑡0) ≡ 𝑅𝑖(𝑡, 𝑡0)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))
2 − 2𝐸𝑖(𝑡)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0) + 𝑐𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛,

как доказано выше, неотрицателен и все остальные слагаемые неотрицательны в силу условий
теоремы, то справедливы неравенства

(𝑥(𝑡))2 ⩽ 𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦), 2𝜆2
𝑡∫︁

𝑡0

(𝑥(𝑠))2𝑑𝑠 ⩽ 𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦), (𝑦′(𝑡))2 ⩽ 𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦),

𝑏1(𝑡)(𝑦(𝑡))
2 ⩽ 𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦),

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑡∫︁
𝑡0

𝑅′
𝑖𝜏 (𝑡, 𝜏)(𝑌𝑖(𝑡, 𝜏))

2𝑑𝜏 ⩽ 𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦). (18)

Из неотрицательности квадратного трёхчлена 𝑇 (𝑡, 𝑡0) и представления (7) вытекает тожде-
ство 𝑇 (𝑡, 𝑡0) ≡ 𝐴𝑖(𝑡)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))

2+𝐵𝑖(𝑡)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))
2−2𝐸𝑖(𝑡)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0)+𝑐𝑖(𝑡). Но квадратный трёхчлен

𝐵𝑖(𝑡)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))
2 − 2𝐸𝑖(𝑡)𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0) + 𝑐𝑖(𝑡), составленный их трёх последних слагаемых этого тож-

дества, неотрицателен, так как для его дискриминанта справедливо неравенство 4(𝐸2
𝑖 (𝑡) −

−𝐵𝑖(𝑡)𝑐𝑖(𝑡)) ⩽ 0 (см. условие 4)), а коэффициент 𝐵𝑖(𝑡) при старшем его члене в силу усло-
вия 4) положителен. Поэтому выполняется оценка

𝐴𝑖(𝑡)(𝑌𝑖(𝑡, 𝑡0))
2 ⩽ 𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦). (19)

Теперь, учитывая оценки (18) и (19), а также условие 4) для функций 𝐴′
𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 𝑛),

условие 2) для функций 𝑅′′
𝑖𝑡𝜏 (𝑡, 𝜏) (𝑖 = 1, 𝑛) и условие 5) для функций 𝑏1(𝑡) (𝑖 = 1, 𝑛),

из (17) получаем следующее интегро-дифференциальное неравенство:

𝑑𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦)

𝑑𝑡
⩽ 2

{︃
|𝐹0(𝑡)|+

𝑡∫︁
𝑡0

[︀
|𝑃0(𝑡, 𝜏)|+ |𝑃1(𝑡, 𝜏)|(𝑏1(𝜏))−1/2 +

+ |𝐾0(𝑡, 𝜏)|
]︀
(𝑉 (𝜏 ;𝑥, 𝑦))1/2𝑑𝜏

}︃
(𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦))1/2 + 2𝜇(𝑡)𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦),

где

𝜇(𝑡) ≡𝑊 (𝑡)(𝑏1(𝑡))
−1/2 + |𝑏0(𝑡)|+

1

2
𝑏*1(𝑡) +

1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

[𝐴*
𝑖 (𝑡) +𝑅*

𝑖 (𝑡)].
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Проинтегрировав это соотношение в пределах от 𝑡0 до 𝑡, получим интегральное нера-
венство

𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑐* + 2

𝑡∫︁
𝑡0

{︃
|𝐹0(𝑠)|+

𝑠∫︁
𝑡0

[︀
|𝑃0(𝑠, 𝜏)|+ |𝑃1(𝑠, 𝜏)|(𝑏1(𝜏))−1/2 +

+ |𝐾0(𝑠, 𝜏)|
]︀
(𝑉 (𝜏 ;𝑥, 𝑦))1/2𝑑𝜏

}︃
(𝑉 (𝑠;𝑥, 𝑦))1/2𝑑𝑠+ 2

𝑡∫︁
𝑡0

𝜇(𝑠)𝑉 (𝑠;𝑥, 𝑦)𝑑𝑠, (20)

где

𝑐* = 𝑉 (𝑡0;𝑥, 𝑦) = (𝑥(𝑡0))
2 + (𝑦′(𝑡0))

2 + 𝑏1(𝑡0)(𝑦(𝑡0))
2 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖(𝑡0).

Из доказанной в работе [11] леммы 1 вытекает, что справедливо следующее утверждение.
Лемма. Пусть для непрерывных неотрицательных функций 𝑢(𝑡), 𝛼𝑘(𝑡) (𝑘 = 1, 2) и

𝛽(𝑡, 𝜏) при 𝑡 ⩾ 𝜏 ⩾ 𝑡0 выполняется с некоторой положительной постоянной 𝐶 неравенство

(𝑢(𝑡))2 ⩽ 𝐶 +

𝑡∫︁
𝑡0

[︂
𝛼1(𝑠)𝑢(𝑠) + 𝛼2(𝑠)(𝑢(𝑠))

2 +

𝑠∫︁
𝑡0

𝛽(𝑡, 𝜏)𝑢(𝑠)𝑢(𝜏)𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑠.

Тогда имеет место оценка

(𝑢(𝑡))2 ⩽

[︂
𝐶1/2 +

1

2

𝑡∫︁
𝑡0

𝛼1(𝑠) exp

{︂
−1

2

𝑠∫︁
𝑡0

𝑀(𝜂)𝑑𝜂

}︂
𝑑𝑠

]︂2
exp

{︂ 𝑡∫︁
𝑡0

𝑀(𝑠)𝑑𝑠

}︂
,

где 𝑀(𝑡) ≡ 𝛼2(𝑡) +
∫︀ 𝑡
𝑡0
𝛽(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏.

Применим к интегральному неравенству (20) сформулированную лемму и с учётом условий
2)–5) теоремы придём к оценке

𝑉 (𝑡;𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑐**, (21)

где

𝑐** =

[︂
(𝑐*)

1/2 +

∞∫︁
𝑡0

|𝐹0(𝑠)| exp
{︂
−

𝑠∫︁
𝑡0

𝑀(𝜂)𝑑𝜂

}︂
𝑑𝑠

]︃2
exp

{︂
2

∞∫︁
𝑡0

𝑀(𝜂)𝑑𝜂

}︂
<∞,

𝑀(𝑡) ≡ 𝜇(𝑡) +

𝑡∫︁
𝑡0

[︀
|𝑃0(𝑡, 𝜏)|+ |𝑃1(𝑡, 𝜏)|(𝑏10)−1/2 + |𝐾0(𝑡, 𝜏)|

]︀
𝑑𝜏.

В силу соотношений (18) из неравенства (21) вытекают утверждения (8) и (9) теоремы.
Далее, учитывая условие 7) теоремы, вследствие замены (2) и равенства

𝑥′′(𝑡) = −𝜆2𝑥′(𝑡) +𝑊 (𝑡)𝑦′(𝑡) +𝑊 ′(𝑡)𝑦(𝑡) = −𝜆2[−𝜆2𝑥(𝑡) +𝑊 (𝑡)𝑦(𝑡)] +𝑊 (𝑡)𝑦′(𝑡) +𝑊 ′(𝑡)𝑦(𝑡) =

= 𝜆4𝑥(𝑡) + [𝑊 ′(𝑡)− 𝜆2𝑊 (𝑡)]𝑦(𝑡) +𝑊 (𝑡)𝑦′(𝑡)

получаем, что 𝑥′(𝑡) = 𝑂(1) и 𝑥′′(𝑡) = 𝑂(1). Следовательно, для любого решения 𝑥(𝑡) ИДУ
(1) верно, что 𝑥(𝑘)(𝑡) = 𝑂(1) (𝑘 = 0, 1, 2). Теорема доказана.

Отметим, что в работах [1, с. 215–217; 7–9] рассмотрены различные ИДУ типа Вольтерры,
причём в [8] рассмотрен векторный аналог результатов из [7, 9], а в монографии [10, с. 73–80]
обобщены соответствующие результаты работ [1, с. 215–217; 7–9] на линейные ИДУ первого
и второго порядков типа Вольтерры. Мы в настоящей работе использовали, главным образом,
идеи построения функционалов из [10, с. 73–80].
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Из доказанной теоремы вытекает
Следствие. Если
1) 𝜆 > 0, 𝑊 (𝑡) > 0, 𝐾(𝑡, 𝜏) = 𝐶(𝑡, 𝜏)+𝐾0(𝑡, 𝜏), 𝐹 (𝑡) = 𝐹0(𝑡), то интеграл

∫︀∞
𝑡 |𝐶(𝑠, 𝑡)|𝑑𝑠

определён для всех 𝑡 ∈ 𝐼;
2) выполняются условия 3), 5)–7) теоремы, то любое решение ИДУ (1) и его первая и

вторая производные ограничены на полуоси 𝐼.
В данном случае 𝐾𝑖(𝑡, 𝜏) ≡ 𝐹𝑖(𝑡) ≡ 𝑐𝑖(𝑡) ≡ 0 (𝑖 = 1, 𝑛).
3. Пример. Для ИДУ третьего порядка (1) с 𝑡0 = 1 и

𝑎2(𝑡) ≡ 4 + 𝑒𝑡(sin 𝑡)
1/3

+
2𝑡+ 1

(𝑡+ 1)2
, 𝑎1(𝑡) ≡ 2𝑎2(𝑡) +

𝑡+ 1

𝑡+ 2
, 𝑎0(𝑡) ≡ 𝑎2(𝑡) + 1 +

𝑡+ 1

𝑡+ 2
− 𝑒−𝑡 cos 𝑡

(𝑡+ 10)2
,

𝑄0(𝑡, 𝜏) ≡ 𝑄2(𝑡, 𝜏)−
𝑒−𝑡+𝜏

(𝑡2 + 𝜏2 + 1)2
+ 𝑒−2𝑡 cos(𝑡𝜏), 𝑄1(𝑡, 𝜏) ≡ 2𝑄2(𝑡, 𝜏)−

𝑒−𝑡+𝜏

(𝑡2 + 𝜏2 + 1)2
,

𝑓(𝑡) ≡ 𝑒−𝑡
(︂
𝑒𝑡

2(cos 𝑡)1/5

𝑡+ 7
− sin(3𝑡)

𝑡2 + 1

)︂
,

где

𝑄2(𝑡, 𝜏) ≡ 𝑒−𝑡+𝜏+𝑡
2(cos 𝑡)1/5+𝜏2(cos 𝜏)1/5

(︂
1

𝑡− 𝜏 + 6
+
𝑡+ 𝜏 + 3

𝑡+ 𝜏 + 4

)︂
+

𝑒−𝑡+𝜏 (sin 𝑡)1/9

(𝑡+ 𝜏 + 1)11/10
+

𝑒−𝑡+𝜏

(𝑡+ 𝜏 + 5)3
,

выполняются все условия теоремы при 𝜆 = 1, 𝑊 (𝑡) ≡ 𝑒−𝑡. Здесь

𝑏2(𝑡) ≡ 𝑒𝑡(sin 𝑡)
1/3

+ 1 +
2𝑡+ 1

(𝑡+ 1)2
, 𝑏1(𝑡) ≡ 3 +

𝑡+ 1

𝑡+ 2
, 𝑏10 ≡

7

2
, 𝑏*1(𝑡) ≡

1

(𝑡+ 1)(𝑡+ 2)
,

𝑏0(𝑡) ≡
cos 𝑡

(𝑡+ 10)2
, 𝑃0(𝑡, 𝜏) ≡ 𝑒−𝑡 cos(𝑡𝜏), 𝑃1(𝑡, 𝜏) ≡ − 1

(𝑡2 + 𝜏2 + 1)2
,

𝐾(𝑡, 𝜏) ≡ 𝑒𝑡
2(cos 𝑡)1/5+𝜏2(cos 𝜏)1/5

(︂
1

𝑡− 𝜏 + 6
+
𝑡+ 𝜏 + 3

𝑡+ 𝜏 + 4

)︂
+

(sin 𝑡)1/9

(𝑡+ 𝜏 + 1)11/10
+

1

(𝑡+ 𝜏 + 5)3
,

𝑛 = 1, 𝜓1(𝑡) ≡ 𝑒𝑡
2(cos 𝑡)1/5 , 𝑅1(𝑡, 𝜏) ≡

𝑡+ 𝜏 + 3

𝑡+ 𝜏 + 4
+

1

𝑡− 𝜏 + 6
, 𝐴1(𝑡) ≡

𝑡+ 3

𝑡+ 4
,

𝐴*
1(𝑡) ≡

1

(𝑡+ 3)(𝑡+ 4)
, 𝑅*

1(𝑡) ≡ 0, 𝐵1(𝑡) ≡
1

𝑡+ 6
, 𝐶(𝑡, 𝜏) ≡ (sin 𝑡)1/9

(𝑡+ 𝜏 + 1)11/10
,

𝐷(𝑡) ⩾ 2𝑒𝑡(sin 𝑡)
1/3

+ 2 +
2𝑡+ 1

(𝑡+ 1)2
, 𝐾0(𝑡, 𝜏) ≡

1

(𝑡+ 𝜏 + 5)3
,

𝐹 (𝑡) ≡ 𝑒𝑡
2(cos 𝑡)1/5

𝑡+ 7
− sin 3𝑡

𝑡2 + 1
, 𝐸1(𝑡) ≡

1

𝑡+ 7
, 𝑐1(𝑡) ≡

1

𝑡+ 6
, 𝐹0(𝑡) ≡ − sin 3𝑡

𝑡2 + 1
.

Для ИДУ третьего порядка в приведённом примере коэффициенты 𝑎𝑘(𝑡) (𝑘 = 0, 1, 2) не
дифференцируемы в точках 𝑡 = 𝜋𝑚 (𝑚 ∈ N), ядра 𝑄𝑘(𝑡, 𝜏) (𝑘 = 0, 1, 2) и свободный член
𝑓(𝑡) не дифференцируемы в точках 𝑡 = 𝜋/2 + 𝜋𝑚 (𝑚 ∈ N), ядра 𝑄𝑘(𝑡, 𝜏) (𝑘 = 0, 1, 2) не
дифференцируемы также ещё и в точках 𝑡 = 𝜋𝑙 (𝑙 ∈ N). Таким образом, нам удалось найти
ИДУ вида (1), для которого применима доказанная нами теорема.

Этот пример показывает, что класс ИДУ вида (1), для которого приведённая выше задача
решаема, не пуст.

Заключение. Отметим, что идея приведения ИДУ третьего порядка (1) к системе (3)
заимствована из монографии академика Г.И. Марчука [12]; идея использования некоторых
вспомогательных функций при построении функционала Ляпунова описана в монографии
академика Н.Н. Красовского [13, c. 199].
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В работе мы, используя конструкции функционалов Ляпунова для ИДУ первого порядка
типа Вольтерры [6–9] и для ИДУ первого и второго порядков типа Вольтерры [10, c. 73–80],
т.е. используя идеи построения функционалов Ляпунова, смогли построить функционал Ля-
пунова для ИДУ третьего порядка (1). Для этого понадобился нестандартный метод сведения
к системе. Таким образом, главная новизна работы состоит в нестандартном сведении ИДУ
к эквивалентной системе, состоящей из одного линейного дифференциального уравнения пер-
вого порядка и одного линейного ИДУ второго порядка типа Вольтерры; в построении нового
функционала Ляпунова для исследования ограниченности на полуоси решений и их первых
двух производных заданного линейного ИДУ третьего порядка.
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