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Введение. Лоренцева геометрия является математической основой теории относительно-
сти [1–3], а сублоренцева геометрия – попыткой обобщения субримановой геометрии [4, 5],
задающейся распределением и положительно определённой в нём квадратичной формой, на
случай квадратичной формы единичного индекса [6–15]. В данной работе методами геометри-
ческой теории управления [16–18] получены достаточные условия существования оптимальных
траекторий в общих задачах оптимального управления со свободным терминальным временем,
а также в сублоренцевых задачах.
1. Существование оптимальных управлений в задачах со свободным терминаль-

ным временем. Рассмотрим задачу оптимального управления

q̇ = f(q, u), q ∈ M ⊂ R
n, u ∈ U ⊂ R

k, n, k ∈ N, (1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, t1 свободно, (2)

J =

t1∫
0

ϕ(q, u) dt → min . (3)

Обозначим множества достижимости [16–18] этой системы из точки q0 :

Aq0 = {q(t1) : q(t), t ∈ [0, t1], траектория системы (1) т.ч. t1 � 0, q(0) = q0}

– множество достижимости за произвольное неотрицательное время;

A−
q0 = {q(t1) : q(t), t ∈ [t1, 0], траектория системы (1) т.ч. t1 � 0, q(0) = q0}

– множество достижимости за произвольное неположительное время;

At1
q0 = {q(t) : q(t), t ∈ [0, t1], траектория системы (1) т.ч. q(0) = q0}

– множество достижимости за время не больше t1 � 0.
Как известно (см. [17, п. 10.2]), исследование задачи оптимального управления (1)–(3) сво-

дится к исследованию множеств достижимости расширенной системы

˙̂q = f̂(q̂, u), q̂ = (y, q) ∈ M̂ = R×M, u ∈ U ⊂ R
k, (4)

f̂(q̂, u) = (ϕ(q, u), f(q, u)), (5)

q̂(0) = (0, q0), q(t1) = q1. (6)

А именно, траектория q(t), t ∈ [0, t1], оптимальна в задаче (1)–(3) с оптимальным значе-
нием функционала J тогда и только тогда, когда для соответствующей траектории q̂(t) =

= (
∫ t
0 ϕ(q, u) dt, q(t)) системы (4), (5) выполнено условие

Â(0,q0)

⋂
{(y, q1) : y < J} = ∅. (7)
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Здесь и далее Â(0,q0) есть множество достижимости системы (4), (5) из точки (0, q0) за про-
извольное неотрицательное время.
Теорема 1. Пусть для системы (4)–(6) выполнены условия:
1) множество U ⊂ R

k компактно;
2) для любого q̂ ∈ M̂ множество f̂U(q̂) = {f̂(q̂, u) : u ∈ U} ⊂ Tq̂M̂ выпукло;
3) существует компакт K̂ ⊂ M̂, содержащий образы всех траекторий q̂(t), t ∈ [0, t1],

системы (4), (5) с граничными условиями (6);
4) существует траектория q̂′(t) = (y′(t), q′(t)), t ∈ [0, t′1], системы (4), (5) с граничными

условиями q̂′(0) = (0, q0), q̂′(t′1) = (J ′, q1) такая, что для любой траектории q̂(t), t ∈ [0, t1],
системы (4), (5) с граничными условиями q̂(0) = (0, q0), q̂(t1) = (J, q1) из неравенства t1 > t′1
следует неравенство J > J ′.

Тогда в задаче оптимального управления (1)–(3) существует оптимальное управление.
Доказательство. Существует компакт K̂1 ⊂ M̂ такой, что K̂ ⊂ int K̂1. Возьмём любую

функцию a ∈ C∞(M̂ ) такую, что a|
K̂

≡ 1, a|
M̂\K̂1

≡ 0. Рассмотрим, наряду с системой (4),
систему

˙̂q = f(q̂, u) := a(q̂) · f̂(q̂, u), q̂ ∈ M̂, u ∈ U. (8)

В силу теоремы Филиппова [17, теорема 10.1] множества достижимости At
(0,q0) системы (8)

из точки (0, q0) за время не большее t компактны для любого t � 0, поэтому пересечение
At′1

(0,q0)

⋂
{(y, q1) ∈ M̂} компактно. Но системы (4) и (8) имеют одни и те же траектории с

граничными условиями (6), потому и пересечение

Ât′1
(0,q0)

⋂
{(y, q1) ∈ M̂} = At′1

(0,q0)

⋂
{(y, q1) ∈ M̂}

также компактно. Положим J̃ = min{y : (y, q1) ∈ Ât′1
(0,q0)

}. Существует траектория q̃(t), t ∈
∈ [0, t̃1], t̃1 � t′1, системы (4) с граничными условиями q̃(0) = (0, q0), q̃(t̃1) = (J̃ , q1). Соот-
ветствующая траектория q(t), t ∈ [0, t̃1], системы (1) оптимальна в задаче (1)–(3), так как

Â(0,q0)

⋂
{(y, q1) ∈ M̂ : y < J̃} = Ât′1

(0,q0)

⋂
{(y, q1) ∈ M̂ : y < J̃} = ∅

(ср. с (7)). Теорема доказана.
Замечание 1. Условие (4) теоремы 1 выполнено, в частности, если не существует траек-

тории q(t), t ∈ [0, t1], системы (1), удовлетворяющей граничным условиям (2) и неравенству
t1 > t′1.

Определим следующую функцию на M × M, задающую максимальное время движения
траекторий системы (1) от точки q0 до точки q1 :

T (q0, q1) := sup{t1 > 0 : существует траектория q(t) системы (1), t ∈ [0, t1],

такая, что q(0) = q0, q(t1) = q1}. (9)

Условие (4) теоремы 1 может быть ослаблено до более простого условия:
4′) T (q0, q1) < +∞.
Условие 4′) выполнено, если q = (x1, . . . , xn) ∈ M ⊂ R

n, и в силу управляемой системы
(1) для одной из координат имеет место неравенство ẋi � C > 0. В этом случае

T (q0, q1) � |xi1 − xi0|/C.

2. Существование сублоренцевых длиннейших. Рассмотрим задачу о длиннейших
для сублоренцевой структуры с ортонормированным репером X1, . . . ,Xk ∈ Vec(M) :

q̇ =

k∑
i=1

uiXi, q ∈ M, (10)
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u ∈ U =

{
u = (u1, . . . , uk) ∈ R

k : −u21 +
k∑

i=2

u2i � 0, −u1 � 0

}
, (11)

q(0) = q0, q(t1) = q1, t1 свободно, (12)

l =

t1∫
0

(
u21 −

k∑
i=2

u2i

)1/2

dt → max . (13)

Переходя на траекториях системы (10), (11) к новому времени s(t) =
∫ t
0 u1(τ) dτ, получаем

задачу оптимального управления, эквивалентную задаче (10)–(13):

q̇ =
k∑

i=1

uiXi, q ∈ M, (14)

u ∈ U ′ =

{
u = (u1, . . . , uk) ∈ R

k :

k∑
i=2

u2i � 1, u1 = 1

}
, (15)

q(0) = q0, q(t1) = q1, t1 свободно, (16)

l =

t1∫
0

(
1−

k∑
i=2

u2i

)1/2

dt → max . (17)

Траектории этих систем различаются лишь параметризацией времени с одним и тем же зна-
чением функционала качества l. Поэтому сублоренцевы длиннейшие в задаче (14)–(17) и в
задаче (10)–(13) существуют или не существуют одновременно.

Будем далее обозначать через T (q0, q1) функцию (9) для системы (14), (15).
Теорема 2. Пусть для задачи (14)–(17) выполнены условия:
1) q1 ∈ Aq0;
2) множество Aq0

⋂
A−

q1 компактно;
3) T (q0, q1) < +∞.
Тогда в задаче (14)–(17) существует оптимальная траектория.
Доказательство. Рассмотрим, наряду с первой задачей (14)–(17), вторую задачу

q̇ =

k∑
i=1

uiXi, q ∈ M, (18)

(u0, u) ∈ V =

{
(u0, u) ∈ R

k+1 : u0 ∈ [0, 1], u1 = 1,

k∑
i=2

u2i � 1

}
, (19)

q(0) = q0, q(t1) = q1, t1 свободно, (20)

J =

t1∫
0

ϕ(u) dt → min, ϕ(u) = −u0

(
1−

k∑
i=2

u2i

)1/2

. (21)

При u0 = 1 вторая задача (18)–(21) совпадает с первой задачей (14)–(17). При этом для второй
задачи любая траектория, для которой u0|S < 1 на множестве S ⊂ [0, t1] положительной
меры, неоптимальна. Поэтому оптимальные траектории в обеих задачах (14)–(17) и (18)–(21)
существуют или не существуют одновременно.

Проверим, что вторая задача (18)–(21) удовлетворяет условиям 1)–4) теоремы 1. Для этой
задачи расширенная система (4), (5) имеет вид

˙̂q = f̂(q̂, u0, u), q̂ = (y, q) ∈ M̂ = R×M, (u0, u) ∈ V, (22)
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f̂(q̂, u0, u) =

(
ϕ(u),

k∑
i=1

uiXi

)
. (23)

1. Множество значений управляющего параметра V компактно.
2. Для любого q̂ ∈ M̂ множество допустимых скоростей

f̂V (q̂) = {f̂(q̂, u0, u) : (u0, u) ∈ V }

выпукло. Действительно, выберем в TqM координаты (ẋ1, . . . , ẋn) так, чтобы Xi(q) = ∂q/∂xi,

i = 1, k, и обозначим координату в TyR через ẏ. Тогда

f̂(q̂, u0, u) = (ẏ, ẋ1, . . . , ẋn) = (ϕ(u), u1, . . . , uk, ẋk+1, . . . , ẋn)

и множество

f̂V (q̂) =

{
(ẏ, ẋ1, . . . , ẋn) ∈ Tq̂M̂ : ẏ2 � 1−

k∑
i=2

ẋ2i , ẏ � 0

}
выпукло.

3. Докажем, что существует компакт K̂ ⊂ M̂, содержащий носители всех траекторий
q̂(t) = (y(t), q(t)), t ∈ [0, t1], расширенной системы (22), (23) с граничными условиями (6).
Действительно, пусть q̂(t), t ∈ [0, t1], есть любая такая траектория. Тогда

{q(t) : t ∈ [0, t1]} ⊂ Aq0

⋂
A−

q1 , |y(t)| �
t∫

0

|ϕ(u)| dt � t � t1 � T (q0, q1),

так как ϕ|V � 1, откуда {y(t) : t ∈ [0, t1]} ⊂ [0, T (q0, q1)], и искомый компакт есть K̂ =
= [0, T (q0, q1)]× (Aq0

⋂
A−

q1).
Условие 4) теоремы 1 следует из условия 3) данной теоремы (см. замечание 1).
Все условия 1)–4) теоремы 1 выполнены, поэтому оптимальная траектория существует во

второй задаче (18)–(21), а также и в первой задаче (14)–(17) (а значит, и в задаче (10)–(13)).
Замечание 2. Условие 2) теоремы 2 может очевидным образом быть заменено более сла-

бым условием
2′) существует компакт K ⊂ M такой, что носитель любой траектории системы (10), (11)

с граничными условиями (12) содержится в K.
Замечание 3. Теорема 2 есть обобщение на сублоренцев случай аналогичной теоремы,

известной в лоренцевой геометрии [2, с. 66].
Замечание 4. М. Гроховским [7] доказано следующее утверждение.
Теорема 3. Пусть для любых q0, q1 ∈ M выполнены условия 2), 3) теоремы 2. Если для

некоторых q0, q1 ∈ M выполнено условие 1) теоремы 2, то для них существует оптималь-
ная траектория.

Теорема 3 следует из теоремы 2. Теорема 2 сильнее теоремы 3, так как в теореме 2 требуется
проверка условий 2), 3) лишь для точек q0, q1 из граничных условий задачи (16), а не для
всех точек q0, q1 ∈ M, как в теореме 3 (см. также далее примеры пп. 3.2, 3.5).
3. Примеры.
3.1. Пространство Минковского. Пусть M = R

n
x1,...,xn , Xi = ∂/∂xi, i = 1, n, qj =

= (x1j , . . . , x
n
j ) ∈ M, j = 0, 1. Тогда

Aq0 =

{
(x1, . . . , xn) ∈ M : x1 − x10 �

( n∑
i=2

(xi − xi0)
2

)1/2}
,

A−
q1 =

{
(x1, . . . , xn) ∈ M : x1 − x11 � −

( n∑
i=2

(xi − xi1)
2

)1/2}
,
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Рис. 1. Пространство Минковского.

и множество Aq0

⋂
A−

q1 компактно (рис. 1) для n = 3. Усло-
вие 3) теоремы 2 выполнено, так как ẋ1 = 1 для системы
(14), (15), откуда T (q0, q1) � |x10 − x11|. Если q1 ∈ Aq0 , то
лоренцева длиннейшая существует по теореме 2 – это пря-
молинейный отрезок, соединяющий q0 и q1 (см. [2]).
3.2. Лоренцева плоскость Лобачевского. Пусть

M = {(x, y) ∈ R
2 : y > 0}, X1 = y∂/∂x, X2 = y∂/∂y,

qi = (xi, yi) ∈ M, i = 0, 1. Тогда

Aq0 = {(x, y) ∈ M : x− x0 � |y − y0|},

A−
q1 = {(x, y) ∈ M : x− x1 � −|y − y1|}.

Случай 1. Если x1 − 1 < y1 � x1 + 1, y1 > 1 − x1, то
множество Aq0

⋂
A−

q1 есть непустой компакт (рис. 2). Усло-
вие 3) теоремы 2 выполнено, так как ẋ|Aq0

⋂
A−

q1
�C>0 для

системы (14), (15), откуда T (q0, q1) � |x0 − x1|/C. Поэтому
лоренцева длиннейшая существует по теореме 2 – это дуга

гиперболы или прямой, соединяющая q0 и q1 (см. [19]).
Случай 2. Если же y1 � x1 − 1, то множество Aq0

⋂
A−

q1 непусто и некомпактно. Кроме
того, нарушается условие 3) теоремы 2, так как возможно сколь угодно долгое движение
вблизи абсолюта {y = 0} (рис. 3). Лоренцева длиннейшая не существует (см. [19]).

Рис. 2. Лоренцева плоскость Лобачев-
ского, случай 1.

Рис. 3. Лоренцева плоскость Лобачев-
ского, случай 2.

Теорема 3 к данной задаче неприменима, так как существуют точки q0, q1 ∈ M, для кото-
рых нарушаются условия этой теоремы (см. случай 2).
3.3. Сублоренцева группа Гейзенберга. Пусть

M = R
3
x,y,z, X1 =

∂

∂x
− y

2

∂

∂z
, X2 =

∂

∂y
+

x

2

∂

∂z
, q0 = (0, 0, 0), q1 = (x1, y1, z1) ∈ M.

Тогда [6]

Aq0 =

{
(x, y, z) ∈ M : |z| � x2 − y2

4
, x � 0

}
,

A−
q1 =

{
(x, y) ∈ M :

∣∣∣∣z − z1 −
x1y − y1x

2

∣∣∣∣ � (x− x1)
2 − (y − y1)

2

4
, x � x1

}
,

и множества Aq0

⋂
A−

q1 компактны (рис. 4). Условие 3) теоремы 2 выполнено, так как ẋ = 1
для системы (14), (15), откуда T (q0, q1) � |x0−x1|. Если q1 ∈ Aq0 , то лоренцева длиннейшая
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существует по теореме 2. Если q1 ∈ ∂Aq0 , то длиннейшая анормальная и светоподобная, а в
случае q1 ∈ intAq0 длиннейшая нормальная и времениподобная.
3.4. Лоренцева структура на двумерном торе. Пусть

M = T
2
x,y = R

2/Z2, X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, q0 = (0, 0), q1 = (x1, 0) ∈ M.

Тогда Aq0

⋂
A−

q1 компактно в силу компактности тора. Траектория etX1(q0) периодическая,
поэтому T (q0, q1) = +∞. Лоренцевой длиннейшей, соединяющей q0 и q1, не существует. Этот
пример показывает существенность условия 3) теоремы 2.
3.5. Геодезически неполная лоренцева структура на плоскости. Пусть

M = R
2
x,y, X1 =

∂

∂x
, X2 = (y2 + 1)

∂

∂y
, q0 = (0, 0), q1 = (x1, 0) ∈ M.

Тогда

Aq0 = {(x, y) ∈ R
2 : x � |arctg y|}, A−

q1 = {(x, y) ∈ R
2 : x− x1 � −|arctg y|}

и при x1 � π пересечение Aq0

⋂
A−

q1 ⊃ {(π/2, y) ∈ R
2} некомпактно (рис. 5). Однако ẋ = 1,

откуда T (q0, q1) = x1 при x1 � 0. Лоренцева длиннейшая, соединяющая q0 и q1, существует
(это прямолинейный отрезок), при x1 ∈ (0, π) это следует из теоремы 2. Данный пример пока-
зывает, что условие 2) теоремы 2 не является необходимым для существования длиннейших.

Рис. 4. Сублоренцева группа Гейзен-
берга.

Рис. 5. Лоренцева структу-
ра на плоскости.

Теорема 3 к данной задаче неприменима, так как существуют точки q0, q1 ∈ M, для кото-
рых нарушается условие 2) этой теоремы.
3.6. Сублоренцева структура на группе SH(2). Пусть M есть группа гиперболиче-

ских движений плоскости

SH(2) =

⎧⎨
⎩
⎛
⎝ch z sh z x
sh z ch z y
0 0 1

⎞
⎠ : x, y, z ∈ R

⎫⎬
⎭ ,

X1 = ch z
∂

∂x
+ sh z

∂

∂y
, X2 =

∂

∂z
, q0 = (0, 0, 0), q1 = (x1, y1, z1) ∈ M.
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Тогда
Aq0 = {(x, y, z) ∈ M : x � 0, |z| � arshx, ϕ1(x, z) � y � ϕ2(x, z)},

ϕ1(x, z) = 1 + ch z −
√

4 + (x− sh z)2, ϕ2(x, z) =
√

4 + (x+ sh z)2 − 1− ch z,

A−
q0 = {(x, y, z) ∈ M : x � 0, |z| � −arshx, ϕ1(x, z) � y � ϕ2(x, z)},

A−
q1 = q1A−

q0

Рис. 6. Группа CH(2).

и множества Aq0

⋂
A−

q1 компактны (рис. 6). Условие 3) тео-
ремы 2 выполнено, так как ẋ = ch z � 1 для системы (14),
(15), откуда T (q0, q1) � |x0 − x1|. Если q1 ∈ Aq0 , то суб-
лоренцева длиннейшая существует по теореме 2. Если q1 ∈
∈ ∂Aq0 , то эта длиннейшая анормальная и светоподобная,
а в случае q1 ∈ intAq0 длиннейшая нормальная и времени-
подобная.
3.7. Сублоренцевы структуры на группах SE(2),

S̃E (2).
Пусть M есть группа евклидовых движений плоскости

SE(2) =

⎧⎨
⎩
⎛
⎝cos θ − sin θ x
sin θ cos θ y
0 0 1

⎞
⎠ : x, y ∈ R, θ ∈ R/(2πZ)

⎫⎬
⎭ ,

X1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, X2 =

∂

∂θ
, q0 = (0, 0, 0), q1 = (x1, y1, θ1) ∈ M.

Тогда [20] Aq0 = A−
q1 = M, T (q0, q1) = +∞, и сублоренцевой длиннейшей не существует.

Эти же факты справедливы для поднятия задачи на односвязную накрывающую S̃E(2).

Заключение. Примеры п. 3.2 (случай 2) и п. 3.7 показывают, что при нарушении условий
2) и 3) теоремы 2 сублоренцевы длиннейшие могут не существовать.

Примеры пп. 3.4, 3.6 показывают, что нарушение условия 3) теоремы 2 может приводить
к несуществованию длиннейших.

Остаётся открытым вопрос, может ли приводить к несуществованию длиннейших наруше-
ние лишь условия 2) теоремы 2?

Автор признателен рецензенту, полезные замечания которого побудили к рассмотрению
примеров из пп. 3.6, 3.7.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-11-
00140).
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