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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В классическом примере Р.Э. Винограда [1, гл. III, § 6.3] (и его упрощённой модифи-
кации А.Ф. Филиппова [2, гл. 4, § 18]) все решения конкретной двумерной автономной
дифференциальной системы стремятся к нулю (здесь и всюду ниже — при неограниченном
росте времени), но тем не менее нулевое решение этой системы является неустойчивым по
Ляпунову.

Некоторые примеры столь контрастных сочетаний свойств (ляпуновских и недавно вве-
дённых перроновских [3] и верхнепредельных [4]) решений также приведены в исследованиях
автора [5–10]. Наиболее логически сильные результаты, представленные в этих работах, со-
стоят в построении многомерных систем, обладающих:

– одновременно как перроновской, так и верхнепредельной, с одной стороны, полной
неустойчивостью (а следовательно, и ляпуновской глобальной неустойчивостью), а с другой —
массивной частной устойчивостью;

– одновременно ляпуновской крайней неустойчивостью и как перроновской, так и верх-
непредельной глобальной устойчивостью.

Цель настоящей статьи — построить дифференциальную систему с контрастными со-
четаниями свойств (подобными тем, что были предложены в [5–10]), но при этом ещё и
автономную (в отличие от примеров из работ [5–10], нереализуемых в автономном случае
[11]), т.е. систему, у которой:

1) имеется как перроновская, так и верхнепредельная массивная частная устойчивость
(которая есть и у системы, построенной в работе [10, теорема 1]);
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2) меры устойчивости и неустойчивости (см. описание свойств в определении 3) всех
трёх типов (ляпуновского, перроновского и верхнепредельного) равны соответственно нулю
и единице, что является логическим ослаблением наличия у системы свойства ляпуновской
почти полной (а значит, и имевшейся у системы из работы [10, теорема 1] ляпуновской
полной) неустойчивости.

Сочетание в автономном случае ляпуновской почти полной неустойчивости с перронов-
ской и верхнепредельной частной устойчивостью также реализуется на дифференциальных
системах (например, на двумерной линейной системе с седловой особой точкой), однако
частная устойчивость оказывается лишь точечной.

Для произвольного числа 𝑛 ∈ N в фазовом пространстве R𝑛 с нормой | · | рассмотрим
систему

�̇�= 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑡∈R+≡ [0,+∞), 𝑥∈R𝑛, (1)

с правой частью 𝑓 :R+×R𝑛→R𝑛, удовлетворяющей условиям

𝑓, 𝑓 ′𝑥 ∈𝐶(R+×R𝑛), 𝑓(𝑡, 0)=0, 𝑡∈R+,

обеспечивающим существование и единственность решений задач Коши и наличие нулевого
решения. Положим

𝐵𝜌≡{𝑥0 ∈R𝑛 : 0< |𝑥0|<𝜌}, 𝜌> 0,

а также для каждого 𝑥0∈R𝑛 через 𝑥(·, 𝑥0) обозначим непродолжаемое решение системы (1),
удовлетворяющее начальному условию 𝑥(0, 𝑥0)=𝑥0.

Определение 1 [3, 4, 12]. Для системы (1) имеет место ляпуновская, перроновская или
верхнепредельная (отмечены ниже индексом κ=𝜆, 𝜋, 𝜎 соответственно):

1) устойчивость, если для любого 𝜀 > 0 существует такое 𝛿 > 0, что любое начальное
значение 𝑥0 ∈𝐵𝛿 удовлетворяет соответственно условию

sup
𝑡∈R+

|𝑥(𝑡, 𝑥0)|<𝜀, lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡, 𝑥0)|<𝜀 или lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡, 𝑥0)|<𝜀; (2)

2) полная неустойчивость, если существуют такие 𝜀 > 0 и 𝛿 > 0, что любое начальное
значение 𝑥0∈𝐵𝛿 не удовлетворяет соответствующему условию (2) (в частности, если решение
𝑥(·, 𝑥0) определено не на всём луче R+);

3) почти полная неустойчивость, если существуют такие 𝜀 > 0 и 𝛿 > 0, что все зна-
чения 𝑥0 ∈𝐵𝛿, не удовлетворяющие соответствующему условию (2), образуют в шаре 𝐵𝛿

подмножество полной меры;
4) 𝜇-устойчивость при данном значении 𝜇 ∈ [0, 1], если для любого 𝜀 > 0 существует

такое 𝛿 > 0, что при каждом 𝜌 ∈ (0, 𝛿) все начальные значения 𝑥0 ∈𝐵𝜌, удовлетворяющие
соответствующему условию (2), образуют в шаре 𝐵𝜌 подмножество относительной меры
Mκ(𝑓, 𝜀, 𝜌) (т.е. доли от меры всего шара 𝐵𝜌, причём мера здесь и всюду ниже лебегова)
не меньшей 𝜇;

5) 𝜈-неустойчивость при данном значении 𝜈 ∈ [0, 1], если существуют такие 𝜀>0 и 𝛿>0,
что при каждом 𝜌∈ (0, 𝛿) все начальные значения 𝑥0∈𝐵𝜌, не удовлетворяющие соответству-
ющему условию (2), образуют в шаре 𝐵𝜌 подмножество относительной меры Nκ(𝑓, 𝜀, 𝜌) не
меньшей 𝜈.

Определение 2 [3, 4, 13]. Будем говорить, что для системы (1) имеет место перроновская
или верхнепредельная:

6) массивная частная устойчивость, если для любого 𝜀> 0 существует такое 𝛿 > 0, что
любое начальное значение 𝑥0 ∈R𝑛 ∖𝐵𝛿 удовлетворяет соответственно второму или третьему
условию в (2);
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7) асимптотическая устойчивость, если для некоторого 𝛿>0 любое начальное значение
𝑥0 ∈𝐵𝛿 удовлетворяет условию

lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡, 𝑥0)|=0 или lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡, 𝑥0)|=0.

Определение 3 [12]. Для системы (1) при κ=𝜆, 𝜋, 𝜎 назовем ляпуновской, перроновской
или верхнепредельной соответственно:

а) мерой устойчивости такое число 𝜇κ(𝑓)∈ [0, 1], что для каждого 𝜇∈ [0, 𝜇κ(𝑓)) систе-
ма (1) обладает 𝜇-устойчивостью, а для каждого 𝜇∈ (𝜇κ(𝑓), 1] — нет;

б) мерой неустойчивости такое число 𝜈κ(𝑓)∈ [0, 1], что для каждого 𝜈 ∈ [0, 𝜈κ(𝑓)) систе-
ма (1) обладает 𝜈-неустойчивостью, а для каждого 𝜈 ∈ (𝜈κ(𝑓), 1] — нет.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Ниже в теореме представлена автономная дифференциальная система, у которой:
– имеется как перроновская, так и верхнепредельная массивная частная устойчивость

(первое свойство);
– меры устойчивости и неустойчивости всех трёх типов (ляпуновского, перроновского и

верхнепредельного) равны соответственно нулю и единице (второе свойство).
Теорема. Для каждого числа 𝑛 > 1 существует автономная система (1), которая

имеет правую часть 𝑓 ∈𝐶1(R𝑛), удовлетворяющую условию 𝑓 ′(0) = 0, а также обладает
следующими свойствами:

1) каждое начальное значение 𝑥0 ∈R𝑛 ∖𝐵1 удовлетворяет равенству

lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡, 𝑥0)|=0; (3)

2) для мер устойчивости и неустойчивости системы выполнены равенства

𝜇κ(𝑓)= 0, 𝜈κ(𝑓)= 1, κ=𝜆, 𝜋, 𝜎.

Замечание. Отметим, что система, существование которой утверждается в теореме,
неодномерна. Более того, при 𝑛=1 существование двух начальных значений разных знаков,
удовлетворяющих равенству (3), эквивалентно [14, теорема 29] наличию у системы асимпто-
тической устойчивости (как перроновской, так и верхнепредельной), а значит, одномерного
примера с таким набором свойств не существует.

Доказательство теоремы. Построение описанной в теореме системы проведём в два
этапа.

Этап I. Введём на декартовой плоскости 𝑂𝑥1𝑥2 полярные координаты 𝜌, 𝜙 по формулам

𝑥1= 𝜌 cos𝜙, 𝑥2= 𝜌 sin𝜙, 𝜌⩾ 0, 𝜌2≡𝑥21+𝑥
2
2, 𝜙∈R, (4)

и рассмотрим автономную двумерную систему(︂
�̇�
�̇�

)︂
=−𝜌2(𝜌2−sin2(2𝜙))2

(︂
P(𝜌, 𝜙)
Φ(𝜌, 𝜙)

)︂
, (5)
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где

P(𝜌, 𝜙)=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜌−sin(2𝜙)−2 cos2(2𝜙), 𝜌⩽ sin(2𝜙),

𝜌+sin(2𝜙)−2 cos2(2𝜙), 𝜌⩽− sin(2𝜙),

𝜒(𝜌, 𝜙), 𝜌> | sin(2𝜙)|;

Φ(𝜌, 𝜙)=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
− cos(2𝜙), 𝜌⩽ sin(2𝜙),

cos(2𝜙), 𝜌⩽− sin(2𝜙),

𝜌3 sin(2𝜙), 𝜌> | sin(2𝜙|);

(6)

𝜒(𝜌, 𝜙)=

⎧⎨⎩2𝜌4 cos(2𝜙), | cos𝜙|⩾ 1/2 или | cos𝜙|< 1/2 и 𝜓(𝜌, 𝜙)⩽ 0,

2𝜌4 cos(2𝜙)+768𝜓2(𝜌, 𝜙), | cos𝜙|< 1/2 и 𝜓(𝜌, 𝜙)> 0,
(7)

𝜓(𝜌, 𝜙)=
(︀
𝜌 sin2(𝜙−𝜋/3)−sin(2𝜙)

)︀(︀
𝜌 sin2(2𝜋/3−𝜙)+sin(2𝜙)

)︀
. (8)

Равенства (5)–(8) определяют векторное поле в области (0,+∞)×R переменных (𝜌, 𝜙),
которое при помощи локального диффеоморфизма, заданного формулами (4), переносится
на проколотую плоскость R2∖{0} переменных (𝑥1, 𝑥2) и непрерывно продолжается в начало
координат нулем. Более того, продолженное поле, во-первых, непрерывно дифференцируемо
и имеет нулевое линейное приближение в нуле, а во-вторых, является непрерывно диффе-
ренцируемым на всей плоскости за счёт наличия в правой части системы множителей 𝜌2 и
(𝜌2−sin2(2𝜙))2. Из сказанного выше следует, что система (5) допускает нулевое решение, а
значит, является системой вида (1).

Заметим также, что полученное таким образом на плоскости переменных (𝑥1, 𝑥2) поле
является симметричным относительно обеих осей координат 𝑥1 и 𝑥2 в силу чётности функ-
ций 𝜙 ↦→P(𝜌, 𝜙), 𝜙 ↦→P(𝜌, 𝜋/2+𝜙) (вытекающей из чётности 𝜙 ↦→ 𝜒(𝜌, 𝜙), 𝜙 ↦→ 𝜒(𝜌, 𝜋/2+𝜙),
𝜙 ↦→ 𝜓(𝜌, 𝜙), 𝜙 ↦→ 𝜓(𝜌, 𝜋/2+𝜙) и равенств (6)), а также нечётности функций 𝜙 ↦→ Φ(𝜌, 𝜙),
𝜙 ↦→Φ(𝜌, 𝜋/2+𝜙) при каждом фиксированном значении 𝜌> 0.

1. Сначала рассмотрим все ненулевые решения данной системы, начинающиеся на кривой
(четырёхлепестковая роза Гранди единичного радиуса [15])

Γ≡
{︀
(𝜌, 𝜙)∈ (0,+∞)×R : 𝜌= | sin(2𝜙)|

}︀
. (9)

Каждое такое решение является стационарным в силу наличия в правой части системы (5)
множителя (𝑟2−sin2(2𝜙))2, следовательно, кривая Γ целиком заполнена особыми точками.

2. Рассмотрим ненулевые решения, начинающиеся в области (внутренность лепестков
розы Гранди)

𝐷∙≡
{︀
(𝜌, 𝜙)∈ (0,+∞)×R : 𝜌< | sin(2𝜙)|

}︀
.

В этой области система (5) имеет вид(︃
�̇�

�̇�

)︃
=−𝜌2(𝜌2−sin2(2𝜙))2

(︃
𝜌−| sin(2𝜙)|−2 cos2(2𝜙)

− sgn(sin(2𝜙)) cos(2𝜙)

)︃
,

следовательно, качественное поведение таких решений точно такое же, как соответствующих
(т.е. начинающихся в тех же точках) решений системы(︃

�̇�

�̇�

)︃
=−

(︃
𝜌−| sin 2𝜙|−2 cos2 2𝜙

− sgn(sin 2𝜙) cos 2𝜙

)︃
,

у которой
– на кривой Γ имеется ровно четыре особые точки — те, что образуют на плоскости

переменных (𝑥1, 𝑥2) квадрат с вершинами в точках (±1/
√
2, 1/

√
2) и (±1/

√
2,−1/

√
2);
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– каждое из остальных решений, начинающихся на кривой Γ, притягивается асимпто-
тически при 𝑡→+∞ к какой-либо из этих четырёх особых точек, поскольку его фазовая
кривая целиком лежит на этой кривой и на ней же справедливо неравенство

�̇�=2 cos2(2𝜙)> 0, (𝜌, 𝜙)∈Γ, | cos𝜙| ≠ 1/
√
2;

– любое решение, начинающееся внутри области 𝐷∙, в силу ограниченности 𝐷∙, спра-
ведливости неравенства

0<−(𝜌−| sin(2𝜙)|)⩽−(𝜌−| sin(2𝜙)|)+2 cos2(2𝜙)= �̇�, (𝜌, 𝜙)∈𝐷∙,

и теоремы существования и единственности решения задачи Коши (см., например, [16, гл. 2])
тоже асимптотически притягивается к одной из четырёх перечисленных выше особых точек
при 𝑡→+∞.

3. Обозначим
𝛾≡

{︀
(𝜌, 𝜙)∈ (0,+∞)×R : | cos𝜙|< 1/2, 𝜓(𝜌, 𝜙)= 0

}︀
и рассмотрим решения, начинающиеся в области (часть внешней области лепестков розы
Гранди, содержащая ось координат 𝑥1)

𝐷∘
1 ≡𝐷∘

1,1⊔𝐷∘
1,2, 𝐷∘

1,1≡
{︀
(𝜌, 𝜙)∈ (0,+∞)×R : 𝜌> | sin(2𝜙)|, | cos𝜙|< 1/2, 𝜓(𝜌, 𝜙)< 0

}︀
,

𝐷∘
1,2≡

{︀
(𝜌, 𝜙)∈ (0,+∞)×R : 𝜌> | sin(2𝜙)|, | cos𝜙|⩾ 1/2

}︀
.

В этой области система (5) имеет решения двух типов.
Тип 1. Решения, удовлетворяющие начальному условию sin𝜙(0) = 0, стремятся к нулю

при 𝑡→+∞, поскольку их фазовые кривые лежат на оси координат 𝑥1 и на ней справедливо
неравенство �̇�=−2𝜌10< 0.

Тип 2. В области 𝐷∘
1 система (5) записывается как(︃

�̇�

�̇�

)︃
=−𝜌2(𝜌2−sin2(2𝜙))2

(︃
2𝜌4 cos(2𝜙)

𝜌3 sin(2𝜙)

)︃
. (10)

Из (10) при помощи деления одного уравнения на другое и интегрирования находим, что
в этой области все фазовые кривые системы (5) имеют вид

𝑟=𝐶 sin(2𝜙), 𝐶 > 0,

т.е. являются дугами концентрических лепестков роз Гранди разных радиусов. Отсюда и
из справедливости при (𝜌, 𝜙)∈𝐷∘

1 оценок

sgn �̇�=sgn
(︀
−𝜌5(𝜌2−sin2(2𝜙))2 sin(2𝜙)

)︀
=− sgn(sin(2𝜙))=

⎧⎨⎩−1, sin(2𝜙)> 0,

1, sin(2𝜙)< 0

следует, что все решения системы (5), начинающиеся в области 𝐷∘
1, стремятся к нулю при

𝑡→+∞.
4. Наконец, рассмотрим решения, начинающиеся в области (часть внешней области ле-

пестков розы Гранди, содержащая ось координат 𝑥2)

𝐷∘
2 ≡
{︀
(𝜌, 𝜙)∈ (0,+∞)×R : 𝜌> | sin(2𝜙)|, | cos𝜙|< 1/2, 𝜓(𝜌, 𝜙)> 0

}︀
.
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Рисунок. Фазовый портрет системы (5).

В области 𝐷∘
2 система (5) записывается в виде(︃

�̇�

�̇�

)︃
=−𝜌2(𝜌2−sin2(2𝜙))2

(︃
2𝜌4 cos(2𝜙)+768𝜓2(𝜌, 𝜙)

𝜌3 sin(2𝜙)

)︃
и, следовательно, имеет решения двух типов.

Тип 3. Решения, удовлетворяющие начальному условию cos𝜙(0) = 0, стремятся к нулю
при 𝑡→+∞, поскольку их фазовые кривые лежат на оси координат 𝑥2 и на ней справедливо
неравенство �̇�=−𝜌10< 0.

Тип 4. Рассмотрим решения, удовлетворяющие начальному условию cos𝜙(0) ̸=0. Из спра-
ведливости при (𝜌, 𝜙)∈𝐷∘

2 оценок

�̇� <−2𝜌6(𝜌2−sin2(2𝜙))2 cos(2𝜙), sgn �̇�=sgn
(︀
−𝜌5(𝜌2−sin2(2𝜙))2 sin(2𝜙)

)︀
=

{︃
−1, sin(2𝜙)> 0,

1, sin(2𝜙)< 0

(первая из которых означает, что радиальная скорость �̇� решений в области 𝐷∘
2 строго

меньше одноимённой величины для решений системы (10), рассматриваемой также и в
области 𝐷∘

2), а также ограниченности всех решений системы (10) в области 𝐷∘
2 (которая,

в свою очередь, доказывается рассуждениями, аналогичными проделанным в области 𝐷∘
1)

следует, что каждое решение системы (5) такого типа (а точнее, его фазовая кривая) в
некоторый момент 𝑡 > 0 обязательно пересечёт кривую 𝛾 и войдет в область 𝐷∘

1. Отсюда
и из исследованного выше качественного поведения решений в области 𝐷∘

1 следует, что
решения данного типа тоже стремятся к нулю при 𝑡→+∞.
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Этап II. Обозначим через 𝑓 ≡ (𝑓1, 𝑓2) :R2→R2 правую часть системы (5), записанной при
помощи формул (4) в декартовых координатах (𝑥1, 𝑥2), и рассмотрим для произвольного
натурального числа 𝑛> 1 дифференциальную систему⎧⎪⎨⎪⎩

�̇�1= 𝑓1
(︀
𝑦1,
√︀
𝑦22+ . . .+𝑦

2
𝑛

)︀
,

�̇�𝑖= 𝑓2
(︀
𝑦1,
√︀
𝑦22+ . . .+𝑦

2
𝑛

)︀ 𝑦𝑖√︀
𝑦22+ . . .+𝑦

2
𝑛

,
𝑖=2, 𝑛, 𝑦≡ (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)

T ∈R𝑛, (11)

которая является системой вида (1) (и к тому же ещё и автономной), а также обладает
нулевым линейным приближением вдоль нулевого решения, поскольку, во-первых, этими же
свойствами обладает система (5), а во-вторых, существуют непрерывно дифференцируемые
функции ℎ𝑖 : �̃�

∘
1 →R, 𝑖=1, 2, удовлетворяющие условиям

𝑓𝑖(𝑢1, 𝑢2)=𝑢𝑖ℎ𝑖(𝑢1, 𝑢
2
2), 𝑖=1, 2, (𝑢1, 𝑢2)∈ �̃�∘

1 ≡
{︀
(𝑥1, 𝑥2)∈R2 : (𝜌, 𝜙)∈𝐷∘

1

}︀
.

Существование функций ℎ𝑖, 𝑖 = 1, 2, с указанными свойствами устанавливается непосред-
ственными вычислениями.

5. Рассмотрим сначала решения 𝑦 системы (11), удовлетворяющие начальному условию
𝑦23(0)+ . . .+𝑦

2
𝑛(0)= 0.

Точки (0, . . . , 0)T, (±1/
√
2, 1/

√
2, 0, . . . , 0)T и (±1/

√
2,−1/

√
2, 0, . . . , 0)T обращают в нуль

векторное поле, заданное равенствами (11), поэтому они являются особыми для рассматри-
ваемой системы.

В двумерной плоскости

Π3,...,𝑛≡
{︀
𝑦 ∈R𝑛 : 𝑦3= . . .= 𝑦𝑛=0

}︀
система (11) имеет такой же вид, как и система (5), записанная при помощи формул (4)
в декартовых координатах (𝑥1, 𝑥2). Отсюда следует, что фазовые кривые таких решений
целиком лежат в плоскости Π3,...,𝑛 и, следовательно, их качественное поведение в точности
такое же, как и поведение решений системы (5).

6. Далее рассмотрим решения 𝑦, удовлетворяющие условию 𝑦23(0)+ . . .+𝑦
2
𝑛(0) ̸=0, которое

эквивалентно существованию такого индекса 𝑖0, что

𝑦𝑖0(0) ̸=0 и 3⩽ 𝑖0⩽𝑛.

С помощью интегрирования находим, что функции

Ψ𝑗(𝑦)≡ 𝑦𝑗/𝑦𝑖0 , 𝑗=2, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑖0,

постоянны вдоль решений 𝑦 системы (11) (являются её первыми интегралами), откуда

𝑦𝑗 =𝐶𝑗𝑦𝑖0 , 𝐶𝑗 ∈R, 𝑗=2, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑖0.

Подставив эти равенства в систему (11) и сделав замену переменных

𝑧𝑗 = 𝑦𝑗 , 𝑗=1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑖0, 𝑧𝑖0 =𝐶0𝑦𝑖0 , 𝐶0≡
(︂
1+

𝑛∑︁
𝑗=2, 𝑗 ̸=𝑖0

𝐶2
𝑗

)︂1/2
,

получим в двумерной плоскости

Π𝑖0;𝐶1,...,𝐶𝑛 ≡
{︂
𝑧 ∈R𝑛 : 𝑧𝑗 =

𝐶𝑗

𝐶0
𝑧𝑖0 , 𝑗=2, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑖0

}︂
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дифференциальную систему такого же вида, как и система (5), записанная в декартовых
координатах (𝑥1, 𝑥2).

Итак, из сказанного выше следует полное описание качественного поведения всех решений
системы (11):

– фазовая кривая каждого решения является плоской и лежит либо в плоскости, задавае-
мой условием 𝑦23= . . .=𝑦

2
𝑛=0, либо в некоторой плоскости вида Π𝑖0;𝐶1,...,𝐶𝑛 , либо во всех таких

плоскостях сразу (для решений, удовлетворяющих начальному условию 𝑦22(0)+. . .+𝑦
2
𝑛(0)=0);

– в каждой такой плоскости имеются решения трёх типов: a) петли роз Гранди единичного
радиуса целиком заполнены особыми точками; б) ненулевые решения, начинающиеся внутри
петель единичных роз Гранди, стремятся при 𝑡→+∞ к наиболее удалённым от нуля особым
точкам из п. а); в) решения, начинающиеся снаружи петель, стремятся при неограниченном
росте времени к точке (0, . . . , 0)T.

Отсюда и из касания в нуле петель роз Гранди, лежащих в двумерной плоскости пере-
менных (𝑦1, 𝑦2), осей координат 𝑦1 и 𝑦2 (а значит, в силу построения системы (11) и касания
соответствующих петель в соответствующих полуплоскостях вида Π𝑖0;𝐶1,...,𝐶𝑛 , лежащих в
ней оси координат 𝑦1 и ортогональной ей прямой) следует утверждение теоремы.

Теорема доказана.
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An example of non-one-dimensional autonomous differential system is constructed, in which, on the
one hand, all solutions starting in the exterior of the unit ball, tend to zero with unlimited growth of
time, and on the other hand, a relative measure of the initial conditions of those solutions that begin
in the ball with a center at the zero and move away from it at a sufficient distance with increasing
time, approaches arbitrary close to unity as the radius of the ball tends to zero. The nonlinear system
constructed in this work also has a zero linear approximation along the zero solution.
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нелинейностью гистерезисного типа в специальном виде аналитически вычислена непо-
движная точка оператора, порождаемого этой системой. Предложены способы выбора
вектора, определяющего в фазовом пространстве системы расположение поверхностей
разрыва (поверхностей переключения), при котором существует единственная непо-
движная точка на одной из этих поверхностей. Приведены примеры, демонстрирующие
полученные теоретические результаты.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В статье исследуется многомерная релейная динамическая система, не имеющая положе-
ний равновесия. В связи с этим если в динамике такой системы существуют периодические
движения различных типов, то в фазовом пространстве им соответствуют замкнутые траек-
тории с различным числом точек переключения. Для определения конфигураций фазовых
траекторий необходимо, прежде всего, уметь определять точки переключения. Под конфи-
гурацией будем понимать вид фазовой траектории и её расположение в пространстве.

Последние несколько лет нелинейные системы с обратной связью в форме двухпозицион-
ного реле с гистерезисом изучались в ряде работ (см., например, [1–11]). В [1] исследовались
динамика и синхронизация циклических структур осцилляторов. Проблема существования
колебательных и периодических режимов рассматривалась в статьях [2, 3]. Двухточечно-
колебательные решения (периодические колебательные решения с двумя точками переклю-
чения за период) изучались в работах [4–8]. В [9] доказана теорема об ограниченности
периодических и непериодических решений, а также теоремы о непрерывной зависимости
от параметров периодических решений систем. Работы [10, 11] посвящены исследованию
свойств семейства операторов, порождённых исследуемой системой. В [10] получены усло-
вия существования и единственности неподвижной точки оператора, а также условия, при
выполнении которых существуют одновременно неподвижные точки у различных типов отоб-
ражений. В [11] установлено необходимое и достаточное условие существования единственной
неподвижной точки для семейства операторов. Данная статья является продолжением наших
работ [9–11].

1021
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Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

�̇� =𝐴𝑋+𝐵𝐹 (𝜎). (1)

Здесь 𝑋 — вектор состояний системы, 𝑋 ∈R𝑛; 𝐴 — постоянная невырожденная квадратная
матрица 𝑛-го порядка с вещественными элементами; 𝐵 — постоянный ненулевой вектор
из пространства R𝑛 с вещественными элементами; 𝐹 (𝜎) — релейная нелинейность, где 𝐹 —
оператор, определяющий работу неидеального (гистерезисного) двухпозиционного реле с
пороговыми значениями 𝑙1, 𝑙2 (𝑙1<𝑙2) и значениями выхода 𝑚1, 𝑚2 (𝑚1<𝑚2), 𝜎=(Γ, 𝑋) —
скалярное произведение векторов Γ и 𝑋, Γ — ненулевой вектор из R𝑛 с вещественными
элементами (вектор обратной связи).

Функция 𝐹 (𝜎(𝑡)) определена при непрерывном входе 𝜎(𝑡) для 𝑡⩾ 0 в классе кусочно-
непрерывных функций и задаётся в соответствии с [12] следующим образом: из неравенства
𝜎(𝑡)⩽ 𝑙1 следует равенство 𝐹 (𝜎(𝑡))=𝑚1, из неравенства 𝜎(𝑡)⩾ 𝑙2 — равенство 𝐹 (𝜎(𝑡))=𝑚2, а
из неравенств 𝑙1<𝜎(𝑡)<𝑙2 (𝑡1<𝑡⩽ 𝑡2) — равенство 𝐹 (𝜎(𝑡1))=𝐹 (𝜎(𝑡2)), т.е. 𝐹 (𝜎(𝑡)) принимает
постоянное значение на отрезке [𝑡1, 𝑡2], если 𝐹 (𝜎(𝑡1)) =𝑚1 и 𝜎(𝑡) < 𝑙2 или 𝐹 (𝜎(𝑡1)) =𝑚2

и 𝜎(𝑡)> 𝑙1.
Петля гистерезиса на плоскости (𝜎, 𝐹 ) обходится против хода часовой стрелки (положи-

тельный или пассивный гистерезис [13, с. 49]).
Ниже приведём определения из работ [4, 8], которые используются в данной статье.
Определение 1. Точкой переключения называется состояние системы (1), при котором

входная функция 𝜎(𝑡) достигает одного из пороговых значений 𝑙𝑖, 𝑖=1, 2, а выходная функция
𝐹 (𝜎(𝑡)) при этом меняет значение выхода 𝑚1 на 𝑚2 или наоборот.

Определение 2. Поверхностью (гиперплоскостью) переключения называется гиперплос-
кость 𝐿𝑖= {𝑋 ∈R𝑛 : (Γ, 𝑋)= 𝑙𝑖}, 𝑖=1, 2.

Определение 3. Если в некоторый момент времени 𝑡′ изображающая точка принад-
лежит гиперплоскости 𝐿𝑖, 𝑖= 1, 2, то наименьший момент времени 𝑡′′ (𝑡′′ > 𝑡′), в который
изображающая точка принадлежит гиперплоскости 𝐿3−𝑖, назовём моментом первой встречи
изображающей точки с гиперплоскостью 𝐿3−𝑖.

Фазовая траектория любого непрерывного решения системы (1) с точками переключения
состоит из кусков траекторий в силу систем

�̇� =𝐴𝑋+𝐵𝑚1, �̇� =𝐴𝑋+𝐵𝑚2, (2)

“склеивание” которых происходит в точке переключения по непрерывности. Непрерывно-
му 𝑇 -периодическому решению системы (1) соответствует замкнутая фазовая траектория
(периодическая орбита) с точкой переключения 𝑋*, которая согласно определениям 1 и 2
удовлетворяет равенствам 𝑋*=𝑋(𝑡0)=𝑋(𝑡0+𝑇 ), (Γ, 𝑋*)= 𝑙𝑖, 𝑖=1, 2, где 𝑡0⩾0 — начальный
момент времени, 𝑇 > 0 — период, за который изображающая точка решения возвращается
в точку 𝑋*.

Система (1) не имеет положений равновесия, если имеют место неравенства

−(Γ, 𝐴−1𝐵𝑚2)< 𝑙1, −(Γ, 𝐴−1𝐵𝑚1)> 𝑙2. (3)

Действительно, при выполнении (3) точка виртуальной устойчивости 𝑋𝑖=−𝐴−1𝐵𝑚𝑖, 𝑖=1, 2,
полученная из (2) при условии �̇�=0, находится за границами зоны неоднозначности релейной
нелинейности 𝐹 (𝜎).

Будем рассматривать непрерывные 𝑇 -периодические решения 𝑋(𝑡) с фазовыми траекто-
риями, составленными из конечного числа кусков траекторий в силу систем (2); число этих
кусков совпадает с числом точек переключения за период 𝑇 . В силу решения системы (1)
гиперплоскость 𝐿𝑖 (или её подмножество), 𝑖=1, 2, отображается в себя.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 8 2024



АНАЛИТИЧЕСКОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ 1023

Пусть существует 𝑇 -периодическое решение 𝑋(𝑡) с 2𝑘 (𝑘∈N) точками переключения 𝑋1,
𝑋2, . . . , 𝑋2𝑘 в фазовом пространстве системы (1) и следующим поведением. Изображающая
точка решения начинает движение в точке 𝑋1 на 𝐿1 в момент времени 𝑡0 и достигает 𝐿2

в точке 𝑋2 в момент времени 𝑡1 в силу системы (2) с 𝑚𝑖 =𝑚1, затем переходит на 𝐿1

в точку 𝑋3 в момент времени 𝑡2 в силу (2) с 𝑚𝑖 =𝑚2, далее достигает 𝐿2 в точке 𝑋4 в
момент времени 𝑡3 в силу (2) с 𝑚𝑖=𝑚1 и так продолжает движение от 𝐿1 к 𝐿2 и обратно
𝑘 раз. В момент времени 𝑡2𝑘 =𝑇 изображающая точка возвращается на гиперплоскость 𝐿1

в начальную точку 𝑋1 в силу системы (2) с 𝑚𝑖=𝑚2.
Таким образом, 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡2𝑘 — моменты переключения реле, при этом согласно опреде-

лению 3 𝑡1, . . . , 𝑡2𝑘−1 (с нечётными номерами) являются моментами первой встречи изобра-
жающей точки с 𝐿2 после её ухода с гиперплоскости 𝐿1, а 𝑡2, . . . , 𝑡2𝑘 (с чётными номерами) —
моментами первой встречи с 𝐿1 после ухода с 𝐿2.

Выпишем систему относительно точек и моментов переключения в соответствии с опи-
санным выше поведением движения изображающей точки решения, используя форму Коши
для аналитического представления решения:

(Γ, 𝑋1)= 𝑙1, 𝑋2= 𝑒𝐴(𝑡1−𝑡0)𝑋1+

𝑡1ˆ

𝑡0

𝑒𝐴(𝑡1−𝜏)𝐵𝑚1 𝑑𝜏,

(Γ, 𝑋2)= 𝑙2, 𝑋3= 𝑒𝐴(𝑡2−𝑡1)𝑋2+

𝑡2ˆ

𝑡1

𝑒𝐴(𝑡2−𝜏)𝐵𝑚2 𝑑𝜏,

. . . ,

(Γ, 𝑋2𝑘−1)= 𝑙1, 𝑋2𝑘 = 𝑒𝐴(𝑡2𝑘−1−𝑡2𝑘−2)𝑋2𝑘−1+

𝑡2𝑘−1ˆ

𝑡2𝑘−2

𝑒𝐴(𝑡2𝑘−1−𝜏)𝐵𝑚1 𝑑𝜏,

(Γ, 𝑋2𝑘)= 𝑙2, 𝑋2𝑘+1= 𝑒𝐴(𝑡2𝑘−𝑡2𝑘−1)𝑋2𝑘+

𝑡2𝑘ˆ

𝑡2𝑘−1

𝑒𝐴(𝑡2𝑘−𝜏)𝐵𝑚2 𝑑𝜏. (4)

Пусть собственные числа матрицы 𝐴 имеют отрицательные вещественные части. Тогда
на гиперплоскости 𝐿𝑖 существует выпуклое компактное множество Ω𝑖 (𝑖= 1, 2), которое в
силу системы (1) отображается в себя (см. [9, 10]). Множество Ω𝑖 является пересечением
ограниченного замкнутого множества из R𝑛 с гиперплоскостью 𝐿𝑖, а значит, это множество
(из пространства R𝑛−1) является компактным.

Система (4) для любого 𝑘∈N описывает процесс отображения множества Ω1⊂𝐿1 в себя
в силу систем (2). Аналогично можно построить процесс отображения множества Ω2 ⊂𝐿2

в себя. При этом если 𝑋2𝑘+1 =𝑋1, то 𝑋𝑗 ∈Ω𝑖 (𝑗 =1, 2𝑘, 𝑖=1, 2) принадлежит траектории
𝑇 -периодического решения. Если 𝑋2𝑘+1 ̸= 𝑋1, то 𝑋𝑗 ∈ Ω𝑖 (𝑗 = 1, 2𝑘+1) не принадлежит
траектории 𝑇 -периодического решения с начальной точкой 𝑋1.

Обозначим оператор через 𝑃2, если отображение множества Ω𝑖 (𝑖= 1, 2) в себя в силу
систем (2) имеет два перехода, через 𝑃4, если четыре перехода, и т.д. В результате полу-
чим семейство операторов 𝒫 = {𝑃2𝑘}∞𝑘=1, каждый из которых соответствует отображению
множества Ω𝑖 в себя. Известно [10, 11], что семейство 𝒫 различает точки и замкнутые мно-
жества. Если оператор 𝑃2𝑘 имеет неподвижную точку, то существует периодическое решение
системы (1) с 2𝑘 точками переключения в фазовом пространстве и периодом 𝑇 = 𝑡2𝑘.

Задача состоит в том, чтобы установить условия, при выполнении которых система (1)
имеет периодические решения, соответствующие операторам семейства 𝒫, и получить фор-
мулы для вычисления неподвижных точек оператора 𝑃2.
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2. НЕПОДВИЖНЫЕ ТОЧКИ ОПЕРАТОРА 𝑃2

В работе [10] найдены условия, при которых каждый из операторов семейства 𝒫 имеет
на множестве Ω𝑖 (𝑖 = 1, 2) по крайней мере одну неподвижную точку. Установлено так-
же, когда оператор 𝑃2 имеет единственную неподвижную точку на множестве Ω𝑖. Спра-
ведлива

Теорема 1 [10, теорема 2, следствие 1]. Пусть система (1) удовлетворяет предположе-
ниям, сделанным относительно её правой части, собственные числа матрицы 𝐴 имеют
отрицательные вещественные части, 𝑏 = (Γ, 𝐵) ̸= 0 и выполнены неравенства (3). Тогда
оператор 𝑃2 имеет хотя бы одну неподвижную точку. Если дополнительно выполнено
равенство

𝐴тΓ=𝜆Γ, (5)

где т — операция транспонирования, Γ — собственный вектор матрицы 𝐴т, который отвеча-
ет вещественному собственному числу 𝜆 матрицы 𝐴, то оператор 𝑃2 имеет единственную
неподвижную точку, которой соответствует орбитально асимптотически устойчивая
замкнутая фазовая траектория, состоящая из двух кусков в силу разных систем (2), с
областью притяжения, совпадающей со всем фазовым пространством.

Геометрический смысл теоремы 1 заключается в следующем: по любому направлению,
ортогональному вектору Γ (т.е. на гиперплоскости (Γ, 𝑋) = 𝑙𝑖), имеет место сжатие вдоль
любой траектории, в том числе вдоль траектории периодического решения.

Перечислим ниже некоторые свойства решений системы (1), которые используются в
дальнейшем.

В работе [9] установлено, что изображающая точка любого решения системы (1) с точ-
ками переключения в фазовом пространстве за конечное время попадает и остаётся в огра-
ниченной области этого пространства, т.е. оператор 𝑃2𝑘 отображает множество Ω𝑖 в себя
для любого 𝑘. В случае существования периодического решения с 2𝑘 изолированными точ-
ками переключения в фазовом пространстве доказано, что при 𝑏 ̸= 0 эти точки локально
непрерывно зависят от параметров 𝐴, 𝐵, Γ, 𝑙1, 𝑙2, 𝑚1 и 𝑚2. Точка переключения являет-
ся изолированной в том смысле, что в её окрестности не существует точек переключения
других периодических орбит. Кроме того, если 𝑏 ̸=0, то в точке переключения траектория
решения одновременно (при подходе к поверхности переключения и уходе с неё) не касается
поверхности переключения. В статье [10] отмечено, что если точка касания принадлежит
множеству Ω𝑖, то это множество может быть заменено его подмножеством, не содержащим
точку касания. Это подмножество сохраняет свойства связности, выпуклости и компактности
множества Ω𝑖. Поэтому далее полагаем, что Ω𝑖 не содержит точку касания и выполняется
условие 𝑏 ̸=0.

Таким образом, из теоремы 1 и свойств решений следует, что динамика системы (1)
существенно зависит от выбора вектора обратной связи Γ, который определяет в фазовом
пространстве расположение поверхностей переключения. Вектор Γ влияет на количество
неподвижных точек операторов семейства 𝒫 и конфигурацию траекторий, которые могут
как принадлежать зоне неоднозначности релейной нелинейности 𝐹 (𝜎), так и выходить за
границы этой зоны.

3. СПОСОБЫ ВЫБОРА ВЕКТОРА ОБРАТНОЙ СВЯЗИ Γ

Согласно теореме 1 если 𝑏 ̸= 0, выполнены неравенства (3) и равенство (5), где веще-
ственное собственное число 𝜆< 0 (по условию теоремы 1 все собственные числа матрицы 𝐴
имеют отрицательные вещественные части), то имеет место утверждение теоремы 1 о един-
ственности неподвижной точки.
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Условие 𝑏 ̸=0 можно обеспечить за счёт выбора вектора 𝐵, неравенства (3) — за счёт вы-
бора параметров нелинейности 𝑙1, 𝑙2, 𝑚1 и 𝑚2. Ставится следующая задача: найти вектор Γ,
удовлетворяющий равенству (5). Отметим, что число 𝜆 может быть простым или кратным.
Ниже рассмотрим способ выбора вектора Γ в зависимости от собственного числа 𝜆.

Способ 1. Пусть 𝜆 — простое собственное число. Обозначим его через 𝜆𝑠, где 𝑠 —
некоторый индекс. Из непосредственного разрешения (5) относительно переменных 𝛾1, . . .
. . . , 𝛾𝑛 (элементов вектора Γ) получим вектор Γ с одним ненулевым элементом 𝛾𝑠 и осталь-
ными нулевыми элементами (см., например, [4, 7]). В этом случае поверхности переключения
ориентируются ортогонально оси 𝑂𝑥𝑠 в фазовом пространстве.

Способ 2. Пусть 𝜆 — собственное число кратности 𝑚 (𝑚⩽ 𝑛). Положим 𝑋 = 𝑆𝑌 , где
𝑆 — некоторая невырожденная матрица такая, что 𝑆−1𝐴𝑆 =𝐴𝑗 . Здесь и далее 𝐴𝑗 — это
жорданова форма матрицы 𝐴. Тогда система (1) после преобразования с матрицей 𝑆 примет
вид

�̇� =𝐴𝑗𝑌 +𝑆−1𝐵𝐹 (𝜎), 𝜎=(𝑆тΓ, 𝑌 ).

Пусть 𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑛 — линейно независимые вектор-столбцы матрицы 𝑆=(𝑆1 𝑆2 . . . 𝑆𝑛),
т.е. det𝑆 ̸=0. Известно [14, с. 460], что существует клетка Жордана порядка 𝑚, связанная
с собственным числом 𝜆 матрицы 𝐴 лишь в том случае, если 𝑚 линейно независимых
векторов 𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑚 удовлетворяют равенствам

𝐴𝑆1=𝜆𝑆1, 𝐴𝑆2=𝜆𝑆2+𝑆1, . . . , 𝐴𝑆𝑚=𝜆𝑆𝑚+𝑆𝑚−1. (6)

Далее воспользуемся этим фактом и построим новую невырожденную матрицу 𝑆 такую,
что 𝑆−1𝐴𝑆=𝐴𝑗 и выполняется равенство

𝐴т
𝑗 Γ̃ =𝜆Γ̃, (7)

где Γ̃ =𝑆тΓ. Отсюда находим вектор Γ по формуле

Γ= (𝑆т)−1Γ̃. (8)

Поскольку 𝐴т =(𝑆т)−1𝐴т
𝑗𝑆

т, то Γ удовлетворяет равенству (5).
Оба способа выбора вектора Γ продемонстрируем на примере.
Пример 1. Пусть

𝐴=

⎛⎝−6 2 2
−2 −2 0
0 0 −2

⎞⎠.
Тогда 𝜆1,2=−4< 0 и 𝜆3=−2< 0 являются собственными числами матрицы 𝐴.

Способ 1. Пусть 𝜆3 = 𝜆. Разрешив непосредственно (5), получим ненулевой вектор Γ=
=(0, 0, 𝛾3)

т, где 𝛾3∈R∖{0}. Здесь вектор Γ задаёт ортогональное расположение поверхностей
переключения относительно оси 𝑂𝑥3. В этом случае траектория решения не выходит за
границы зоны неоднозначности релейной нелинейности [15, с. 30]. Заметим, что условие 𝑏 ̸=0
выполняется при любых 𝑏1, 𝑏2 ∈R и 𝑏3 ∈R∖{0}, где 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 — элементы вектора 𝐵.

Способ 2. Пусть 𝜆1,2=𝜆. Для приведения матрицы 𝐴 к жордановой форме

𝐴𝑗 =

⎛⎝−4 1 0
0 −4 0
0 0 −2

⎞⎠
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подходит матрица

𝑆=

⎛⎝𝑠11 𝑠12 0
𝑠11 𝑠22 𝑠23
0 0 −𝑠23

⎞⎠
с 𝑠11 ̸=0, 𝑠23 ̸=0 и 𝑠12 ̸= 𝑠22.

Приведём матрицу 𝐴 к виду 𝐴𝑗 с помощью, например, матрицы преобразования

𝑆=

⎛⎝1 1 0
1 1.5 −1
0 0 1

⎞⎠ , det𝑆=0.5 ̸=0.

Вектор-столбцы 𝑆1 = (1, 1, 0)т, 𝑆2 = (1, 1.5, 0)т и 𝑆3 = (0,−1, 1)т, составляющие матрицу 𝑆,
линейно независимые.

Первое равенство 𝐴𝑆1=𝜆𝑆1 из (6) выполняется, т.е. 𝑆1 — собственный вектор матрицы 𝐴,
соответствующий собственному числу 𝜆=−4. Рассмотрим второе равенство из (6), а именно

𝐴𝑆2=𝜆𝑆2+𝑆1. (9)

Подставим вектор 𝑆1 в (9) и полученное равенство рассмотрим как систему линейных
алгебраических уравнений относительно переменных 𝑠12, 𝑠22 и 𝑠32 (элементов вектора 𝑆2).
Системе (9) удовлетворяют значения 𝑠12=1, 𝑠22=1.5 и 𝑠32=0, т.е. элементы вектор-столб-
ца 𝑆2 матрицы 𝑆. Общим решением системы (9) является вектор 𝑆2=(𝑠12, 0.5(1+2𝑠12), 0)

т,
где переменная 𝑠12 может быть выбрана произвольно. Нетрудно проверить, что векторы 𝑆1,
𝑆2 и 𝑆3 линейно независимы. Вектор 𝑆2 неоднозначен в силу произвольности выбора 𝑠12.
Подберём такое значение 𝑠12, чтобы выполнялось равенство 𝐴т

𝑗𝑆2=𝜆𝑆2 (аналогичное равен-
ству (7)). Имеем

𝐴т
𝑗𝑆2=

⎛⎝ −4𝑠12
𝑠12−2(1+2𝑠12)

0

⎞⎠, 𝜆𝑆2=

⎛⎝ −4𝑠12
−2(1+2𝑠12)

0

⎞⎠.
Равенства первой и третьей строк — это тождества, а из равенства второй строки следует,
что 𝑠12=0, т.е. 𝑆2=(0, 0.5, 0)т.

Получим новую матрицу

𝑆=

⎛⎝1 0 0
1 0.5 −1
0 0 1

⎞⎠=(𝑆1 𝑆2 𝑆3), det𝑆=0.5 ̸=0,

с линейно независимыми столбцами. Отметим, что преобразования с матрицами 𝑆 и 𝑆
приводят к одной и той же жордановой форме 𝐴𝑗 . Таким образом, векторы, составляющие
матрицы 𝑆 и 𝑆, являются векторами базиса, в котором 𝐴=𝐴𝑗 и выполняется равенство
𝐴т

𝑗𝑆2=𝜆𝑆2. Отсюда в силу (7) имеем Γ̃ =𝑆2.
Вектор Γ= (−1, 1, 1)т, вычисленный по формуле (8), удовлетворяет равенству (5). Дей-

ствительно, 𝐴тΓ= (4,−4,−4)т =−4Γ. Следовательно, Γ — собственный вектор матрицы 𝐴т,
отвечающий 𝜆 = −4. Заметим, что условие 𝑏 ̸= 0 выполняется, если элементы вектора 𝐵
удовлетворяют неравенству −𝑏1+𝑏2+𝑏3 ̸=0.

Замечание 1. В примере 1 клетка Жордана имеет порядок 𝑚= 2, поэтому для по-
строения матрицы 𝑆 и вычисления вектора Γ использованы два равенства из (6). В случае
если 𝑚> 2 проводятся аналогичные рассуждения с бо́льшим числом равенств из (6), что
расширяет выбор вектора Γ.
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Замечание 2. В примере 1, разрешив непосредственно систему 𝐴тΓ = −4Γ, получим
Γ= (𝛾1,−𝛾1,−𝛾1)т, где 𝛾1 ∈R∖{0}. При 𝛾1=−1 имеем найденный в примере 1 вектор Γ.

4. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ ОПЕРАТОРА 𝑃2

Имеет место
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, причём 𝜆< 0, 𝑏< 0, дополнительно

𝑡0=0 и имеют место неравенства

−𝑏𝑚2

𝜆
< 𝑙1< 𝑙2<−𝑏𝑚1

𝜆
. (10)

Тогда времена перехода 𝑡1 и 𝑡2−𝑡1 из Ω1 в Ω2 и из Ω2 в Ω1 определяются соответственно
как

𝑡1=
1

𝜆
ln
𝜆𝑙2+𝑏𝑚1

𝜆𝑙1+𝑏𝑚1
, 𝑡2− 𝑡1=

1

𝜆
ln
𝜆𝑙1+𝑏𝑚2

𝜆𝑙2+𝑏𝑚2
, (11)

а неподвижная точка 𝑋1
* ∈Ω1⊂𝐿1 оператора 𝑃2 вычисляется по формуле

𝑋1
* =

(︀
𝐸−𝑒𝐴𝑇

)︀−1 (︀
𝑒𝐴(𝑡2−𝑡1)𝐴−1(𝑒𝐴𝑡1 −𝐸)𝐵𝑚1+𝐴

−1(𝑒𝐴(𝑡2−𝑡1)−𝐸)𝐵𝑚2

)︀
, (12)

где 𝐸 — единичная матрица 𝑛-го порядка, 𝑇 = 𝑡2.
Доказательство. Пусть справедливы условия теоремы 1. Тогда на компактном мно-

жестве Ω1 (или Ω2) оператор 𝑃2 ∈ 𝒫 имеет единственную неподвижную точку, которой
соответствует замкнутая траектория.

Из (4) выпишем систему с двумя переходами, которая определяет оператор 𝑃2. Для
начальной точки 𝑋1 ∈Ω1 и начального момента времени 𝑡0=0 имеем

𝑋2= 𝑒𝐴𝑡1𝑋1+

𝑡1ˆ

0

𝑒𝐴(𝑡1−𝜏)𝐵𝑚1 𝑑𝜏, (Γ, 𝑋1)= 𝑙1,

𝑋1= 𝑒𝐴(𝑡2−𝑡1)𝑋2+

𝑡2ˆ

𝑡1

𝑒𝐴(𝑡2−𝜏)𝐵𝑚2 𝑑𝜏, (Γ, 𝑋2)= 𝑙2, (13)

где 𝑡1 и 𝑡2 — моменты первой встречи с 𝐿2 и 𝐿1 соответственно, 𝑡2 = 𝑇 , точки 𝑋1, 𝑋2

принадлежат замкнутой траектории 𝑇 -периодического решения.
Для любого решения 𝑋(𝑡) системы (1) независимо от начальной точки на множестве Ω1

время перехода 𝑡1 из Ω1 в Ω2 такое же, как и время перехода 𝑡2− 𝑡1 из Ω2 в Ω1, т.е. для
любой начальной точки 𝑋(0)∈Ω1 сумма 𝑇 = 𝑡1+(𝑡2−𝑡1)= 𝑡2 является постоянной величиной.
Действительно, если выполнено равенство (5), то приходим к дифференциальному уравнению
относительно функции 𝜎(𝑡)= (Γ, 𝑋(𝑡)) следующего вида:

�̇�(𝑡)=𝜆𝜎(𝑡)+𝑏𝐹 (𝜎(𝑡)). (14)

Решив задачу Коши для уравнения (14) с начальным условием 𝜎(0)= 𝑙1 на интервале [0, 𝑡1),
начальным условием 𝜎(𝑡1)= 𝑙2 на интервале [𝑡1, 𝑡2) и с учётом равенства 𝜎(𝑡2)= 𝑙1, получим
для времён перехода формулы (11), имеющие смысл при выполнении неравенств (10) в
условии теоремы 2 (см. [16, с. 564–565]).

Введём обозначения

𝐼1=

𝑡1ˆ

0

𝑒𝐴(𝑡1−𝜏)𝐵𝑚1 𝑑𝜏, 𝐼2=

𝑡2ˆ

𝑡1

𝑒𝐴(𝑡2−𝜏)𝐵𝑚2 𝑑𝜏.
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Множество Ω1, содержащее начальную точку 𝑋1, и значения 𝑡1, 𝑡2 известны. Поэтому, ис-
пользуя представление (13) с учётом введённых обозначений, далее построим итерационный
процесс для нахождения единственной неподвижной точки. Вообще операторы семейства 𝒫
представляют собой семейство точечно-множественных отображений компактного множе-
ства Ω1 в себя, и поэтому оператор 𝑃2 обеспечивает стандартный итерационный процесс
отображения выпуклого компактного множества Ω1 в себя (определение стандартного про-
цесса см. в [17, с. 47]).

Пусть 𝑋1
(1) ∈Ω1 является начальной точкой, где номер в скобках означает порядковый

номер итерации. Тогда первая итерация описывается равенствами

𝑋2
(1)= 𝑒𝐴𝑡1𝑋1

(1)+𝐼1, 𝑋2
(1) ∈Ω2,

𝑋1
(2)= 𝑒𝐴(𝑡2−𝑡1)𝑋2

(1)+𝐼2, 𝑋1
(2) ∈Ω1. (15)

Точка 𝑋1
(2) является начальной для второй итерации. Выразим 𝑋1

(2) через 𝑋1
(1), подставив

выражение для 𝑋2
(1) из первого равенства системы (15) во второе:

𝑋1
(2)= 𝑒𝐴𝑇𝑋1

(1)+𝑒
𝐴(𝑡2−𝑡1)𝐼1+𝐼2.

Вторая итерация с учётом последнего равенства описывается равенствами

𝑋2
(2)= 𝑒𝐴𝑡1𝑋1

(2)+𝐼1= 𝑒𝐴𝑇 𝑒𝐴𝑡1𝑋1
(1)+𝑒

𝐴𝑇 𝐼1+𝑒
𝐴𝑡1𝐼2+𝐼1, 𝑋2

(2) ∈Ω2,

𝑋1
(3)= 𝑒𝐴(𝑡2−𝑡1)𝑋2

(2)+𝐼2= 𝑒𝐴𝑇𝑋1
(2)+𝑒

𝐴(𝑡2−𝑡1)𝐼1+𝐼2, 𝑋1
(3) ∈Ω1. (16)

Точка 𝑋1
(3) — начальная точка для третьей итерации. Выразим 𝑋1

(3) через 𝑋1
(1):

𝑋1
(3)= 𝑒2𝐴𝑇𝑋1

(1)+𝑒
𝐴(𝑡2−𝑡1)𝑒𝐴𝑇 𝐼1+𝑒

𝐴𝑇 𝐼2+𝑒
𝐴(𝑡2−𝑡1)𝐼1+𝐼2.

Данный процесс можно продолжить и получить последовательность точек переключения
{𝑋1

(𝑘)}
∞
𝑘=1 ∈Ω1⊂𝐿1. Выпишем формулы для 𝑋1

(𝑘) и 𝑋1
(𝑘+1):

𝑋1
(𝑘)=𝑒

(𝑘−1)𝐴𝑇𝑋1
(1)+𝑒

𝐴(𝑡2−𝑡1)𝑒(𝑘−2)𝐴𝑇 𝐼1+𝑒
(𝑘−2)𝐴𝑇 𝐼2+...+𝑒

𝐴(𝑡2−𝑡1)𝑒𝐴𝑇 𝐼1+𝑒
𝐴𝑇 𝐼2+𝑒

𝐴(𝑡2−𝑡1)𝐼1+𝐼2,

𝑋1
(𝑘+1)= 𝑒𝐴𝑇𝑋1

(𝑘)+𝑒
𝐴(𝑡2−𝑡1)𝐼1+𝐼2. (17)

Аналогично строится последовательность точек переключения {𝑋2
(𝑘)}

∞
𝑘=1 ∈Ω2⊂𝐿2.

Сумма двух последних слагаемых в формулах (17) является постоянной величиной,
которую обозначим через 𝐶, т.е.

𝐶 = 𝑒𝐴(𝑡2−𝑡1)𝐼1+𝐼2= 𝑒𝐴(𝑡2−𝑡1)

𝑡1ˆ

0

𝑒𝐴(𝑡1−𝜏)𝐵𝑚1 𝑑𝜏+

𝑡2ˆ

𝑡1

𝑒𝐴(𝑡2−𝜏)𝐵𝑚2 𝑑𝜏. (18)

Пусть 𝑋1
(1) и �̃�1

(1) из множества Ω1 являются начальными точками. Тогда, исходя из
соотношений (17), получим равенство

‖𝑋1
(𝑘+1)−�̃�

1
(𝑘+1)‖= ‖𝑒𝑘𝐴𝑇 ‖ ‖𝑋1

(1)−�̃�
1
(1)‖.

По теореме 1 вещественная часть Re𝜆𝑖 собственного числа 𝜆𝑖 матрицы 𝐴 отрицательна.
Пусть 𝛼=max𝑖=1,𝑛Re𝜆𝑖, тогда 𝛼< 0. Согласно [14, с. 57] справедлива оценка ‖𝑒𝐴𝑡‖⩽ 𝑐𝑒𝛼𝑡

при 𝑡⩾ 0, где 𝑐 — положительная константа. Отсюда следует неравенство

‖𝑋1
(𝑘+1)−�̃�

1
(𝑘+1)‖⩽ 𝑐𝑒𝛼𝑘𝑇 ‖𝑋1

(1)−�̃�
1
(1)‖, 𝑘∈N.
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Величина ‖𝑋1
(1)−�̃�

1
(1)‖ ограничена, так как не превосходит sup𝑋1, 𝑋2∈Ω1

‖𝑋1−𝑋2‖; 𝑐𝑒𝛼𝑘𝑇 →0

при 𝑘→+∞. Значит ‖𝑋1
(𝑘+1)−�̃�

1
(𝑘+1)‖→0 при 𝑘→+∞, т.е. итерационный процесс сходится.

Рассмотрим второе равенство из (17), а именно 𝑋1
(𝑘+1) = 𝑒𝐴𝑇𝑋1

(𝑘)+𝐶. Итерационный
процесс сходится к неподвижной точке 𝑋1

* ∈Ω1 ⊂𝐿1 (т.е. ‖𝑋1
(𝑘)−𝑋

1
*‖→ 0) тогда и только

тогда, когда ‖𝑋1
(𝑘+1)−𝑋

1
(𝑘)‖=‖(𝑒𝐴𝑇 −𝐸)𝑋1

(𝑘)+𝐶‖→0 при 𝑘→+∞, откуда 𝑋1
* =(𝐸−𝑒𝐴𝑇 )−1𝐶.

После интегрирования выражений в равенстве (18) получим для неподвижной точки
𝑋1

* ∈Ω1 оператора 𝑃2 формулу (12). Теорема доказана.
Замечание 3. Формулу для вычисления неподвижной точки 𝑋2

* ∈Ω2⊂𝐿2 можно полу-
чить аналогично.

Далее пусть 𝑋, 𝑌 — топологические пространства. Приведём определения из [18, с. 24].
Определение 4. Гомотопией или деформацией из 𝑋 в 𝑌 называется непрерывное отоб-

ражение Θ: 𝑋×[0, 1]→𝑌 , т.е. для каждого 𝜈∈ [0, 1] отображение Θ𝜈 : 𝑋→𝑌 , Θ𝜈(𝑥)=Θ(𝑥, 𝜈),
является непрерывным. Однопараметрическое семейство {Θ𝜈}0⩽𝜈⩽1 также называется гомо-
топией или деформацией.

Определение 5. Два непрерывных отображения 𝑓0, 𝑓1 : 𝑋→𝑌 называются гомотопны-
ми, если существует деформация {Θ𝜈 : 𝑋→𝑌 }0⩽𝜈⩽1 такая, что 𝑓0=Θ0 и 𝑓1=Θ1.

Справедливо
Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда любой оператор семейства

𝒫 = {𝑃2𝑘} при 𝑘 > 1 имеет единственную неподвижную точку, которая совпадает с непо-
движной точкой 𝑋1

* ∈Ω1 оператора 𝑃2.
Доказательство. В работе [11] показано, что семейство операторов 𝒫 имеет единствен-

ную неподвижную точку тогда и только тогда, когда для 𝑛⩾ 3 выполняется условие

Λ(𝑃2)= 1+(−1)𝑛−2 sign 𝐽𝑃2(𝑋fp)= 0,

где 𝑋fp — неподвижная точка оператора 𝑃2, 𝐽𝑃2(𝑋fp) — якобиан отображения 𝑃2, вычис-
ленный в точке 𝑋fp.

Для точки 𝑋fp =𝑋1
* , определяемой по формуле (12), выполняется равенство Λ(𝑃2) = 0

(см. [19, с. 252, 255]), что геометрически в условиях теоремы 1 означает следующее: на
множестве Ω1 существует непрерывное касательное к траекториям векторное поле, нигде не
обращающееся в нуль. При этом якобиан 𝐽𝑃2(𝑋) отличен от нуля, непрерывен и не меняет
свой знак на множестве Ω1, поскольку это множество связное и замкнутое.

Покажем гомотопность семейства 𝒫. Для отображения 𝑃2 при 𝑡1 и 𝑡2=𝑇 (одних и тех
же для всех переходов) из (15) получим

𝑋1
(2)= 𝑒𝐴(𝑇−𝑡1)(𝑒𝐴𝑡1𝑋1

(1)+𝐼1)+𝐼2,

а для отображения 𝑃4 из (16) имеем

𝑋1
(3)= 𝑒𝐴(𝑇−𝑡1)(𝑒𝐴𝑡1𝑋1

(2)+𝐼1)+𝐼2,

где 𝑋1
(1), 𝑋

1
(2) ∈Ω1, при этом точка 𝑋1

(1) произвольная. Определим теперь деформацию (или
гомотопию) относительно Ω1. Положим 𝑋1

(2) = 𝑓0 и 𝑋1
(3) = 𝑓1. Функции 𝑓0 и 𝑓1 определе-

ны на множестве Ω1. Зададим {Θ𝜈 : Ω1 →Ω1}0⩽𝜈⩽1 равенством Θ𝜈 = (1−𝜈)𝑓0+𝜈𝑓1. Имеем
Θ0= 𝑓0 и Θ1= 𝑓1. Следовательно, непрерывные отображения 𝑃2 и 𝑃4 являются гомотопны-
ми. Аналогичное утверждение можно получить для отображений 𝑃4 и 𝑃6 и т.д. для всего
семейства 𝒫.

Итак, все операторы семейства 𝒫 — гомотопные между собой отображения, поэтому
степень отображения определена и одинакова для любого отображения из семейства 𝒫 [20,
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с. 94–95]. В частности, все отображения из 𝒫 удовлетворяют теореме Брауэра о неподвижной
точке (см. [19, с. 255]). Значит, степень отображения 𝑃2 является инвариантом класса гомо-
топных между собой отображений 𝑃2𝑘, 𝑘⩾ 1. Отсюда следует единственность неподвижной
точки 𝑋1

* ∈Ω1 для семейства 𝒫. Следствие доказано.
Приведём пример, иллюстрирующий основной теоретический результат.
Пример 2. Рассмотрим

𝐴=

⎛⎝−6 2 2
−2 −2 0
0 0 −2

⎞⎠ и Γ= (−1, 1, 1)т

из примера 1. Положим 𝐵 = (2, 0, 0)т, 𝑙1 = 0.01, 𝑙2 = 0.2, 𝑚1 =−2 и 𝑚2 = 0. Отметим, что
петля гистерезиса несимметричная.

Собственные числа 𝜆1,2 =−4, 𝜆3 =−2 матрицы 𝐴 являются вещественными и отрица-
тельными. Имеем 𝑏=−2 ̸=0. Справедливы неравенства (3), поскольку −(Γ, 𝐴−1𝐵𝑚2)=0<𝑙1,
−(Γ, 𝐴−1𝐵𝑚1)=1>𝑙2. Равенство (5) выполняется для 𝜆=−4 (см. пример 1). Таким образом,
выполнены условия теоремы 1, причём 𝜆< 0, 𝑏< 0. Имеем −𝑏𝑚2/𝜆=0, −𝑏𝑚1/𝜆=1, откуда
получим 0< 0.01< 0.2< 1, т.е. выполнены неравенства (10) в теореме 2.

Рассмотрим матрицу неособого преобразования

𝑆=

⎛⎝1 0 0
1 0.5 −1
0 0 1

⎞⎠
из примера 1. Получим матрицу

𝐴𝑗 =

⎛⎝−4 1 0
0 −4 0
0 0 −2

⎞⎠,
вычисленную по формуле 𝐴𝑗 =𝑆

−1
𝐴𝑆. Поскольку 𝐴𝑗 — жорданова форма матрицы 𝐴, то

𝑒𝐴𝑡=𝑆𝑒𝐴𝑗𝑡𝑆
−1

[14, с. 56]. Итак,

𝑒𝐴𝑡=

⎛⎝1 0 0
1 0.5 −1
0 0 1

⎞⎠⎛⎝𝑒−4𝑡 𝑡𝑒−4𝑡 0
0 𝑒−4𝑡 0
0 0 𝑒−2𝑡

⎞⎠⎛⎝ 1 0 0
−2 2 2
0 0 1

⎞⎠=

=

⎛⎝(1−2𝑡)𝑒−4𝑡 2𝑡𝑒−4𝑡 2𝑡𝑒−4𝑡

−2𝑡𝑒−4𝑡 (1+2𝑡)𝑒−4𝑡 (1+2𝑡)𝑒−4𝑡−𝑒−2𝑡

0 0 𝑒−2𝑡

⎞⎠.
Далее расчёты выполнены с точностью до 10−9, полученные результаты представлены

с округлением до тысячных. По формулам (11) находим 𝑡1 =0.053 и 𝑡2− 𝑡1 =0.749, откуда
𝑇 =0.802. После подстановки значений в (12) получим неподвижную точку 𝑋1

* оператора 𝑃2.
Имеем 𝑋1

* =(0.006, 0.016, 0)т и (Γ, 𝑋1
* )= 0.01= 𝑙1, значит 𝑋1

* ∈Ω1⊂𝐿1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе доказанного ранее утверждения (теорема 1), что орбитально асимптотически
устойчивой замкнутой траектории с двумя точками переключения в фазовом пространстве
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соответствует единственная неподвижная точка оператора, порождаемого исследуемой си-
стемой для двух переходов за некоторое время 𝑇 при определённых условиях на вектор
обратной связи, получены результаты данной работы. Предложены способы выбора вектора
обратной связи, которые иллюстрируются на примере 1. Установлены условия существо-
вания неподвижной точки и получена формула для её вычисления (теорема 2). Доказано,
что найденная неподвижная точка является единственной для любого оператора из по-
рождённого семейства (следствие). Пример 2 подтверждает конструктивность теоремы 2 и
демонстрирует её применение.
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We consider a multidimensional system of ordinary differential equations with relay nonlinearity of a
hysteresis type in a special form that has made it possible to analytically calculate the fixed point of the
operator generated by this system. We propose procedures for selecting a vector defining the location
of discontinuity surface (switch surfaces) in the phase space such that there exists a unique fixed point
on one of these surfaces. Examples representing the obtained theoretical results are given.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В статье изучается краевая задача на собственные значения для дифференциального
оператора 𝐿 четвёртого порядка на графе Γ, возникающая при моделировании малых де-
формаций плоских стержневых систем:

𝐿𝑢(𝑥)=𝜆𝜌(𝑥)𝑢(𝑥), 𝑥∈Γ, (1)

𝑢|𝜕Γ=(𝛽𝑢′′−𝜗𝑢′)|𝜕Γ=0. (2)

Оператор 𝐿 задаётся обыкновенными дифференциальными уравнениями на рёбрах гра-
фа Γ, а в узлах графа — наборами условий трансмиссии (см. п. 2). Под дифференциальным
уравнением на графе подразумеваем, следуя [1], набор обыкновенных дифференциальных
уравнений на рёбрах графа и набор условий согласования в его внутренних вершинах.

К настоящему времени подробно изучен вопрос об асимптотике спектра краевых задач
на графах произвольного порядка [2–5], получены оценки кратностей собственных значений
оператора Штурма–Лиувилля [6] и оператора четвёртого порядка на графе [7]. В дан-
ной работе мы находим оценку снизу ведущего собственного значения краевой задачи для
уравнения четвёртого порядка. Имеется несколько подходов к получению таких оценок. Наи-
более общим является операторный подход, развитый в работах М.А. Красносельского (см.,
например, [8, гл. 2]) и его учеников. Его основная идея заключается в том, что оценка
снизу ведущего собственного значения краевой задачи эквивалентна оценке спектрального
радиуса интегрального оператора, обращающего краевую задачу. Ядром такого интеграль-
ного оператора является функция Грина соответствующей краевой задачи. А поскольку
положительность функции Грина задачи на графе обеспечивают оператору “хорошие” зна-
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корегулярные свойства [1, 3, 9–13], то для получения оценки ведущего собственного значения
можно применить теорию операторов в пространствах с конусами. Однако этот операторный
подход не может быть применён для наших целей ввиду его трудоёмкости.

Другой подход при получении оценок ведущего собственного значения краевой задачи
для лапласиана с краевыми условиями Дирихле на графе основан на принципе Рэлея и
методе перестановок–симметризаций [14]. При симметризации Шварца (при симметричной
перестановке) неотрицательной функции из пространства 𝐻1(R) норма её градиента в 𝐿2(R)
не возрастает. Вместе с принципом Рэлея этот факт позволил получить оценку первого
собственного значения лапласиана, подчинённого условиям Дирихле.

В настоящей статье мы получаем оценку снизу минимального собственного значения
краевой задачи для дифференциального уравнения четвёртого порядка на графе Γ, анало-
гичную оценке Д.Р. Даннингера [15] (см. также [16]). Для её обоснования используется аналог
тождества Пиконе [17, гл. Х], позволяющий также сформулировать теорему сравнения типа
Штурма для уравнения четвёртого порядка на графе.

2. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

В данной статье будем использовать терминологию и обозначения работ [1, 9]. Пусть
Γ⊂R𝑁 — связный и конечный геометрический граф без петель с множеством 𝑉 (Γ) вершин
и множеством 𝐸(Γ) точек рёбер графа. Ребро графа — это открытый прямолинейный интер-
вал конечной длины, а вершина графа — это концевая точка одного или нескольких рёбер.
Рёбра графа обозначаются как 𝛾𝑖, вершины — 𝑎, 𝑏, 𝑐, . . . Для любой вершины 𝑎 ∈ 𝑉 (Γ)
через 𝐼(𝑎) обозначим множество индексов рёбер, инцидентных вершине 𝑎, и через |𝐼(𝑎)| —
количество элементов множества 𝐼(𝑎). Элементы множеств 𝐽(Γ) = {𝑎 ∈ 𝑉 (Γ) : |𝐼(𝑎)|⩾ 2} и
𝜕Γ={𝑎∈𝑉 (Γ) : |𝐼(𝑎)|=1} называются внутренними и граничными вершинами соответствен-
но. Предполагаем, что Γ=𝐸(Γ)∪𝐽(Γ) и 𝜕Γ ̸=∅. Обратим внимание, что граничные вершины
не включены в граф. Подграфом графа Γ называется любое связное подмножество Γ.

Введём функциональные пространства:

𝐶[Γ]= {𝑢 : Γ→R, 𝑢 равномерно непрерывна на каждом ребре 𝛾𝑖⊂𝐸(Γ)},

𝐶[𝐸(Γ)]= {𝑢 : 𝐸(Γ)→R, 𝑢 равномерно непрерывна на каждом ребре 𝛾𝑖⊂𝐸(Γ)}.

Каждая функция 𝑢 ∈ 𝐶[Γ] (или 𝐶[𝐸(Γ)]) имеет предел lim𝛾𝑖∋𝑥→𝑎 𝑢𝑖(𝑥), 𝑖 ∈ 𝐼(𝑎), в каждой
вершине 𝑎∈𝑉 (Γ), обозначим его через 𝑢𝑖(𝑎). Отметим, что 𝑢𝑘(𝑎) не обязательно равны 𝑢𝑖(𝑎)
или 𝑢(𝑎), где 𝑘, 𝑖∈ 𝐼(𝑎) (𝑘 ̸= 𝑖).

Теперь определим производную функции на графе. Для этого зададим функцию
𝜇(𝑥)∈𝐶[𝐸(Γ)], линейно отображающую каждое ребро 𝛾𝑖⊂𝐸(Γ) на интервал (0, 𝑙𝑖)⊂R, где
𝑙𝑖 — длина 𝛾𝑖. Положим 𝑢′𝑖(𝑥) := lim𝛾𝑖∋𝑦→𝑥(𝑢𝑖(𝑦)−𝑢𝑖(𝑥))/(𝜇𝑖(𝑦)−𝜇𝑖(𝑥)), 𝑥 ∈ 𝛾𝑖. Аналогично
определяются производные более высокого порядка.

Через 𝐶𝑛[Γ] (или 𝐶𝑛[𝐸(Γ)]) будем обозначать пространство функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[Γ] (или
𝐶𝑛[𝐸(Γ)]), производные которых до порядка 𝑛 включительно существуют и принадлежат
пространству 𝐶[𝐸(Γ)]. Для функции 𝑢(𝑥)∈𝐶𝑛[Γ] (или 𝐶𝑛[𝐸(Γ)]) в любой вершине 𝑎∈𝑉 (Γ)

пусть 𝑢
(𝑗)
𝑖 (𝑎), 𝑗 = 1, 𝑛, — множество производных вдоль рёбер, смежных с этой вершиной.

Производные нечётного порядка зависят от ориентации рёбер. В дальнейшем при записи
условий связи с производными в вершинах графа нам будет удобно использовать производ-
ные по направлению “от вершины”, которые будем обозначать 𝑢

(𝑘)
𝑖 (𝑎) (одномерный аналог

производных по внутренней нормали).
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Далее рассмотрим спектральную краевую задачу (1), (2) на геометрическом графе Γ. При
этом под дифференциальным уравнением (1) на графе мы подразумеваем набор обыкновенных
дифференциальных уравнений на рёбрах графа:

(𝑝𝑖(𝑥)𝑢
′′
𝑖 )

′′+𝑟𝑖(𝑥)𝑢𝑖=𝜆𝜌𝑖(𝑥)𝑢𝑖, 𝑥∈ 𝛾𝑖⊂𝐸(Γ), (3)

и набор условий согласования во внутренних вершинах графа 𝑎∈𝐽(Γ). В каждой вершине
𝑎∈ 𝐽(Γ), |𝐼(𝑎)|⩾ 3, накладываются условия

𝑢𝑖(𝑎)=𝑢(𝑎), 𝑖∈ 𝐼(𝑎),

𝑢′𝑖(𝑎)=𝛼𝑘𝑖(𝑎)𝑢
′
𝑘(𝑎)+𝛼𝑗𝑖(𝑎)𝑢

′
𝑗(𝑎), 𝑖∈ 𝐼(𝑎)∖{𝑗, 𝑘}, (4)

(𝑝𝑘𝑢
′′
𝑘)(𝑎)+

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)∖{𝑗,𝑘}

𝛼𝑘𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)= 0,

(𝑝𝑗𝑢
′′
𝑗 )(𝑎)+

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)∖{𝑗,𝑘}

𝛼𝑗𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)= 0, (5)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )

′(𝑎)+𝑟(𝑎)𝑢(𝑎)=𝜆𝜌(𝑎)𝑢(𝑎), 𝑎∈ 𝐽(Γ). (6)

Здесь 𝑘 и 𝑗 — фиксированные индексы из множества 𝐼(𝑎); 𝛼𝑘𝑖(𝑎), 𝛼𝑗𝑖(𝑎) — заданные действи-
тельные числа. В условиях (4)–(6) все производные вычисляются в направлении удаления
от вершины 𝑎∈ 𝐽(Γ).

Если внутренняя вершина 𝑎 инцидентна всего двум ребрам 𝛾𝑖 и 𝛾𝑘, то в системе усло-
вий (4)–(6) нужно удалить все термины с индексом 𝑗. В этом случае условия (4)–(6) при-
нимают вид

𝑢𝑖(𝑎)=𝑢𝑘(𝑎)=𝑢(𝑎), 𝑢′𝑖(𝑎)=𝛼𝑘𝑖(𝑎)𝑢
′
𝑘(𝑎),

(𝑝𝑘𝑢
′′
𝑘)(𝑎)+𝛼𝑘𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢

′′
𝑖 )(𝑎)= 0,

(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )

′(𝑎)+(𝑝𝑘𝑢
′′
𝑘)

′(𝑎)+𝑟(𝑎)𝑢(𝑎)=𝜆𝜌(𝑎)𝑢(𝑎).

Соотношения (3)–(6) имеют естественную физическую интерпретацию (см. [10, 18]): они
возникают при моделировании малых деформаций плоской сетчатой структуры из прямых
тонких стержней с условиями жёсткой спайки.

Решением дифференциального уравнения (1) будем называть всякую функцию 𝑢(𝑥)∈𝐶4[Γ],
удовлетворяющую на каждом ребре графа соответствующему обыкновенному дифференци-
альному уравнению (3), а в каждой внутренней вершине — условиям (4), (6).

Таким образом, дифференциальный оператор 𝐿 : 𝐷𝐿→𝐶[Γ] определяется соотношениями

𝐷𝐿= {𝑢∈𝐶4[Γ] : 𝑢 удовлетворяет (4), (5) на 𝐽(Γ)},

𝐿𝑢(𝑥)≡

⎧⎨⎩(𝑝(𝑥)𝑢′′)′′+𝑟(𝑥)𝑢, 𝑥∈𝐸(Γ),∑︀
𝑖∈𝐼(𝑎)(𝑝𝑖𝑢

′′
𝑖 )

′(𝑎)+𝑟(𝑎)𝑢(𝑎), 𝑎∈ 𝐽(Γ).
(7)

Всюду далее полагаем:
– 𝑝(𝑥) ∈ 𝐶2[𝐸(Γ)], inf𝑥∈𝐸(Γ) 𝑝(𝑥) > 0; 𝜌(𝑥) ∈ 𝐶[Γ], 𝜌(𝑥) > 0 на 𝐸(Γ) и 𝜌(𝑥) ⩾ 0 на 𝐽(Γ);

𝑟(𝑥)∈𝐶[Γ];
– для каждой вершины 𝑎 ∈ 𝐽(Γ) и любого индекса 𝑖 ∈ 𝐼(𝑎) хотя бы одна из констант

𝛼𝑗𝑖(𝑎), 𝛼𝑘𝑖(𝑎) отлична от нуля;
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– для каждой вершины 𝑎∈𝐽(Γ) степени |𝐼(𝑎)|⩾ 3 можно определить индексы 𝑘, 𝑗 ∈ 𝐼(𝑎)
так, что 𝛼𝑘𝑖1(𝑎)<0, 𝛼𝑗𝑖1(𝑎)⩽0 для некоторого индекса 𝑖1∈𝐼(𝑎)∖{𝑗, 𝑘} и 𝛼𝑘𝑖2(𝑎)⩽0, 𝛼𝑗𝑖2(𝑎)<0
для некоторого индекса 𝑖2 ∈ 𝐼(𝑎)∖{𝑗, 𝑘};

– для каждой вершины 𝑎∈ 𝐽(Γ) степени |𝐼(𝑎)|=2 полагаем 𝛼𝑘𝑖1(𝑎)< 0;
– в граничных условиях и условиях трансмиссии все производные вычисляются в на-

правлении “от вершины”.

3. ТОЖДЕСТВО ПИКОНЕ

Помимо оператора 𝐿 : 𝐷𝐿 →𝐶[Γ], порождённого соотношениями (7) c коэффициентами
𝑝(𝑥) ∈ 𝐶2[𝐸(Γ)], 𝑟(𝑥) ∈ 𝐶[Γ], рассмотрим оператор ℒ : 𝐷ℒ → 𝐶[Γ], порождаемый теми же
соотношениями с заменой коэффициентов на 𝒫(𝑥)∈𝐶2[𝐸(Γ)], inf𝑥∈𝐸(Γ) 𝒫(𝑥)>0, и ℛ(𝑥)∈𝐶[Γ]
соответственно.

Теорема 1. Пусть функции 𝑢, 𝑣 ∈𝐶4[Γ]. Если 𝑢/𝑣 ∈𝐶[Γ], то справедливо равенство
ˆ

Γ

𝑢

𝑣
(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)(𝑣(𝑎)𝐿𝑢(𝑎)−𝑢(𝑎)ℒ𝑣(𝑎))=

=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)+
ˆ

Γ

𝒫
(︂
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︂2

𝑑𝑥−

−2
ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︂
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︂2

𝑑𝑥+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢

𝑣
(𝑎)[𝑢(𝑎)(𝒫𝑣′′)′(𝑎)−𝑣(𝑎)(𝑝𝑢′′)′(𝑎)]+

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

(𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎)+

+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢2

𝑣2
(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎)𝑣′(𝑎)−2

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢

𝑣
(𝑎)𝑢′(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎)+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)𝑢

′
𝑖(𝑎)+

+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2

𝑣2
(𝑎)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎)𝑣

′
𝑖(𝑎)−2

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

𝑢′𝑖(𝑎)(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎). (8)

Доказательство. Проинтегрируем дважды по частям вдоль графа Γ произведение 𝑢𝐿𝑢:
ˆ

Γ

𝑢𝐿𝑢𝑑𝑥=
ˆ

Γ

[ 𝑝𝑢′′2+𝑟𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

[𝑢′ 𝑝𝑢′′−𝑢(𝑝𝑢′′)′]𝑥=𝑎+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

[𝑢′𝑖 𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 −𝑢𝑖(𝑝𝑖𝑢′′𝑖 )′]𝑥=𝑎.

Поскольку функция 𝑢 непрерывна в каждой внутренней вершине 𝑎∈ 𝐽(Γ), то
ˆ

Γ

𝑢𝐿𝑢𝑑𝑥=
ˆ

Γ

[ 𝑝𝑢′′2+𝑟𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢′(𝑎)(𝑝𝑢′′)(𝑎)−
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢(𝑎)(𝑝𝑢′′)′(𝑎)+

+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

𝑢′𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)−

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢(𝑎)

[︂ ∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )

′(𝑎)+𝑟(𝑎)𝑢(𝑎)

]︂
+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

𝑟(𝑎)𝑢2(𝑎). (9)

Аналогично, проинтегрировав дважды по частям произведение (𝑢2/𝑣)ℒ𝑣, получим

ˆ

Γ

𝑢2

𝑣
ℒ𝑣 𝑑𝑥=

ˆ

Γ

[︂
𝒫𝑣′′

(︂
𝑢2

𝑣

)︂′′
+ℛ𝑢2

]︂
𝑑𝑥+

+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

[︂(︂
𝑢2

𝑣

)︂′
𝒫𝑣′′− 𝑢2

𝑣

(︀
𝒫𝑣′′

)︀′]︂
𝑥=𝑎

+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

[︂(︂
𝑢2𝑖
𝑣𝑖

)︂′
𝒫𝑖𝑣

′′
𝑖 −

𝑢2𝑖
𝑣𝑖

(︀
𝒫𝑖𝑣

′′
𝑖

)︀′]︂
𝑥=𝑎

=
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=
ˆ

Γ

[𝒫𝑢′′2+ℛ𝑢2] 𝑑𝑥+
ˆ

Γ

[︂
𝒫𝑣′′

(︂
𝑢2

𝑣

)︂′′
−𝒫𝑢′′2

]︂
𝑑𝑥+

+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

[︂(︂
𝑢2

𝑣

)︂′
𝒫𝑣′′− 𝑢2

𝑣

(︀
𝒫𝑣′′

)︀′]︂
𝑥=𝑎

+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

[︂(︂
𝑢2𝑖
𝑣𝑖

)︂′
𝒫𝑖𝑣

′′
𝑖 −

𝑢2𝑖
𝑣𝑖

(︀
𝒫𝑖𝑣

′′
𝑖

)︀′]︂
𝑥=𝑎

.

Вычислим производные дроби 𝑢2/𝑣. Тогда правая часть последнего равенства примет вид

ˆ

Γ

[𝒫𝑢′′2+ℛ𝑢2] 𝑑𝑥−
ˆ

Γ

𝒫
(︂
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︂2
𝑑𝑥+2

ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︂
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︂2
𝑑𝑥−

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢2

𝑣2
(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎)𝑣′(𝑎)+

+2
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢

𝑣
(𝑎)𝑢′(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎)−

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢2

𝑣
(𝑎)
(︀
𝒫𝑣′′

)︀′
(𝑎)−

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2

𝑣2
(𝑎)

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎)𝑣

′
𝑖(𝑎)+

+2
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)
∑︁

𝑖∈𝐼(𝑎)

𝑢′𝑖(𝑎)(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎)−

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2

𝑣
(𝑎)

[︂ ∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(︀
𝒫𝑖𝑣

′′
𝑖

)︀′
(𝑎)+ℛ(𝑎)𝑣(𝑎)

]︂
+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

ℛ(𝑎)𝑢2(𝑎). (10)

Теперь, составив разность ˆ

Γ

𝑢

𝑣
(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥

с учётом (9), (10) и (7), получим равенство (8). Теорема доказана.
Следствие 1. Пусть 𝑢∈𝐷𝐿 и 𝑣∈𝐷ℒ. Если inf𝑥∈Γ 𝑣(𝑥)> 0, то имеет место равенство

ˆ

Γ

𝑢

𝑣
(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)(𝑣(𝑎)𝐿𝑢(𝑎)−𝑢(𝑎)ℒ𝑣(𝑎))=

=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)+
ˆ

Γ

𝒫
(︁
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︁2
𝑑𝑥−

−2
ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︁
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︁2
𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢

𝑣
(𝑎)[𝑢(𝑎)(𝒫𝑣′′)′(𝑎)−𝑣(𝑎)(𝑝𝑢′′)′(𝑎)]+

+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

(𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎)+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢2

𝑣2
(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎)𝑣′(𝑎)−2

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

𝑢

𝑣
(𝑎)𝑢′(𝑎)(𝒫𝑣′′)(𝑎).

Доказательство. Действительно, из условий (4), (5) в произвольной вершине 𝑎∈ 𝐽(Γ)
получаем ∑︁

𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)𝑢

′
𝑖(𝑎)=𝑢′𝑘(𝑎)

(︂
(𝑝𝑘𝑢

′′
𝑘)(𝑎)+

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)∖{𝑘,𝑗}

𝛼𝑘𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)

)︂
+

+𝑢′𝑗(𝑎)

(︂
(𝑝𝑗𝑢

′′
𝑗 )(𝑎)+

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)∖{𝑘,𝑗}

𝛼𝑗𝑖(𝑎)(𝑝𝑖𝑢
′′
𝑖 )(𝑎)

)︂
=0.

Аналогично для любой вершины 𝑎∈ 𝐽(Γ) получаем равенства∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎)𝑣

′
𝑖(𝑎)= 0,

∑︁
𝑖∈𝐼(𝑎)

𝑢′𝑖(𝑎)(𝒫𝑖𝑣
′′
𝑖 )(𝑎)= 0.

Следствие доказано.
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Следствие 2. Если в условиях следствия 1 дополнительно предположить, что 𝑢|𝜕Γ=0,
то выполняется равенство

ˆ

Γ

𝑢

𝑣
𝑡(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)(𝑣(𝑎)𝐿𝑢(𝑎)−𝑢(𝑎)ℒ𝑣(𝑎))=

=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)+

+
ˆ

Γ

𝒫
(︂
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︂2
𝑑𝑥−2

ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︂
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︂2
𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

(𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎). (11)

4. ТЕОРЕМА СРАВНЕНИЯ

Теоремы Штурма о перемежаемости и сравнении для уравнения второго порядка на графе
впервые были установлены в работе [18]. В [12, 19] были доказаны аналоги теоремы Штурма
о перемежаемости нулей решений для уравнения четвёртого порядка. В данном пункте,
как первое следствие тождества Пиконе, приведём некоторые свойства дифференциальных
неравенств и, в частности, теорему сравнения штурмовского типа для уравнения четвёртого
порядка, заданного соотношениями (3)–(6).

Лемма. Пусть функция 𝑢∈𝐷𝐿, 𝑢|𝜕Γ=0 и

𝒬[𝑢] :=
ˆ

Γ

[𝒫𝑢′′2+ℛ𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

ℛ(𝑎)𝑢2(𝑎)⩽ 0.

Тогда система дифференциальных неравенств

ℒ𝑣(𝑥)⩾ 0 (𝑥∈Γ), 𝑣′′(𝑥)< 0 (𝑥∈𝐸(Γ)), 𝑣|𝜕Γ> 0 (12)

не имеет решений в классе 𝐷ℒ.
Доказательство. Предполагая противное, рассмотрим решение 𝑣 ∈ 𝐷ℒ системы (12).

Покажем, что 𝑣 > 0 на Γ. Для этого, учитывая неравенства 𝑣′′< 0 на 𝐸(Γ) и 𝑣 > 0 на 𝜕Γ,
достаточно показать, что 𝑣 не имеет локальных минимумов в Γ. Пусть 𝑎 — произвольная
внутренняя вершина графа Γ. Если 𝑎 — точка локального минимума функции 𝑣, то из
неравенства 𝑣′′(𝑥)< 0, выполненного всюду на 𝐸(Γ), следует, что для всех 𝑖∈ 𝐼(𝑎) должны
выполняться неравенства 𝑣′𝑖(𝑎) > 0. Но из свойств коэффициентов условий (4) (см. п. 2)
следует, что существуют индексы 𝑖, 𝑗, 𝑘∈ 𝐼(𝑎) такие, что 𝛼𝑘𝑖(𝑎)< 0, 𝛼𝑗𝑖(𝑎)⩽ 0. Это приводит
к противоречивому неравенству

0<𝑣′𝑖(𝑎)=𝛼𝑘𝑖(𝑎)𝑣
′
𝑘(𝑎)+𝛼𝑘𝑖(𝑎)𝑣

′
𝑗(𝑎)< 0.

Следовательно, 𝑣 не имеет локальных минимумов в 𝐽(Γ). А поскольку 𝑣′′< 0 на 𝐸(Γ), то 𝑣
не имеет локальных минимумов в Γ. Учитывая всё сказанное и положительность 𝑣 на 𝜕Γ,
получаем, что 𝑣 > 0 на Γ.

Подставим функции 𝑢 и 𝑣 в формулу (11). Полагая здесь 𝑝≡ 0 на 𝐸(Γ) и 𝑟≡ 0 на Γ,
будем иметь

0⩾𝒬[𝑢]−
ˆ

Γ

𝑢2

𝑣
ℒ𝑣 𝑑𝑥−

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2

𝑣
(𝑎)ℒ𝑣(𝑎)=

ˆ

Γ

𝒫
(︁
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︁2
𝑑𝑥−2

ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︁
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︁2
𝑑𝑥⩾ 0.

Но тогда 𝑢′′−(𝑢/𝑣)𝑣′′≡ 0 и 𝑢′−(𝑢/𝑣)𝑣′≡ 0 на 𝐸(Γ). Отсюда сразу получаем, что 𝑢/𝑣≡ const
на Γ, что невозможно ввиду условий леммы 𝑢|𝜕Γ=0 и 𝑣|𝜕Γ>0. Следовательно, система (12)
не разрешима в 𝐷ℒ. Лемма доказана.
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Теорема 2. Если существует нетривиальная функция 𝑢∈𝐷𝐿, удовлетворяющая усло-
виям

𝑢𝐿𝑢⩽ 0, 𝑥∈Γ,

𝑢|𝜕Γ=(𝛽𝑢′′−𝜗𝑢′)|𝜕Γ=0,

𝒲[𝑢] :=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)⩾ 0,

то любое решение 𝑣 ∈𝐷ℒ системы неравенств

ℒ𝑣(𝑥)⩾ 0, 𝑥∈Γ; 𝑣′′(𝑥)< 0, 𝑥∈𝐸(Γ), (13)

положительное хотя бы в одной точке графа Γ, имеет нуль в Γ∪𝜕Γ.
Доказательство. Действительно, если 𝑣 ̸= 0 в Γ∪𝜕Γ, то 𝑣 > 0 на Γ∪𝜕Γ. С учётом

формулы (11) получим

0⩾−𝒲[𝑢]+
ˆ

Γ

𝑢

𝑣
(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)(𝑣(𝑎)𝐿𝑢(𝑎)−𝑢(𝑎)ℒ𝑣(𝑎))=

=
ˆ

Γ

𝒫
(︂
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︂2
𝑑𝑥−2

ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︂
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︂2
𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝜕Γ

(𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎)⩾ 0. (14)

Поскольку (𝛽𝑢′′−𝜗𝑢′)|𝜕Γ=0 и 𝛽⩾0, 𝜗⩾0, то (𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎)⩾0 для любой граничной вершины
𝑎 ∈ 𝜕Γ. Поэтому 𝑢′′− (𝑢/𝑣)𝑣′′ ≡ 0 и 𝑢′− (𝑢/𝑣)𝑣′ ≡ 0 на 𝐸(Γ). Отсюда сразу получаем, что
𝑢/𝑣≡ const на Γ. Но это противоречит равенствам 𝑢|𝜕Γ=0 и 𝑣|𝜕Γ> 0. Теорема доказана.

Следствие 3 (теорема сравнения). Если существует нетривиальное решение краевой
задачи

𝐿𝑢=0, 𝑥∈Γ, 𝑢|𝜕Γ=(𝛽𝑢′′−𝜗𝑢′)|𝜕Γ=0,

удовлетворяющее условию 𝒲[𝑢]⩾ 0, то любое решение 𝑣 ∈𝐷ℒ системы неравенств (13),
положительное хотя бы в одной точке графа Γ, либо пропорционально функции 𝑢 на Γ,
либо имеет нуль в Γ.

Доказательство. Пусть функция 𝑣∈𝐷ℒ удовлетворяет (13) и положительна хотя бы в
одной точке графа Γ. Из теоремы 2 следует, что 𝑣 имеет нуль в Γ∪𝜕Γ. Если 𝑣 равна нулю
в некоторой точке графа Γ, то теорема доказана.

Пусть 𝑣 не имеет нулей в Γ. Тогда из условий теоремы следует, что 𝑣 > 0 на Γ. Кроме
того, ввиду 𝑣′′(𝑥)<0 всюду на 𝐸(Γ) все нули функции 𝑣 из 𝜕Γ простые. Поэтому, учитывая
𝑢|𝜕Γ = 0, имеем 𝑢/𝑣 ∈ 𝐶[Γ]. Используя следствие 2, приходим к формуле (14), а оттуда
получаем 𝑢′′−(𝑢/𝑣)𝑣′′≡ 0 и 𝑢′−(𝑢/𝑣)𝑣′≡ 0 на 𝐸(Γ). Следовательно, 𝑢/𝑣≡ const на Γ, т.е. 𝑣
пропорциональна 𝑢 на Γ. Следствие доказано.

5. НИЖНЯЯ ОЦЕНКА ВЕДУЩЕГО СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ

Рассмотрим спектральную краевую задачу (1), (2). Установим оценку снизу для ведущего
собственного значения оператора 𝐿.

Как и в п. 4, вместе с оператором 𝐿 : 𝐷𝐿 → 𝐶[Γ], порождённым соотношениями (7) c
коэффициентами 𝑝(𝑥)∈𝐶2[𝐸(Γ)], 𝑟(𝑥)∈𝐶[Γ], введём оператор ℒ : 𝐷ℒ →𝐶[Γ], порождаемый
теми же соотношениями (7) c коэффициентами 𝒫(𝑥)∈𝐶2[𝐸(Γ)], ℛ(𝑥)∈𝐶[Γ].

Рассмотрим коэффициент 𝜌 из уравнения (1) и пусть 𝐽𝜌(Γ) = {𝑎∈ 𝐽(Γ) : 𝜌(𝑎)> 0}, Γ𝜌 =
=𝐸(Γ)∪𝐽𝜌(Γ).
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Теорема 3. Пусть 𝜆0 — наименьшее собственное значение краевой задачи (1), (2), 𝑢 —
соответствующая собственная функция. Пусть далее 𝑣 — произвольная функция из класса
𝐷ℒ, удовлетворяющая условиям:

(i) inf𝑥∈Γ 𝑣(𝑥)> 0;
(ii) 𝑣′′(𝑥)⩽ 0 на 𝐸(Γ);
(iii) ℒ𝑣(𝑥)⩾ 0 на 𝐽(Γ)∖𝐽𝜌(Γ).
Если

𝐵[𝑢] :=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)⩾ 0,

то

𝜆0⩾ inf
𝑥∈Γ𝜌

ℒ𝑣
𝜌𝑣
. (15)

Доказательство. Доказательство вытекает из следствия 2. Действительно, поскольку
𝐿𝑢(𝑥)=𝜆0𝜌(𝑥)𝑢 для всех 𝑥∈Γ, то из (11) имеем

ˆ

Γ

𝑢

𝑣
(𝑣𝐿𝑢−𝑢ℒ𝑣) 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢

𝑣
(𝑎)(𝑣(𝑎)𝐿𝑢(𝑎)−𝑢(𝑎)ℒ𝑣(𝑎))=

=
ˆ

Γ

𝜆0𝜌𝑢
2 𝑑𝑥−

ˆ

Γ

𝑢2

𝑣
ℒ𝑣 𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝜆0𝜌(𝑎)𝑢
2(𝑎)−

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2

𝑣
(𝑎)ℒ𝑣(𝑎)=

=
ˆ

Γ

[(𝑝−𝒫)𝑢′′2+(𝑟−ℛ)𝑢2] 𝑑𝑥+
ˆ

Γ

𝒫
(︁
𝑢′′− 𝑢

𝑣
𝑣′′
)︁2
𝑑𝑥−

−2
ˆ

Γ

𝒫 𝑣
′′

𝑣

(︁
𝑢′− 𝑢

𝑣
𝑣′
)︁2
𝑑𝑥+

∑︁
𝑎∈𝐽(Γ)

(𝑟(𝑎)−ℛ(𝑎))𝑢2(𝑎)+
∑︁
𝑎∈𝜕Γ

(𝑝𝑢′′)(𝑎)𝑢′(𝑎).

Из условий теоремы и неотрицательности коэффициентов краевых условий (2) следует
неотрицательность правой части последнего равенства, поэтому

0⩽𝜆0

ˆ

Γ

𝜌𝑢2 𝑑𝑥−
ˆ

Γ

𝜌𝑢2
ℒ𝑣
𝜌𝑣

𝑑𝑥+𝜆0
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

𝜌(𝑎)𝑢2(𝑎)−
∑︁

𝑎∈𝐽(Γ)

𝑢2(𝑎)
ℒ𝑣
𝑣
(𝑎).

Наконец, используя условие (iii), получаем

0⩽𝜆0

ˆ

Γ

𝜌𝑢2 𝑑𝑥+𝜆0
∑︁

𝑎∈𝐽𝜌(Γ)

𝜌(𝑎)𝑢2(𝑎)−
ˆ

Γ

𝜌𝑢2
ℒ𝑣
𝜌𝑣

𝑑𝑥−
∑︁

𝑎∈𝐽𝜌(Γ)

𝜌(𝑎)𝑢2(𝑎)
ℒ𝑣
𝜌𝑣

(𝑎)⩽

⩽

(︂
𝜆0− inf

𝑥∈Γ𝜌

ℒ𝑣
𝜌𝑣

)︂(︂ ˆ
Γ

𝜌𝑢2 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽𝜌(Γ)

𝜌(𝑎)𝑢2(𝑎)

)︂
.

Поскольку ˆ

Γ

𝜌𝑢2 𝑑𝑥+
∑︁

𝑎∈𝐽𝜌(Γ)

𝜌(𝑎)𝑢2(𝑎)> 0,

то выполняется оценка (15). Теорема доказана.
Замечание 1. Теорема 3 является аналогом основного результата работы [16].
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6. ПРИЛОЖЕНИЕ К ЗАДАЧЕ О ДЕФОРМАЦИЯХ СЕТКИ СТЕРЖНЕЙ
С ПРЯМОУГОЛЬНЫМИ ЯЧЕЙКАМИ

Применим утверждение теоремы 1 к задаче о малых колебаниях плоской прямоугольной
сетки тонких однородных стержней с условиями жёсткой спайки.

Рассмотрим в плоскости R2 конечный связный граф Γ, все рёбра которого параллельны
координатным осям 𝑂𝑥1 и 𝑂𝑥2, а степень каждой внутренней вершины графа Γ равна
четырём (см. рисунок). Граф Γ можно представить в виде конечного объединения горизон-
тальных и вертикальных интервалов Γ=

(︀⋃︀
𝑖(𝑎

𝑖
1, 𝑏

𝑖
1)
)︀
∪
(︀⋃︀

𝑗(𝑎
𝑗
2, 𝑏

𝑗
2)
)︀
, множество концов которых

образует границу графа 𝜕Γ. Отметим, что мы не требуем, чтобы длины интервалов были
равны. b b b

b b b
b b

bb
b

b
bb b

br
rr
r

r
r
r

r
rr
r

Рисунок. Конечный связный граф.

Рассмотрим плоскую сетку из тонких однородных стержней с условиями жёсткой спайки.
В состоянии покоя стержневая система копирует описанный выше граф Γ. Тогда задача
о собственных колебаниях стержневой системы сводится к краевой задаче на собственные
значения на Γ (см., например, [9–11, 20]), порождённой обыкновенными дифференциальными
уравнениями

𝑢𝐼𝑉𝑖 =𝜆𝑢𝑖, 𝑥∈ 𝛾𝑖⊂𝐸(Γ), (16)

и условиями трансмиссии в каждой внутренней вершине 𝑐∈ 𝐽(Γ), 𝐼(𝑐)= {1, 2, 3, 4}:

𝑢𝑖(𝑐)=𝑢(𝑐), 𝑢′1(𝑎)=−𝑢′3(𝑐), 𝑢′2(𝑐)=−𝑢′4(𝑐),

𝑢′′1(𝑐)=𝑢′′3(𝑐), 𝑢′′2(𝑐)=𝑢′′4(𝑐),∑︁
𝑖∈𝐼(𝑐)

𝑢′′′𝑖 (𝑐)= 0, 𝑐∈ 𝐽(Γ). (17)

На границе графа соотношения (16), (17) дополняются краевыми условиями

𝑢|𝜕Γ=0, (𝛽𝑢′′−𝜗𝑢′)|𝜕Γ=0. (18)

Обозначим через 𝑅 минимальный радиус шара, содержащего граф Γ, в плоскости R2.
Теорема 4. Пусть 𝜆0 — наименьшее собственное значение краевой задачи (16)–(18).

Тогда
𝜆0⩾

360

61𝑅4
. (19)

Доказательство. Шаг 1. Сначала построим пробную функцию. Без ограничения общ-
ности можно считать, что граф Γ содержится в шаре 𝐵𝑅(0)⊂R2 радиуса 𝑅 с центром в
начале координат, при этом каждое ребро графа параллельно одной из координатных осей.
Для точки 𝑥=(𝑥1, 𝑥2)∈R2, как обычно, полагаем ‖𝑥‖=

√︀
𝑥21+𝑥

2
2.
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Зафиксируем произвольное число 𝜀> 0 и определим функцию

𝑉𝜀(𝑥)=

𝑅+𝜀ˆ

‖𝑥‖

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

𝑅+𝜀ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

((𝑅+𝜀)2−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈𝐵𝑅(0).

Пусть 𝑣𝜀(𝑥) — сужение функции 𝑉𝜀(𝑥) на граф Γ ⊂ 𝐵𝑅(0). Покажем, что функция 𝑣(𝑥)
удовлетворяет условиям (i)–(iii) теоремы 3. Положительность 𝑣𝜀 на Γ∪𝜕Γ очевидна.

Рассмотрим произвольную точку 𝑥∈𝐸(Γ). Обозначим через (𝑎, 𝑏), где 𝑎, 𝑏∈𝜕Γ, прямоли-
нейный маршрут графа Γ, содержащий точку 𝑥. Пусть для определённости рёбра маршрута
(𝑎, 𝑏) параллельны оси 𝑂𝑥1 и ориентированы от 𝑎 к 𝑏. Тогда если 𝑎=(𝑎1, 𝑎2), 𝑏=(𝑏1, 𝑏2) —
координаты точек 𝑎, 𝑏∈ 𝜕Γ в R2, то

𝑥=(𝑥1, 𝑎2)∈ [𝑎, 𝑏] =⇒ 𝑥1 ∈ [𝑎1, 𝑏1]⊂ [−𝑟(𝜀), 𝑟(𝜀)],

где 𝑟(𝜀)=
√︀

(𝑅+𝜀)2−𝑎22. Поэтому на (𝑎, 𝑏) функция 𝑣𝜀 допускает представление

𝑣𝜀(𝑥)= 𝑣𝜀(𝑥1, 𝑎2)=

𝑟(𝜀)ˆ

|𝑥1|

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

𝑟(𝜀)ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

(𝑟2(𝜀)−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (𝑎, 𝑏). (20)

Отсюда при 𝑥1 ̸=0 легко получаем

𝑣′𝜀(𝑥)=
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥1

(𝑥1, 𝑎2)=−|𝑥1|
𝑥1

|𝑥1|ˆ

0

𝑑𝑠

𝑟𝜀ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

(𝑟2(𝜀)−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (𝑎, 𝑏).

Поскольку
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥1

(−0, 𝑎2)=
𝜕𝑣𝜀
𝜕𝑥1

(+0, 𝑎2)= 0,

то 𝑣′𝜀(𝑥)= 0 при 𝑥1=0 и 𝑣𝜀 ∈𝐶1[𝑎, 𝑏].
Аналогично

𝑣′′𝜀 (𝑥)=
𝜕2𝑣𝜀
𝜕𝑥21

(𝑥1, 𝑎2)=−
𝑟(𝜀)ˆ

|𝑥1|

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

(𝑟2(𝜀)−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (𝑎, 𝑏)∖0,

𝜕2𝑣𝜀
𝜕𝑥21

(−0, 𝑎2)=
𝜕2𝑣𝜀
𝜕𝑥21

(+0, 𝑎2)=−
𝑟(𝜀)ˆ

0

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

(𝑟2(𝜀)−𝜎2) 𝑑𝜎

и 𝑣𝜀 ∈𝐶2[𝑎, 𝑏]. Кроме того, 𝑣′′𝜀 (𝑥)< 0 на (𝑎, 𝑏).
Далее несложно показать, что

𝑣𝐼𝑉𝜀 (𝑥)=
𝜕4𝑣𝜀
𝜕𝑥41

(𝑥1, 𝑎2)= (𝑟2(𝜀)−𝑥21)⩾ 𝜀1> 0, 𝑥∈ (𝑎, 𝑏), (21)

и 𝑣𝜀 ∈𝐶4[𝑎, 𝑏].
Таким образом, 𝑣𝜀 ∈𝐶4[Γ]∩𝐶4[𝑎, 𝑏] для любого прямолинейного маршрута (𝑎, 𝑏)⊂Γ. От-

сюда следует, что 𝑣𝜀 удовлетворяет условиям трансмиссии (17) всюду на 𝐽(Γ).
Шаг 2. Согласно теореме 3

𝜆0⩾ inf
𝑥∈𝐸(Γ)

𝑣𝐼𝑉𝜀
𝑣𝜀

> 0,
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поэтому существуют прямолинейный маршрут (𝑎, 𝑏)⊂Γ, соединяющий вершины 𝑎, 𝑏∈ 𝜕Γ, и
точка 𝑥* ∈ [𝑎, 𝑏] такие, что выполнены соотношения

𝜆0⩾ inf
𝑥∈𝐸(Γ)

𝑣𝐼𝑉𝜀
𝑣𝜀

= lim
(𝑎,𝑏)∋𝑥→𝑥*

𝑣𝐼𝑉𝜀
𝑣𝜀

= inf
𝑥∈(𝑎,𝑏)

𝑣𝐼𝑉𝜀
𝑣𝜀

. (22)

Ввиду формул (20), (21) получим, что в (22) значение справа равно

inf
𝑥∈(𝑎,𝑏)

𝑣𝐼𝑉𝜀
𝑣𝜀

= inf
𝑥1∈(𝑎1,𝑏1)

360(𝑟2(𝜀)−|𝑥1|2)
61𝑟6(𝜀)−75𝑟4(𝜀)|𝑥1|2+15𝑟2(𝜀)|𝑥1|4−|𝑥1|6

.

Положим 𝑟=max{|𝑎1|, |𝑏1|}. Тогда

𝜆0⩾ inf
𝑥1∈[−𝑟,𝑟]

360(𝑟2−|𝑥1|2)
61𝑟6−75𝑟4|𝑥1|2+15𝑟2|𝑥1|4−|𝑥1|6

.

Вычисления показывают, что инфимум достигается при 𝑥1=0, поэтому

𝜆0⩾
360

61𝑟4
⩾

360

61(𝑅+𝜀)4
.

Поскольку число 𝜀> 0 было выбрано произвольно, то утверждение теоремы можно счи-
тать доказанным.

В случае когда граф является деревом, оценка (19) допускает уточнение, а сам граф
допускает представление в виде прямолинейных маршрутов Γ=

⋃︀
𝑖(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) с концевыми вер-

шинами 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝜕Γ. Пробную функцию 𝑣𝜀 можно последовательно строить на маршрутах
(𝑎𝑖, 𝑏𝑖). Сначала можно определить функцию 𝑣𝜀 на маршруте (𝑎1, 𝑏1) формулой (20). На
втором шаге нужно достроить функцию 𝑣𝜀 на каждом маршруте, проходящем через внут-
ренние вершины графа Γ, лежащие на интервале (𝑎1, 𝑏1). Так, если 𝑐 = (𝑎1, 𝑏1)∩ (𝑎𝑗 , 𝑏𝑗),
то

𝑣𝜀(𝑥)= 𝑣𝜀(𝑥1, 𝑎𝑗)=𝐾(𝑐)

𝑟(𝜀)ˆ

|𝑥1|

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

𝑟(𝜀)ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

(𝑟2(𝜀)−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (𝑎𝑗 , 𝑏𝑗),

где положительная константа 𝐾(𝑐) обеспечивает непрерывность функции 𝑣𝜀 в узловой вер-
шине 𝑐. Поскольку граф является деревом, такие константы 𝐾(𝑐) существуют.

На третьем шаге достраиваем функцию 𝑣𝜀 на каждом маршруте, проходящем через
внутренние вершины графа Γ, лежащие на интервалах, задействованных на втором шаге.
И так далее.

Рассуждая аналогично как при доказательстве теоремы 4, можно получить следующий
результат.

Теорема 5. Пусть ℓ(Γ) :=max(𝑎𝑖,𝑏𝑖)⊂Γ 𝜇(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)/2, где 𝜇(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) — длина интервала (𝑎𝑖, 𝑏𝑖).
Если граф Γ является деревом, то наименьшее собственное значение краевой задачи (16)–(18)
удовлетворяет неравенству

𝜆0⩾
360

61(ℓ(Γ))4
. (23)

Пример. Рассмотрим граф-крест Γ, состоящий из четырёх ребер 𝛾𝑖, 𝑖= 1, 4, с одной
общей концевой точкой 𝑐 (внутренняя вершина). На Γ рассмотрим задачу на собственные
значения, порождённую соотношениями (16), (17), с граничными условиями 𝑢|𝜕Γ=𝑢′′|𝜕Γ=0.

Предположив, что мера каждого из четырёх рёбер графа Γ равна 1/2, вычислим харак-
теристический определитель Δ(𝜆) краевой задачи. Учитывая положительность собственных
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значений, нас интересуют значения Δ(𝜆) при 𝜆> 0. Прямые вычисления показывают, что
при 𝜆> 0 характеристический определитель равен

Δ(𝜆)= 256
4
√
𝜆9 sin

4
√
𝜆 sh

4
√
𝜆

(︂
sin

4
√
𝜆 sh2

4
√
𝜆

2
−sin2

4
√
𝜆

2
sh

4
√
𝜆

)︂
.

Положительные нули определителя Δ(𝜆) и есть искомые собственные значения, причём
наименьший из них равен 𝜆0=𝜋4≈ 97.4091.

Поскольку меры всех рёбер графа равны, то в рассматриваемом случае 𝑅= ℓ(Γ). Если
теперь использовать оценку (19) (или (23)), то вычисления покажут, что при 𝑅=1/2 выпол-
няется неравенство 𝜆0⩾ 94.4262.

7. ОБ ОПТИМАЛЬНОСТИ ОЦЕНКИ СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ 𝜆0

Теорема 3 даёт верхнюю границу для ведущего собственного значения 𝜆0, но оставляет
открытым вопрос о нахождении оптимальной пробной функции 𝑣 в оценке (15). Для решения
этой проблемы могут быть использованы методы оптимизации.

Пусть 𝑣[1], 𝑣[2], . . . , 𝑣[𝑚] ∈𝐷ℒ, 𝑚∈N, — произвольный набор функций, удовлетворяющих
условиям (i)–(iii) теоремы 3. Пробную функцию 𝑣 для оценки (15) можно искать в виде

𝑣(𝑥)=𝜔1𝑣
[1](𝑥)+𝜔2𝑣

[2](𝑥) . . .+𝜔𝑚𝑣
[𝑚](𝑥),

где 𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑚) ∈Ω⊂R𝑚, а Ω — множество значений параметров, обеспечивающее
выполнение условий (i)–(iii).

Тогда определение оптимальной оценки собственного значения 𝜆0 для заданного набора
{𝑣[𝑖]}𝑚𝑖=1 сводится к задаче о нахождении величины sup𝜔∈Ω inf𝑥∈Γ𝜌 𝐹𝑚(𝑥, 𝜔), где

𝐹𝑚(𝑥, 𝜔)=

∑︀𝑚
𝑖=1 𝜔𝑖ℒ𝑣[𝑖](𝑥)

𝜌(𝑥)
∑︀𝑚

𝑖=1 𝜔𝑖𝑣[𝑖](𝑥)
.

Для решения задачи минимакса можно привлечь методы вычислительной математики.
Вернёмся к примеру из п. 6 на графе-кресте. Представим граф-крест в виде объедине-

ния двух интервалов единичной меры, пересекающихся в точке 𝑐 ∈ 𝐽(Γ). Поскольку мера
каждого ребра графа равна 1/2, мы можем отождествить каждый из этих интервалов со
своим экземпляром интервала (−1/2, 1/2), который, для определённости, будем обозначать
(−1/2, 1/2)𝑖, 𝑖=1, 2. Пробную функцию будем искать в виде

𝑣(𝑥)=𝜔1𝑣
[1](𝑥)+𝜔2𝑣

[2](𝑥)+𝜔3𝑣
[3](𝑥), 𝑥∈ (−1/2, 1/2)𝑖,

где

𝑣[1](𝑥)=

1/2+𝜀ˆ

‖𝑥‖

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

1/2+𝜀ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

((𝑅+𝜀)2−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (−1/2, 1/2)𝑖;

𝑣[2](𝑥)=

1/2+𝜀ˆ

‖𝑥‖

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

1/2+𝜀ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

𝜎2((𝑅+𝜀)2−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (−1/2, 1/2)𝑖;

𝑣[3](𝑥)=

1/2+𝜀ˆ

‖𝑥‖

𝑑𝑡

𝑡ˆ

0

𝑑𝑠

1/2+𝜀ˆ

𝑠

𝑑𝜏

𝜏ˆ

0

𝜎4((𝑅+𝜀)2−𝜎2) 𝑑𝜎, 𝑥∈ (−1/2, 1/2)𝑖.
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Рассуждая как и в п. 6, можно показать, что функция 𝑣 ∈𝐶4[Γ] удовлетворяет условиям
трансмиссии в узловой вершине графа. Условия (i)–(iii) теоремы 3 выполнены для любого
𝜀> 0 и 𝜔 ∈Ω, где Ω= {𝜔 ∈R3 : 𝜔2

2−4𝜔1𝜔3⩽ 0}.
Если 𝜀=10−5, то вычисления показывают, что sup𝜔∈Ω inf𝑥∈𝐸(Γ) 𝐹3(𝑥, 𝜔)=97.3904 достига-

ется при 𝜔=(1, 0.94, 0.366) и 𝑥=0.229733. Напомним, что в данном случае 𝜆0=𝜋4≈97.4091.
Замечание 2. Отметим, что для вычисления нулей характеристического определителя

краевой задачи (1), (2) необходима фундаментальная система решений уравнения (1) на
графе, а для применения формулы (15) решения дифференциального уравнения не требуется.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим следующий процесс распределения температуры в слое 𝑃 ⊂R3:

𝑃 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)∈R3 : 𝑥1, 𝑥2 ∈R, −ℎ<𝑥3< 0, ℎ> 0}.

Пусть 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) — температура в точке (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) в момент 𝑡⩾ 0, а 𝑘(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) —
коэффициент теплопроводности. Процесс распространения тепла описывается уравнением
(см. [1, гл. III, § 1])

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−div[𝑘(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) grad𝑢] = 0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈R, 𝑡 > 0.

Предполагаем, что температура на верхней границе {𝑥3 = 0} слоя 𝑃 и тепловой поток
через неё известны. Граничные условия на верхней границе имеют вид

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 0, 𝑡)=𝜑(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥1, 𝑥2 ∈R, (1)

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 0, 𝑡)

𝜕𝑥3
=𝜒(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥1, 𝑥2 ∈R. (2)

Требуется найти температуру 𝑢(𝑥1, 𝑥2,−ℎ, 𝑡) на нижней границе слоя 𝑃 .
Формально к граничным условиям (1), (2) следует присоединить начальное условие,

однако в настоящей работе рассматривается установившийся процесс, в котором требуется
найти стационарное, т.е. не зависящее от времени, решение. Кроме того, будем предполагать,
что граничные данные не зависят от 𝑥2, а коэффициент теплопроводности зависит только
от глубины: 𝑘= 𝑘(𝑥3).
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Вводя новые обозначения 𝑥=𝑥1 и 𝑦=−𝑥3, получаем следующую плоскую задачу:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

1

𝑘(𝑦)

𝜕

𝜕𝑦

[︂
𝑘(𝑦)

𝜕𝑢

𝜕𝑦

]︂
=0, 𝑥∈R, 0<𝑦<ℎ, (3)

𝑢(𝑥, 0)=𝜑(𝑥),
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑦
=𝜒(𝑥), 𝑥∈R, (4)

которую рассматриваем в области

Ω= {(𝑥, 𝑦)∈R2 : 𝑥∈R, 0<𝑦<ℎ}.

Коэффициент теплопроводности 𝑘(𝑦) предполагается положительным и дважды непре-
рывно дифференцируемым на полупрямой 𝑦⩾ 0.

Обозначим символом Λℎ(Ω) класс функций 𝑢(𝑥, 𝑦), непрерывных в области Ω и для
любого компакта 𝐾 ⊂ (0, ℎ) удовлетворяющих условию

‖𝑢(·, 𝑦)‖𝐿2(R)⩽𝐶𝐾 , 𝑦 ∈𝐾, (5)

где 𝐶𝐾 — некоторая постоянная; точка означает переменную, по которой находится норма.
Определение 1. Будем говорить, что функция 𝑢(𝑥, 𝑦) является решением краевой задачи

(3), (4), если выполнены следующие условия:
i) функция 𝑢 и все её производные, входящие в уравнение (3), принадлежат Λℎ(Ω);
ii) функция 𝑢 удовлетворяет уравнению (3);
iii) выполняются граничные условия (4) в следующем смысле:

lim
𝑦→+0

∞̂

−∞

|𝑢(𝑥, 𝑦)−𝜑(𝑥)|2 𝑑𝑥=0, (6)

lim
𝑦→+0

∞̂

−∞

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
−𝜒(𝑥)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥=0. (7)

Таким образом, мы ищем решения, для которых на каждом слое выполняется условие (5).
Заметим, что, вычитая из решения 𝑢(𝑥) произвольную функцию 𝑤(𝑥) из класса Λℎ,

удовлетворяющую в области Ω уравнению (3) и только второму из граничных условий (4),
т.е.

𝜕𝑤(𝑥, 0)

𝜕𝑦
=𝜒(𝑥), 𝑥∈R,

мы можем свести задачу (3), (4) к следующей задаче Коши:

div[𝑘(𝑦) grad𝑢(𝑥, 𝑦)] = 0, (𝑥, 𝑦)∈Ω, (8)

𝑢(𝑥, 0)=𝜑(𝑥),
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑦
=0, 𝑥∈R, (9)

с новой функцией 𝜑(𝑥).
Предельная задача Коши. Для заданной функции 𝜑∈𝐿2(R) найти предельное значение

решения 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи (8), (9) на верхней границе {𝑦=ℎ} области Ω.
Определение 2. Решением предельной задачи Коши является пара функций, а имен-

но: функция 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющая (8) и (9) в смысле i)–iii), и функция 𝜓 ∈ 𝐿2(R),
удовлетворяющая условию

lim
𝜀→+0

∞̂

−∞

|𝑢(𝑥, ℎ−𝜀)−𝜓(𝑥)|2 𝑑𝑥=0. (10)
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Задаче Коши для эллиптических уравнений посвящено огромное число работ, начиная
с классической книги Ж. Адамара [2], в которой данная задача была названа некорректно
поставленной (достаточно полный обзор соответствующей литературы содержится в [3]).
В большинстве работ изучаются вопросы устойчивости и регуляризации решений в предполо-
жении их существования и удовлетворения некоторым дополнительным условиям (см. [4–8]).

В настоящей статье условия разрешимости предельной задачи Коши устанавливаются в
терминах принадлежности граничной функции 𝜑 специальному классу функций 𝐴𝜎. Ранее
аналогичные результаты были получены для случая ограниченной области [9].

Пусть задано число 𝜎 > 0. Символом 𝐴𝜎 обозначим класс функций 𝑓 ∈𝐿2(R), которые
могут быть аналитически продолжены внутрь полосы

𝑆𝜎 = {𝑧 ∈C : | Im 𝑧|<𝜎}

так, что аналитическое продолжение 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию

‖𝑓‖2𝜎 = sup
|𝑦|<𝜎

∞̂

−∞

|𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)|2 𝑑𝑥<+∞. (11)

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть функция 𝜑 принадлежит классу 𝐴𝜎, где 𝜎=ℎ. Тогда решение пре-

дельной задачи Коши существует и является единственным.
Теорема 2. Предположим, что для заданной функции 𝜑∈𝐿2(R) существует решение

предельной задачи Коши. Тогда функция 𝜑 принадлежит классу 𝐴𝜎, где 𝜎=ℎ.
Доказательства этих теорем во многом опираются на методы спектральной теории диф-

ференциальных операторов и гармонического анализа (см. [10, 11]).

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ ФУНКЦИЙ ИЗ КЛАССА 𝐴𝜎

Изучим свойства преобразования Фурье

̂︀𝑓(𝜉)= ∞̂

−∞

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜉𝑥 𝑑𝑥

функций из класса 𝐴𝜎.
Теорема 3. Для любой функции 𝑓 ∈𝐴𝜎 выполняются неравенства

𝜋‖𝑓‖2𝜎 ⩽
∞̂

−∞

| ̂︀𝑓(𝜉)|2 ch(2𝜎𝜉) 𝑑𝜉⩽ 2𝜋‖𝑓‖2𝜎. (12)

Заметим, что функции из 𝐴𝜎 не предполагаются абсолютно интегрируемыми.
Установим справедливость неравенств (12) при дополнительном предположении абсолют-

ной интегрируемости.
Лемма 1. Пусть функция 𝑓 ∈𝐴𝜎. Предположим, что выполняется оценка

∞̂

−∞

|𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)| 𝑑𝑥⩽ const, |𝑦|<𝜎. (13)

Тогда справедливо следующее равенство:
∞̂

−∞

| ̂︀𝑓(𝜉)|2𝑒−2𝜉𝑦 𝑑𝜉=2𝜋

∞̂

−∞

|𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)|2 𝑑𝑥, |𝑦|<𝜎. (14)
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Доказательство. Из оценки (13) следует, что

𝜎ˆ

−𝜎

∞̂

−∞

|𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)| 𝑑𝑥 𝑑𝑦⩽ const . (15)

Положим

𝑔(𝑥)=

𝜎ˆ

−𝜎

|𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)| 𝑑𝑦,

тогда согласно (15)
∞̂

−∞

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥<+∞.

Из сходимости последнего интеграла вытекает, что

lim
𝑥→−∞

inf 𝑔(𝑥)= 0, lim
𝑥→+∞

inf 𝑔(𝑥)= 0.

Следовательно, найдутся последовательности 𝑎𝑘 →−∞ и 𝑏𝑘 →+∞ такие, что

𝑔(𝑎𝑘)→ 0, 𝑔(𝑏𝑘)→ 0, 𝑘→+∞. (16)

Для любого 𝜉 ∈R функция 𝑓(𝑧)𝑒−𝑖𝜉𝑧 аналитична в полосе | Im 𝑧|⩽ 𝜎, тогда по теореме
Коши

𝑏𝑘ˆ

𝑎𝑘

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜉𝑥 𝑑𝑥+

𝑦ˆ

0

𝑓(𝑏𝑘+𝑖𝑡)𝑒
−𝑖𝜉(𝑏𝑘+𝑖𝑡) 𝑑𝑡+

𝑎𝑘ˆ

𝑏𝑘

𝑓(𝑥+𝑖𝑦)𝑒−𝑖𝜉(𝑥+𝑖𝑦) 𝑑𝑥+

0ˆ

𝑦

𝑓(𝑎𝑘+𝑖𝑡)𝑒
−𝑖𝜉(𝑎𝑘+𝑖𝑡) 𝑑𝑡=0. (17)

Из определения функции 𝑔 следуют оценки⃒⃒⃒⃒ 𝑦ˆ

0

𝑓(𝑏𝑘+ 𝑖𝑡)𝑒
−𝑖𝜉(𝑏𝑘+𝑖𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑒𝜎|𝜉|𝑔(𝑏𝑘),

⃒⃒⃒⃒ 0ˆ

𝑦

𝑓(𝑎𝑘+ 𝑖𝑡)𝑒
−𝑖𝜉(𝑎𝑘+𝑖𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑒𝜎|𝜉|𝑔(𝑎𝑘),

и, принимая во внимание (16), можно записать

lim
𝑘→+∞

0ˆ

𝑦

𝑓(𝑎𝑘+ 𝑖𝑡)𝑒
−𝑖𝜉(𝑎𝑘+𝑖𝑡) 𝑑𝑡= lim

𝑘→+∞

𝑦ˆ

0

𝑓(𝑏𝑘+ 𝑖𝑡)𝑒
−𝑖𝜉(𝑏𝑘+𝑖𝑡) 𝑑𝑡=0.

Переходя в (17) к пределу при 𝑘→+∞, получаем

∞̂

−∞

𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑒−𝑖𝜉(𝑥+𝑖𝑦) 𝑑𝑥=

∞̂

−∞

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜉𝑥 𝑑𝑥, 0< |𝑦|<𝜎. (18)

Положим ̂︀𝑓(𝜉, 𝑦)= ∞̂

−∞

𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑒−𝑖𝜉𝑥 𝑑𝑥. (19)

Согласно (18) выполняется равенство

̂︀𝑓(𝜉, 𝑦)= 𝑒−𝜉𝑦 ̂︀𝑓(𝜉). (20)
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Далее применим равенство Парсеваля:

∞̂

−∞

| ̂︀𝑓(𝜉, 𝑦)|2 𝑑𝜉=2𝜋

∞̂

−∞

|𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)|2 𝑑𝑥.

Отсюда, принимая по внимание (20), получаем требуемое равенство (14). Лемма доказана.
Лемма 2. Равенство (14) справедливо для любой функции 𝑓 ∈𝐴𝜎.
Доказательство. Для любого 𝜀> 0 положим

𝑓𝜀(𝑥)=
𝑓(𝑥)

1+𝜀𝑥2
, 𝑥∈R.

Если 𝜀< 1/𝜎2, то выполняется включение 𝑓𝜀 ∈𝐴𝜎. Далее из неравенства

|𝑓𝜀(𝑧)|⩽
1

2
|𝑓(𝑧)|2+ 1

2

1

|1+𝜀𝑧2|2
, | Im 𝑧|<𝜎,

следует, что функция 𝑓𝜀 удовлетворяет условию (13).
Всюду в дальнейшем будем предполагать, что 𝜀< 1/(4𝜎2). Тогда

|1+𝜀𝑧2|⩾ 1/2+𝜀|𝑧|2, |𝑦|<𝜎,

отсюда

|𝑓𝜀(𝑧)|⩽
|𝑓(𝑧)|

1/2+𝜀|𝑧|2
⩽ 2|𝑓(𝑧)|, |𝑦|<𝜎.

Следовательно,

|𝑓𝜀(𝑧)−𝑓(𝑧)|2= |𝑓(𝑧)|2 𝜀2|𝑧|4

|1+𝜀𝑧2|2
⩽ |𝑓(𝑧)|2 𝜀2|𝑧|4

(1/2+𝜀|𝑧|2)2
⩽ |𝑓(𝑧)|2.

В каждой точке полосы 𝑆𝜎 выполняется равенство

lim
𝜀→0

|𝑓𝜀(𝑧)−𝑓(𝑧)|=0, | Im 𝑧|<𝜎,

поэтому, согласно теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла [12, с. 155],

lim
𝜀→0

∞̂

−∞

|𝑓𝜀(𝑥+ 𝑖𝑦)−𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)|2 𝑑𝑥=0, |𝑦|<𝜎. (21)

Аналогично определению (19) положим

̂︀𝑓𝜀(𝜉, 𝑦)= ∞̂

−∞

𝑓𝜀(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑒
−𝑖𝜉𝑥 𝑑𝑥.

Применяя равенство Парсеваля и соотношение (21), получаем

‖ ̂︀𝑓𝜀(·, 𝑦)− ̂︀𝑓(·, 𝑦)‖𝐿2(R)= ‖𝑓𝜀(·+ 𝑖𝑦)−𝑓(·+ 𝑖𝑦)‖𝐿2(R)→ 0, 𝜀→ 0. (22)

Поскольку функция 𝑓𝜀 удовлетворяет условиям леммы 1, к ней применимо соотношение
(20), т.е. ̂︀𝑓𝜀(𝜉, 𝑦)= 𝑒−𝜉𝑦 ̂︀𝑓𝜀(𝜉). (23)
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Соотношение (22) выполняется и при 𝑦=0. В таком случае переход в равенстве (23) к
пределу при 𝜀→ 0 показывает, что соотношение (20) выполняется и для функции 𝑓 . Тогда
(22) мы можем записать в следующем виде:

lim
𝜀→0

∞̂

−∞

| ̂︀𝑓𝜀(𝜉)− ̂︀𝑓(𝜉)|2𝑒−2𝜉𝑦 𝑑𝜉=0, |𝑦|<𝜎. (24)

Остаётся заметить, что согласно лемме 1

∞̂

−∞

| ̂︀𝑓𝜀(𝜉)|2𝑒−2𝜉𝑦 𝑑𝜉=2𝜋

∞̂

−∞

|𝑓𝜀(𝑥+ 𝑖𝑦)|2 𝑑𝑥, |𝑦|<𝜎.

Принимая во внимание (21) и (24), отсюда в пределе получаем требуемое равенство (14).
Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3. Пусть 𝑓 ∈𝐴𝜎. Согласно лемме 1 эта функция удовлетво-
ряет равенству (14). Заменив в нём 𝑦 на противоположное значение (−𝑦), получим

∞̂

−∞

| ̂︀𝑓(𝜉)|2𝑒2𝜉𝑦 𝑑𝜉=2𝜋

∞̂

−∞

|𝑓(𝑥− 𝑖𝑦)|2 𝑑𝑥.

Отсюда следует основное равенство

∞̂

−∞

| ̂︀𝑓(𝜉)|2 ch(2𝜉𝑦) 𝑑𝜉=𝜋

∞̂

−∞

|𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)|2 𝑑𝑥+𝜋
∞̂

−∞

|𝑓(𝑥− 𝑖𝑦)|2 𝑑𝑥, |𝑦|<𝜎. (25)

Принимая во внимание определение (11), из (25) получаем

∞̂

−∞

| ̂︀𝑓(𝜉)|2 ch(2𝜉𝑦) 𝑑𝜉⩽ 2𝜋‖𝑓‖2𝜎.

Тем самым справедливость правого неравенства в (12) установлена.
Из основного равенства (25) следует выполнение оценки

𝜋

∞̂

−∞

|𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)|2 𝑑𝑥⩽
∞̂

−∞

| ̂︀𝑓(𝜉)|2 ch(2𝜎𝜉) 𝑑𝜉, |𝑦|<𝜎,

которая, согласно определению (11), доказывает справедливость левого неравенства в (12).
Теорема доказана.

Следствие. Если для функции 𝑓 ∈𝐿2(R) интеграл в формуле (12) сходится, то 𝑓 ∈𝐴𝜎.
Действительно, в этом случае аналитическое продолжение функции 𝑓 внутрь полосы 𝑆𝜎

можно определить равенством

𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)=
1

2𝜋

∞̂

−∞

̂︀𝑓(𝜉)𝑒𝑖(𝑥+𝑖𝑦)𝜉 𝑑𝜉.

Принадлежность данной функции 𝑓 классу 𝐴𝜎 проверяется с помощью равенства Парсеваля.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 8 2024



ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ СТАЦИОНАРНОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ 1055

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ
ПРЕДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ КОШИ

Доказательство теорем 1 и 2 основано на представлении решения задачи в виде преобра-
зования Фурье по переменной 𝑥 функции, удовлетворяющей по переменной 𝑦 обыкновенному
дифференциальному уравнению. Мы ищем решение в следующем виде:

𝑢(𝑥, 𝑦)=
1

2𝜋

∞̂

−∞

̂︀𝑢(𝑠, 𝑦)𝑒𝑖𝑠𝑥 𝑑𝑠, (26)

где функция ̂︀𝑢(𝑠, 𝑦) удовлетворяет уравнению

1

𝑘(𝑦)

𝑑

𝑑𝑦

[︂
𝑘(𝑦)

𝑑̂︀𝑢
𝑑𝑦

]︂
= 𝑠2̂︀𝑢(𝑠, 𝑦), 𝑦 > 0. (27)

При введении новой функции

𝑣(𝑠, 𝑦)=
√︀
𝑘(𝑦)̂︀𝑢(𝑠, 𝑦) (28)

уравнение (27) преобразуется к виду

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
−𝑞(𝑦)𝑣−𝑠2𝑣=0. (29)

Согласно сделанным выше предположениям потенциал 𝑞(𝑦) в уравнении (29) является
непрерывной на полупрямой 𝑦⩾ 0 функцией, равной

𝑞(𝑦)=
1

2

𝑘′′(𝑦)

𝑘(𝑦)
− 1

4

(︂
𝑘′(𝑦)

𝑘(𝑦)

)︂2
.

Среди решений уравнения (29) следующие два обладают важными свойствами.
Предложение 1. Уравнение (29) имеет решения 𝑣1(𝑠, 𝑦) и 𝑣2(𝑠, 𝑦), которые при 𝑠→∞

равномерно на каждом компакте полупрямой 𝑦⩾ 0 удовлетворяют асимтотическим фор-
мулам

𝑣1(𝑠, 𝑦)= 𝑒|𝑠|𝑦
[︂
1+

𝑂(1)

1+ |𝑠|

]︂
, 𝑣2(𝑠, 𝑦)= 𝑒−|𝑠|𝑦

[︂
1+

𝑂(1)

1+ |𝑠|

]︂
.

Для производных этих функций справедливы аналогичные асимптотические формулы:

𝜕𝑣1(𝑠, 𝑦)

𝜕𝑦
= |𝑠|𝑒|𝑠|𝑦

[︂
1+

𝑂(1)

1+ |𝑠|

]︂
,

𝜕𝑣2(𝑠, 𝑦)

𝜕𝑦
=−|𝑠|𝑒−|𝑠|𝑦

[︂
1+

𝑂(1)

1+ |𝑠|

]︂
.

Доказательство см. в [11, гл. II, § 4, теорема 1].
Для дальнейших рассуждений потребуется следующее утверждение.
Предложение 2. Уравнение (27) имеет решения 𝑉1(𝑠, 𝑦) и 𝑉2(𝑠, 𝑦), которые при |𝑠|→∞

равномерно на каждом компакте полупрямой 𝑦⩾ 0 удовлетворяют асимтотическим фор-
мулам

𝑉1(𝑠, 𝑦)=
𝑒|𝑠|𝑦√︀
𝑘(𝑦)

[︂
1+

𝑂(1)

1+ |𝑠|

]︂
, 𝑉2(𝑠, 𝑦)=

𝑒−|𝑠|𝑦√︀
𝑘(𝑦)

[︂
1+

𝑂(1)

1+ |𝑠|

]︂
. (30)

Для производных этих функций справедливы аналогичные асимптотические формулы:

𝑉1𝑦(𝑠, 𝑦)≡
𝜕𝑉1(𝑠, 𝑦)

𝜕𝑦
=

|𝑠|𝑒|𝑠|𝑦√︀
𝑘(𝑦)

[︂
1+

𝑂(1)

1+ |𝑠|

]︂
, 𝑉2𝑦(𝑠, 𝑦)≡

𝜕𝑉2(𝑠, 𝑦)

𝜕𝑦
=−|𝑠|𝑒−|𝑠|𝑦√︀

𝑘(𝑦)

[︂
1+

𝑂(1)

1+ |𝑠|

]︂
. (31)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 8 2024



1056 АЛИМОВ, КУДАЙБЕРГЕНОВ

Доказательство следует непосредственно из предложения 1 и соотношения (28).
Введём в рассмотрение функцию

𝑉 (𝑠, 𝑦)=
𝑉1𝑦(𝑠, 0)𝑉2(𝑠, 𝑦)−𝑉2𝑦(𝑠, 0)𝑉1(𝑠, 𝑦)
𝑉1𝑦(𝑠, 0)𝑉2(𝑠, 0)−𝑉2𝑦(𝑠, 0)𝑉1(𝑠, 0)

. (32)

Прямая проверка показывает, что функция 𝑉 (𝑠, 𝑦) является решением следующей задачи
Коши:

𝑉𝑦𝑦+
𝑘′(𝑦)

𝑘(𝑦)
𝑉𝑦−𝑠2𝑉 (𝑠, 𝑦)= 0, (33)

𝑉 (𝑠, 0)=1, 𝑉 ′
𝑦(𝑠, 0)=0. (34)

Интегрируя уравнение (33) и учитывая второе из условий (34), получаем

𝑉𝑦(𝑠, 𝑦)=
𝑠2

𝑘(𝑦)

𝑦ˆ

0

𝑘(𝜂)𝑉 (𝑠, 𝜂) 𝑑𝜂. (35)

Повторное интегрирование с учётом первого из условий (34) приводит к следующему
интегральному уравнению:

𝑉 (𝑠, 𝑦)= 1+𝑠2
𝑦ˆ

0

𝑑𝑡

𝑘(𝑡)

𝑡ˆ

0

𝑘(𝜂)𝑉 (𝑠, 𝜂) 𝑑𝜂, (36)

равносильному задаче Коши (33), (34).
Из соотношений (33)–(36) вытекает, что выполняются соотношения

𝑉 (𝑠, 𝑦)⩾ 1, 𝑉𝑦(𝑠, 𝑦)⩾ 0, 𝑦⩾ 0, 𝑠∈R. (37)

Выше отмечалось, что решение предельной задачи Коши мы ищем в виде интеграла
(26). Естественно предположить, что выполняется равенство

̂︀𝑢(𝑠, 𝑦)= ̂︀𝜑(𝑠)𝑉 (𝑠, 𝑦), (38)

где

̂︀𝜑(𝑠)= 1

2𝜋

∞̂

−∞

𝜑(𝑥)𝑒−𝑖𝑠𝑥 𝑑𝑥.

Далее покажем, что в случае 𝜑∈𝐴𝜎 функция

𝑢(𝑥, 𝑦)=
1

2𝜋

∞̂

−∞

̂︀𝜑(𝑠)𝑉 (𝑠, 𝑦)𝑒𝑖𝑠𝑥 𝑑𝑠 (39)

действительно является решением предельной задачи Коши.
Лемма 3. Решение 𝑉 (𝑠, 𝑦) задачи Коши (33), (34) с некоторыми положительными

постоянными 𝐶𝑗, 𝑗=1, 2, удовлетворяет оценкам

𝐶1𝑒
|𝑠|𝑦 ⩽𝑉 (𝑠, 𝑦)⩽𝐶2𝑒

|𝑠|𝑦. (40)
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Доказательство. Очевидно, что достаточно доказать справедливость неравенств (40)
для достаточно больши́х значений |𝑠|. Воспользуемся представлением решения в виде дроби
(32). Согласно асимптотическим равенствам (30) и (31) для числителя этой дроби справед-
лива оценка

𝑉1𝑦(𝑠, 0)𝑉2(𝑠, 𝑦)−𝑉2𝑦(𝑠, 0)𝑉1(𝑠, 𝑦)=
2|𝑠| ch(|𝑠|𝑦)√︀
𝑘(0)𝑘(𝑦)

[︂
1+

𝑂(1)

1+ |𝑠|

]︂
, 𝑦⩾ 0.

Для знаменателя выполняется аналогичная оценка:

𝑉1𝑦(𝑠, 0)𝑉2(𝑠, 0)−𝑉2𝑦(𝑠, 0)𝑉1(𝑠, 0)=
2|𝑠|
𝑘(0)

[︂
1+

𝑂(1)

1+ |𝑠|

]︂
.

Следовательно, для решения задачи Коши (33), (34) выполняется асимптотическая формула

𝑉 (𝑠, 𝑦)=

√︃
𝑘(0)

𝑘(𝑦)
ch(|𝑠|𝑦)

[︂
1+

𝑂(1)

1+ |𝑠|

]︂
,

из которой для достаточно больши́х |𝑠| вытекают оценки

𝐶1 ch(|𝑠|𝑦)⩽𝑉 (𝑠, 𝑦)⩽𝐶2 ch(|𝑠|𝑦),

а непосредственно из них — требуемая оценка (40). Лемма доказана.
Лемма 4. Производные решения 𝑉 (𝑠, 𝑦) задачи Коши (33), (34) обладают следующими

свойствами:
|𝑉𝑦(𝑠, 𝑦)|⩽𝐶(1+ |𝑠|)𝑒|𝑠|𝑦, |𝑉𝑦𝑦(𝑠, 𝑦)|⩽𝐶(1+ |𝑠|)2𝑒|𝑠|𝑦. (41)

Доказательство. Первая оценка (41) непосредственно вытекает из (35) и (40):

𝑉𝑦(𝑠, 𝑦)=𝑂(𝑠2)

𝑦ˆ

0

𝑉 (𝑠, 𝜂) 𝑑𝜂=𝑂(𝑠2)

𝑦ˆ

0

𝑒|𝑠|𝜂 𝑑𝜂=𝑂(|𝑠|)𝑒|𝑠|𝑦.

Далее из уравнения (33) получаем

|𝑉𝑦𝑦(𝑠, 𝑦)|⩽𝐶|𝑉𝑦(𝑠, 𝑦)|+𝑠2|𝑉 (𝑠, 𝑦)|.

Для завершения доказательства леммы остаётся применить первую оценку (41) и правое
неравенство в (40).

Лемма 5. Пусть функция 𝜑∈𝐴𝜎. Тогда функция 𝑢(𝑥, 𝑦), определённая равенством (39),
бесконечно дифференцируема по 𝑥 и дважды непрерывно дифференцируема по 𝑦 в полосе
𝑆+
𝜎 = {(𝑥, 𝑦)∈R2 : 𝑥∈R, 0⩽ 𝑦 <𝜎}.

Доказательство. Зафиксируем произвольное число 𝜌 из интервала 0<𝜌<𝜎 и докажем,
что функция 𝑢(𝑥, 𝑦) бесконечно дифференцируема по 𝑥 и дважды непрерывно дифферен-
цируема по 𝑦 в полосе 𝑆+

𝜌 .
Согласно (39) для производной функции 𝑢(𝑥, 𝑦) можем записать следующее равенство:

𝜕𝑛+𝑘𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑦𝑘
=

1

2𝜋

∞̂

−∞

(𝑖𝑠)𝑛̂︀𝜑(𝑠)𝜕𝑘𝑉 (𝑠, 𝑦)

𝜕𝑦𝑘
𝑒𝑖𝑠𝑥 𝑑𝑠, 𝑛∈N, 𝑘=0, 1, 2. (42)

Отсюда, применяя оценки (40) и (41), получаем⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑛+𝑘𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑦𝑘

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

2𝜋

∞̂

−∞

|𝑠|𝑛 |̂︀𝜑(𝑠)| ⃒⃒⃒⃒𝜕𝑘𝑉 (𝑠, 𝑦)

𝜕𝑦𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑠⩽𝐶

∞̂

−∞

|𝑠|𝑛+𝑘|̂︀𝜑(𝑠)|𝑒|𝑠|𝑦 𝑑𝑠.
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Далее, для любого 𝑦⩽ 𝜌 воспользуемся неравенством Коши–Буняковского:⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑛+𝑘𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑦𝑘

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶

∞̂

−∞

|𝑠|𝑛+𝑘|̂︀𝜑(𝑠)|𝑒|𝑠|𝜌 𝑑𝑠=𝐶

∞̂

−∞

(︀
|̂︀𝜑(𝑠)|𝑒|𝑠|𝜎)︀|𝑠|𝑛+𝑘𝑒−|𝑠|(𝜎−𝜌) 𝑑𝑠⩽

⩽𝐶

(︂ ∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)|2𝑒2|𝑠|𝜎 𝑑𝑠)︂1/2(︂ ∞̂

−∞

|𝑠|2(𝑛+𝑘)𝑒−2|𝑠|(𝜎−𝜌) 𝑑𝑠

)︂1/2
. (43)

Так как 𝑒2𝜎|𝑠| ⩽ 2 ch(2𝜎|𝑠|), то согласно оценке (12) первый интеграл в правой части (43)
сходится:

∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)|2𝑒2|𝑠|𝜎 𝑑𝑠⩽ 2

∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)|2 ch(2|𝑠|𝜎) 𝑑𝑠⩽ 4𝜋‖𝜑‖2𝜎.

Положим

𝑀𝑛𝑘(𝜌)=

∞̂

−∞

|𝑠|2(𝑛+𝑘)𝑒−2|𝑠|(𝜎−𝜌) 𝑑𝑠, 𝜌<𝜎.

Подставив эту величину в (43), получим ключевую оценку⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑛+𝑘𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑦𝑘

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶

√︀
𝑀𝑛𝑘(𝜌)‖𝜑‖𝜎.

Отсюда очевидным образом следует утверждение леммы.
Лемма 6. Пусть функция 𝜑∈𝐴𝜎. Тогда функция 𝑢(𝑥, 𝑦), определённая равенством (39),

и все её производные, входящие в уравнение (8), принадлежат классу Λ𝜎.
Доказательство. Применим к равенству (42) теорему Парсеваля:

∞̂

−∞

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑛+𝑘𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑦𝑘

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥=

1

2𝜋

∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)|2 ⃒⃒⃒⃒𝜕𝑘𝑉 (𝑠, 𝑦)

𝜕𝑦𝑘

⃒⃒⃒⃒2
𝑠2𝑛 𝑑𝑠.

Далее воспользуемся оценками (40) и (41):⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑛+𝑘𝑢(·, 𝑦)
𝜕𝑥𝑛𝜕𝑦𝑘

⃦⃦⃦⃦2
𝐿2(R)

𝑑𝑥⩽𝐶

∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)|2𝑒2𝑦|𝑠|𝑠2𝑛+2𝑘 𝑑𝑠.

Отсюда следует утверждение леммы.
Лемма 7. Пусть функция 𝜑∈𝐴𝜎, а 𝑢(𝑥, 𝑦) — функция, определённая равенством (39).

Существует функция 𝜓 ∈𝐿2(R) такая, что

lim
𝑦→𝜎−0

∞̂

−∞

⃒⃒
𝑢(𝑥, 𝑦)−𝜓(𝑥)

⃒⃒2
𝑑𝑥=0.

Доказательство. Пусть 0<𝑦′<𝑦′′<𝜎. Воспользуемся равенством Парсеваля:
∞̂

−∞

⃒⃒
𝑢(𝑥, 𝑦′′)−𝑢(𝑥, 𝑦′)

⃒⃒2
𝑑𝑥=

1

2𝜋

∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)|2[𝑉 (𝑠, 𝑦′′)−𝑉 (𝑠, 𝑦′)]2 𝑑𝑠.

В силу (37) функция 𝑉 (𝑠, 𝑦) возрастает на полупрямой 𝑦 > 0, поэтому⃒⃒
𝑉 (𝑠, 𝑦′′)−𝑉 (𝑠, 𝑦′)

⃒⃒2
⩽ |𝑉 (𝑠, 𝜎)−𝑉 (𝑠, 𝑦′)|2⩽𝑉 2(𝑠, 𝜎).
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Согласно лемме 3 и теореме 3

∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)|2𝑉 2(𝑠, 𝜎) 𝑑𝑠⩽𝐶

∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)|2 ch(2𝜎𝑠) 𝑑𝑠⩽𝐶‖𝜑‖2𝜎.

Таким образом, можно применить теорему Лебега [12, с. 155], из которой следует, что

lim
𝑦′→𝜎, 𝑦′′→𝜎

‖𝑢(·, 𝑦′)−𝑢(·, 𝑦′′)‖𝐿2(R)=0.

Полнота пространства 𝐿2(R) влечёт существование функции 𝜓, удовлетворяющей усло-
виям леммы.

Лемма 8. Предположим, что функция 𝑢(𝑥, 𝑦) является решением задачи Коши (8), (9).
Тогда её преобразование Фурье имеет вид (38).

Доказательство. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) — решение уравнения (8), удовлетворяющее условиям
(9) в смысле (6) и (7) с функцией 𝜓≡ 0. Рассмотрим преобразование Фурье

̂︀𝑢(𝑠, 𝑦)= ∞̂

−∞

𝑢(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑖𝑥𝑠 𝑑𝑥. (44)

Принадлежность функции 𝑢 и её производных классу Λℎ позволяет продифференцировать
(44) под знаком интеграла. Отсюда следует, что функция ̂︀𝑢 удовлетворяет дифференциаль-
ному уравнению (27) и представима в виде

̂︀𝑢(𝑠, 𝑦)=𝐴(𝑠)𝑉 (𝑠, 𝑦)+𝐵(𝑠)𝑊 (𝑠, 𝑦), 𝑠∈R, 0<𝑦<ℎ. (45)

Здесь 𝑉 (𝑠, 𝑦) — решение задачи Коши (33), (34), а функция 𝑊 (𝑠, 𝑦) — решение задачи

𝑊𝑦𝑦+
𝑘′(𝑦)

𝑘(𝑦)
𝑊𝑦−𝑠2𝑊 (𝑠, 𝑦)= 0,

𝑊 (𝑠, 0)=0, 𝑊𝑦(𝑠, 0)=1.

Преобразование Фурье производной 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) равно

𝜕̂︀𝑢
𝜕𝑦

(𝑠, 𝑦)=𝐴(𝑠)𝑉 ′(𝑠, 𝑦)+𝐵(𝑠)𝑊 ′(𝑠, 𝑦), 𝑠∈R, 0<𝑦<ℎ. (46)

Применяя равенство Парсеваля к (46), получаем

∞̂

−∞

|𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)|2 𝑑𝑥=
1

2𝜋

∞̂

−∞

|𝐴(𝑠)𝑉 ′(𝑠, 𝑦)+𝐵(𝑠)𝑊 ′(𝑠, 𝑦)|2 𝑑𝑠.

Согласно граничному условию (7), в котором следует положить 𝜒=0, выполняется ра-
венство

lim
𝑦→0

∞̂

−∞

|𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)|2 𝑑𝑥=0,

следовательно, для любых чисел 𝑎< 𝑏

lim
𝑦→0

𝑏ˆ

𝑎

|𝐴(𝑠)𝑉 ′(𝑠, 𝑦)+𝐵(𝑠)𝑊 ′(𝑠, 𝑦)|2 𝑑𝑠=0.
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В силу условия (34) 𝑉 ′(𝑠, 𝑦)→ 0 при 𝑦→ 0, тогда

𝑏ˆ

𝑎

|𝐵(𝑠)𝑊 ′(𝑠, 𝑦)|2 𝑑𝑠⩽
𝑏ˆ

𝑎

|𝐴(𝑠)𝑉 ′(𝑠, 𝑦)+𝐵(𝑠)𝑊 ′(𝑠, 𝑦)|2 𝑑𝑠+
𝑏ˆ

𝑎

|𝐴(𝑠)𝑉 ′(𝑠, 𝑦)|2 𝑑𝑠→ 0, 𝑦→ 0.

С другой стороны, 𝑊 ′(𝑠, 𝑦)→ 1 при 𝑦→ 0, поэтому

𝑏ˆ

𝑎

|𝐵(𝑠)|2 𝑑𝑠= lim
𝑦→0

𝑏ˆ

𝑎

|𝐵(𝑠)𝑊 ′(𝑠, 𝑦)|2 𝑑𝑠=0.

Отсюда получаем, что 𝐵(𝑠)≡ 0. Следовательно, равенство (45) принимает вид

̂︀𝑢(𝑠, 𝑦)=𝐴(𝑠)𝑉 (𝑠, 𝑦), 𝑠∈R, 0<𝑦<ℎ.

Далее в соответствии с граничным условием (6) мы можем, применяя равенство Парсе-
валя, записать

∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)−𝐴(𝑠)𝑉 (𝑠, 𝑦)|2 𝑑𝑠=2𝜋

∞̂

−∞

|𝜑(𝑥)−𝑢(𝑥, 𝑦)|2 𝑑𝑥→ 0, 𝑦→ 0,

откуда, как и выше, следует ̂︀𝜑(𝑠)−𝐴(𝑠)𝑉 (𝑠, 0)=0. Принимая во внимание условие 𝑉 (𝑠, 0)=1,
получаем требуемое равенство (38). Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1. Существование решения предельной задачи Коши следует
из лемм 5–7. Действительно, пусть 𝜑∈𝐴𝜎. Тогда функция 𝑢, определённая равенством (39),
согласно лемме 5 является два раза непрерывно дифференцируемой в полосе 𝑆+

𝜎 , а прямое
вычисление показывает, что она удовлетворяет уравнению (8) и граничным условиям (9).

Согласно лемме 6 функция 𝑢 является решением задачи (8), (9) в смысле выполнения
условий i)–iii). Что же касается условия (10), то существование функции 𝜓 и выполнение
соответствующего равенства гарантируется леммой 7.

Единственность решения следует непосредственно из леммы 8.
Доказательство теоремы 2. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) — решение предельной задачи Коши (8), (9).

Это означает, что функция 𝑢 удовлетворяет условиям i)–iii) и существует функция 𝜓∈𝐿2(R)
такая, что выполняется равенство (10).

Согласно лемме 8 функция 𝑢 имеет вид (39). В таком случае равенство (10) для неё
может быть записано как

∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)𝑉 (𝑠, 𝑦)− ̂︀𝜓(𝑠)|2 𝑑𝑠→ 0, 𝑦→ℎ.

Отсюда следует, что
∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)𝑉 (𝑠, ℎ)|2 𝑑𝑠= ‖𝜓‖2𝐿2(R).

Из этого равенства и из (40) получаем
∞̂

−∞

|̂︀𝜑(𝑠)|2𝑒2ℎ|𝑠| 𝑑𝑠⩽𝐶‖𝜓‖2𝐿2(R).

Данная оценка, согласно следствию из теоремы 3, означает, что функция 𝜑 принадлежит
классу 𝐴𝜎 при 𝜎=ℎ.
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Пример. Функция

𝜑(𝑥)=
1

(𝑥2+𝑎2)(𝑝+cos𝑥)
, 𝑥∈R, 𝑎> 0, 𝑝> 1,

бесконечно дифференцируема и аналитична в каждой точке вещественной прямой, но при-
надлежит 𝐴𝜎 только при 𝜎 <𝜇, где

𝜇=min
{︀
𝑎, ln(𝑝+

√︀
𝑝2−1)

}︀
.

Следовательно, предельная задача Коши с такой граничной функцией имеет решение в
любой полосе ширины ℎ<𝜇, но не имеет решения при ℎ⩾𝜇.
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© У. Ю. Жураева

Самаркандский государственный университет имени Шарофа Рашидова, Узбекистан
e-mail: umida_9202@mail.ru

Поступила в редакцию 03.04.2022 г., после доработки 17.04.2024 г.; принята к публикации 02.07.2024 г.

Доказаны теоремы типа Фрагмена–Линделёфа для бигармонических функций.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть 𝐷 — бесконечная область двумерного пространства и 𝑢(𝑃 ) — бигармоническая в
ней функция, непрерывная вплоть до границы со своими производными до третьего порядка
включительно. Требуется показать, что если функция 𝑢(𝑃 ) и её нормальная производная,
лапласиан этой функции и его нормальная производная ограничены на границе области 𝐷
и функция 𝑢(𝑃 ) неограничена внутри неё, то при 𝑃 →∞ она должна расти внутри 𝐷 со
скоростью не меньшей некоторой предельной, и оценить эту предельную скорость роста.

Сформулированная задача исследовалась многими авторами (см., например, работы
[1–8]).

Справедлива
Теорема 1 [1]. Пусть 𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥) — гармоническая функция в цилиндре 0⩽𝑟⩽𝑎, 0⩽𝜑<2𝜋,

−∞<𝑥<+∞. Если выполнены условия

𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑥)= 0,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑟
(𝑎, 𝜑, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
<𝐶, max

(𝑟,𝜑)
|𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥)|<𝐶 exp

{︂
exp

{︂
𝜋|𝑥|

2(𝑎+𝜀)

}︂}︂
, 𝜀> 0,

то 𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥)≡ 0.
В теореме 1 и далее 𝐶 — постоянная величина. Аналогичная теорема установлена в

работе [2] для цилиндра с прямоугольным основанием.
Имеет место следующая
Теорема 2 [3]. Пусть 𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥) — гармоническая функция в цилиндре 0⩽𝑟⩽𝑎, 0⩽𝜑<2𝜋,

−∞<𝑥<+∞. Если выполнены условия

𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑥)= 0,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑟
(𝑎, 𝜑, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
<𝐶 exp{𝜇|𝑥|}, max

(𝑟,𝜑)
|𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥)|<𝐶 exp

{︂
exp

{︂
𝜋|𝑥|

2(𝑎+𝜀)

}︂}︂
, 𝜀> 0,

причём 𝜇 < 𝜆01/𝑎, 𝜆01 — наименьший положительный нуль функции Бесселя 𝐽0(𝑥), то
𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥)≡ 0.

Е.М. Ландис в книге [9] поставил следующую задачу. Пусть в цилиндре 0⩽
∑︀𝑛−1

𝑘=0 𝑥
2
𝑘< 1

пространства R𝑛 расположена область, уходящая в бесконечность (в одну или в обе стороны),
со сколь угодно гладкой границей 𝐺. Пусть в этой области определено решение 𝑢 уравнения
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ΔΔ𝑢=0 (произвольной гладкости вплоть до границы) и 𝑢|𝐺 =0, 𝜕𝑢/𝜕𝑛
⃒⃒
𝐺
=0. Следует ли

отсюда, что функция 𝑢 неограничена (экспоненциально растёт при уходе на бесконечность)?
Сформулированные ниже результаты в некотором смысле дают ответ на этот вопрос.

В работе [10] впервые предложен метод построения семейства фундаментальных реше-
ний уравнения Лапласа, получена интегральная формула Грина в неограниченной области
в классе растущих гармонических функций. В [11] исследованы вопросы регуляризации
и разрешимости задачи Коши для полигармонических уравнений порядка 𝑛 в некоторых
неограниченных областях пространства R𝑚 при произвольных нечётных 𝑚, а также при
чётных 𝑚 таких, что 2𝑛<𝑚; случай произвольных чётных 𝑚, когда 2𝑛⩾𝑚, рассмотрен в
[12, 13]. Следует отметить, что аналогичные результаты можно найти в работах [14, 15].

Пусть 𝐷 — лежащая в полупространстве 𝑦= {(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚−1, 𝑦𝑚)∈R𝑚 : 𝑦𝑚> 0} неогра-
ниченная область с границей 𝜕𝐷, любая конечная часть этой области удовлетворяет усло-
вию Ляпунова, и, кроме того, предположим, что граница 𝜕𝐷 задана уравнением 𝑦𝑚 =
= 𝑓(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, . . . , 𝑦𝑚−1), где 𝑓 — непрерывная функция, имеющая ограниченные частные
производные первого порядка.

Теорема 3 [6]. Пусть гармоническая функция 𝑢(𝑦) удовлетворяет условиям

|𝑢(𝑦)|+ | grad𝑢(𝑦)|⩽𝐶 exp{|𝑦|𝜌}, 𝜌< 1, 𝑦 ∈𝐷,

𝑢(𝑦′)= 0,
𝜕𝑢(𝑦′)

𝜕𝑛
→ 0, 𝑦′→∞, 𝑦′ ∈ 𝜕𝐷,

тогда 𝑢(𝑦)≡ 0.
Если 𝐷 — неограниченная область, лежащая внутри слоя наименьшей ширины, опреде-

ляемого неравенством 0⩽ 𝑦𝑚⩽𝜋/𝜌, 𝜌> 0, то имеет место
Теорема 4 [6]. Пусть гармоническая функция 𝑢(𝑦) удовлетворяет условиям

|𝑢(𝑦)|+ | grad𝑢(𝑦)|⩽𝐶 exp{exp{𝜌|𝑦|}}, 𝜌< 1, 𝑦 ∈𝐷,

𝑢(𝑦′)= 0,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢(𝑦′)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶|𝑦|𝜇, 𝜇=const, 𝑦′ ∈ 𝜕𝐷,

тогда 𝑢(𝑦)≡ 0.
Пусть бигармоническая функция 𝑢(𝑦) определена в области 𝐷={𝑦=(𝑦1, 𝑦2)∈R2 : 𝑦2>0}.

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 5 [16]. Если выполнены условия

1∑︁
𝑘=0

(︀
|Δ𝑘𝑢(𝑦)|+ | gradΔ(1−𝑘)𝑢(𝑦)|

)︀
⩽𝐶 exp{|𝑦|𝜌}, 𝜌< 1, 𝑦 ∈𝐷, (1)

1∑︁
𝑘=0

(︂
|Δ𝑘𝑢(𝑦1, 0)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘𝑢(𝑦1, 0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
<𝐶,

то 𝑢(𝑦)≡ 0.
Теорема 6 [16]. Если выполнены условия (1) и

𝑢(𝑦1, 0)=0,
1∑︁

𝑘=0

(︂
|Δ𝑘𝑢(𝑦1, 0)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘𝑢(𝑦1, 0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
→ 0 при 𝑦1→∞,

то 𝑢(𝑦)≡ 0.
Цель настоящей статьи — доказать подобный результат для бигармонических функций

(доказать теорему типа Фрагмена–Линделёфа для бигармонических функций с помощью
формул карлемановского типа для решений задачи Коши для билапласиана).
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2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Введём функцию Карлемана Φ𝜎(𝑦, 𝑥) для бигармонических функций, определённых в
области 𝐷= {𝑦=(𝑦1, 𝑦2)∈R2 : 𝑦1 ∈R, 0<𝑦2<ℎ, ℎ=𝜋/𝜌, 0<𝜌< 1}:

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎 ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢, (2)

где 𝑥=(𝑥1, 𝑥2), 𝑠= |𝑥′−𝑦′|, 𝑥′=(𝑥1, 0), 𝑦′=(𝑦1, 0), 𝛼2= 𝑠, 𝜔= 𝑖𝑢+𝑦2, 𝑠>0, 𝜎⩾0, 𝑎⩾0, 𝜌1<𝜌.
Теорема 7. Функция Φ𝜎(𝑦, 𝑥), определённая формулой (2), имеет вид

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶(𝑟2 ln 𝑟+𝐺𝜎(𝑦, 𝑥)), 𝑟= |𝑦−𝑥|,

и является бигармонической функцией, где 𝐺𝜎(𝑦, 𝑥) — гармоническая функция в R2∖{𝑥} по
переменной 𝑦.

Доказательство. Учитывая, что

Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
𝜔−𝑥2

]︂
=Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
−1

𝜔−𝑥2

]︂
+Im

[︂
1

𝜔−𝑥2

]︂
,

преобразуем функцию Φ𝜎(𝑦, 𝑥):

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎 ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
−1

𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢+𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

𝑢(𝑢2−𝑠)
𝑢2+(𝑦2−𝑥2)2

𝑑𝑢.

Разбивая интервал интегрирования и используя подстановку 𝑢2+(𝑦2−𝑥2)2= 𝑡, 𝑢2−𝑠= 𝑡−𝑟2,
перепишем второе слагаемое в виде

√
1+𝑠ˆ

√
𝑠

𝑢(𝑢2−𝑠)
𝑢2+(𝑦2−𝑥2)2

𝑑𝑢=1+2𝑟2 ln 𝑟−𝑟2 ln(1+𝑟2).

Отсюда следует, что

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎 ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
−1

𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢+

+1+2𝑟2 ln 𝑟−𝑟2 ln(1+𝑟2)+𝐶
+∞ˆ

√
1+𝑠

Im

[︂
1

𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢.

Обозначив

𝐺′
𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎 ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
−1

𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢+

+1−𝑟2 ln(1+𝑟2)+𝐶
+∞ˆ

√
1+𝑠

Im

[︂
1

𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢,

получим Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶(𝑟
2 ln 𝑟+𝐺𝜎(𝑦, 𝑥)), где гармоническая функция 𝐺𝜎(𝑦, 𝑥) является бигар-

монической по 𝑦 при 𝑠> 0. Теорема доказана.
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Введём обозначение

𝐴=−𝜎𝑦2−𝑦22+𝑠+𝑎 ch(𝜌1𝛼) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2)).

Теорема 8. Для функции Φ𝜎(𝑦, 𝑥) справедливо неравенство

|Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|⩽𝐶𝑒−𝐴(𝜎𝑟+1). (3)

Доказательство. C помощью подстановки 𝑢2−𝑠= 𝑟2𝑡 получим

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

Im
exp
{︀
𝜎(𝑖𝑢+𝑦2)+(𝑖𝑢+𝑦2)

2−𝑎 ch(𝑖𝜌1(𝑖𝑢+𝑦2−ℎ/2))
}︀

(𝑖𝑢+𝑦2)−𝑥2
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢=

=𝐶

+∞ˆ

0

Im
exp
{︀
𝜎(𝑖

√
𝑟2𝑡+𝑠+𝑦2)+(𝑖

√
𝑟2𝑡+𝑠+𝑦2)

2
}︀

exp
{︀
𝑎 cos(𝜌1(𝑖

√
𝑟2𝑡+𝑠+𝑦2−ℎ/2))

}︀(︀
𝑖
√
𝑟2𝑡+𝑠+𝑦2−𝑥2

)︀ 𝑟4𝑡 𝑑𝑡√
𝑟2𝑡+𝑠

.

Введём обозначения

𝐴1=𝜎𝑦2+𝑦
2
2−𝑟2𝑡−𝑠−𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2)),

𝐴2=(𝜎+2𝑦2)
√︀
𝑟2𝑡+𝑠−𝑎 sh(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) sin(𝜌1(𝑦2−ℎ/2)),

𝑄=exp{𝜎𝑦2+𝑦22}.

Тогда функцию Φ𝜎(𝑦, 𝑥) можно переписать в виде

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)= 𝑟2
+∞ˆ

0

𝑄
(︀
(𝑦2−𝑥2) sin𝐴2−

√
𝑟2𝑡+𝑠 cos𝐴2

)︀
exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1) exp{𝑟2𝑡+𝑠}

𝑡 𝑑𝑡√
𝑟2𝑡+𝑠

=

= 𝑟2
+∞ˆ

0

𝑄(𝑦2−𝑥2) sin𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1) exp{𝑟2𝑡+𝑠}

𝑡 𝑑𝑡√
𝑟2𝑡+𝑠

−

−𝑟2
∞̂

0

𝑄 cos𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1)

𝑡 𝑑𝑡

exp{𝑟2𝑡+𝑠}
.

Обозначим

𝐽1=

+∞ˆ

0

𝑄(𝑦2−𝑥2) sin𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1) exp{𝑟2𝑡+𝑠}

𝑡 𝑑𝑡√
𝑟2𝑡+𝑠

, (4)

𝐽2=

+∞ˆ

0

𝑄 cos𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1)

𝑡 𝑑𝑡

exp{𝑟2𝑡+𝑠}
,

тогда Φ𝜎(𝑦, 𝑥)= 𝑟2𝐽1−𝑟2𝐽2. Учитывая, что

| sin𝐴2|⩽
⃒⃒⃒
sin
(︀
𝜎
√
𝑟2𝑡+𝑠

)︀
cos
(︀
2𝑦2

√
𝑟2𝑡+𝑠+sh

(︀
𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠

)︀)︀
sin(𝜌1𝛽2)+

+sin(2𝑡𝛼𝑦2+sh(𝜌1𝛼𝑡) sin(𝜌1𝛽2)) cos(𝜎𝛼𝑡)
⃒⃒⃒
⩽𝐶𝜎

√
𝑟2𝑡+𝑠,

+∞ˆ

0

𝑡𝑝−1/2𝑑𝑡

exp{𝑎𝑡}
=

1 ·3 ·5 · . . . ·(2𝑝−1)

2𝑝

√
𝜋

𝑎𝑝+1/2
,

+∞ˆ

0

𝑑𝑡

exp{𝑟2𝑡}
=
𝐶

𝑟2
,
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оценим 𝐽1:

|𝐽1|⩽𝐶

⃒⃒⃒⃒ +∞ˆ

0

(𝑦2−𝑥2) sin𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
exp{𝑟2𝑡+𝑠}

√
𝑟2𝑡+𝑠

𝑡 𝑑𝑡

(𝑡+1)

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽𝐶

+∞ˆ

0

|𝑦2−𝑥2|√
𝑟2𝑡+𝑠

𝜎
√
𝑟2𝑡+𝑠

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀ 𝑑𝑡

exp{𝑟2𝑡+𝑠}
⩽𝐶

𝜎𝑒−𝐴

𝑟
.

Теперь учитывая, что⃒⃒⃒⃒
cos𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1)

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴,

оценим выражение 𝐽2:

|𝐽2|⩽
⃒⃒⃒⃒ +∞ˆ

0

1

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀ 𝑡 𝑑𝑡

exp{𝑟2𝑡+𝑠}

⃒⃒⃒⃒
⩽
𝐶𝑒−𝐴

𝑟2
.

Таким образом,

|Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|⩽𝐶𝑒−𝐴𝑟2
(︂
𝜎

𝑟
+

1

𝑟2

)︂
=𝐶𝑒−𝐴(𝜎𝑟+1).

Теорема доказана.
Теорема 9. Для нормальной производной функции Φ𝜎(𝑦, 𝑥) справедлива оценка⃒⃒⃒⃒

𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
(1+𝜎+𝜎2)

(︂
1+

1

𝑟

)︂
+𝜎(𝑟+𝑟2)+𝜎2𝑟+𝑟

)︂
.

Доказательство. Вычислив частную производную от функции (4), оценим следующие
интегралы:

𝐶𝑟2
+∞ˆ

0

sin𝐴2
𝜕𝐴2

𝜕𝑦𝑗
𝑒−𝐴1

𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
, 𝐶𝑟2

+∞ˆ

0

cos𝐴2𝑒
−𝐴1

𝜕𝐴1

𝜕𝑦𝑗

𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
.

С учётом равенства

𝜕𝐴1

𝜕𝑦𝑗
=−2(𝑦𝑗−𝑥𝑗)(𝑡+1)+(𝜎+1)𝜌1 sh(𝜌1(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠)) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

(𝑦𝑗−𝑥𝑗)(𝑡+1)√
𝑟2𝑡+𝑠

, 𝑗=1, 2,

будем иметь ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐴1

𝜕𝑦𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑟(𝑡+1)+

𝜎𝑟(𝑡+1)√
𝑟2𝑡+𝑠

sh(𝜌1(𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠)), 𝑗=1, 2.

Аналогичным образом можно получить оценку⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐴2

𝜕𝑦𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽
𝑟(𝑡+1)(𝜎+2𝑦2)√

𝑟2𝑡+𝑠
+ch(𝜌1(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠))

𝑟(𝑡+1)√
𝑟2𝑡+𝑠

, 𝑗=1, 2.
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Тогда

𝐶𝑟2
+∞ˆ

0

𝑒−𝐴1 sin𝐴2
𝑟(𝑡+1)(𝜎+2𝑦2)√

𝑟2𝑡+𝑠

𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
+𝐶𝑟2

+∞ˆ

0

𝑒−𝐴1 sin𝐴2
𝑟(𝑡+1)√
𝑟2𝑡+𝑠

ch(𝜌1(𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠))

𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
+

+𝐶𝑟2
+∞ˆ

0

𝑒−𝐴1 cos𝐴2𝑟(𝑡+1)
𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
+𝐶𝑟2

+∞ˆ

0

𝑒−𝐴1 cos𝐴2
𝜎𝑟(𝑡+1)√
𝑟2𝑡+𝑠

sh(𝜌1(𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠))

𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
=

=𝐶𝑟2
+∞ˆ

0

𝑟𝜎(𝜎+2𝑦2)𝑒
−𝐴1𝑡 𝑑𝑡+𝐶𝑟2

+∞ˆ

0

𝜎𝑟𝜌1 sin(𝜌1(𝑦2−ℎ/2)) ch(𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠)𝑒−𝐴1𝑡 𝑑𝑡+

+𝐶𝑟2
+∞ˆ

0

𝑟𝑒−𝐴1𝑡 𝑑𝑡+𝐶𝑟2𝜎

∞̂

0

sh(𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠)𝑒−𝐴1𝑡−1/2 𝑑𝑡,

отсюда получим⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐽1
𝜕𝑦1

⃒⃒⃒⃒
<𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎

𝑟2
+
𝜎2

𝑟2

)︂
,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐽1
𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
<𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎+

𝜎

𝑟
+
𝜎2

𝑟
+
𝜎

𝑟2
+
1

𝑟
+

1

𝑟3

)︂
. (5)

Аналогичным образом вычислим оценку для частных производных 𝐽2:⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐽2
𝜕𝑦1

⃒⃒⃒⃒
<𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎2

𝑟3
+
𝜎

𝑟3
+

1

𝑟3

)︂
,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐽2
𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
<𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎

𝑟3
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎

𝑟
+

1

𝑟2

)︂
. (6)

Используя приведённые выше оценки и формулы

𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦𝑗
=(𝐽1−𝐽2)

𝜕𝑟2

𝜕𝑦𝑗
+𝑟2

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦𝑗

, 𝑗=1, 2,

находим ⃒⃒⃒⃒
𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦1

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎+𝜎2+

1

𝑟
+
𝜎

𝑟
+
𝜎2

𝑟

)︂
,⃒⃒⃒⃒

𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1+𝜎+𝜎𝑟+𝜎𝑟2+𝜎2𝑟+𝑟+

𝜎2

𝑟
+
1

𝑟

)︂
.

В итоге, используя выражение для производной по направлению, получаем неравенство⃒⃒⃒⃒
𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑟(𝐽1−𝐽2)+𝑟2

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
(1+𝜎+𝜎2)

(︂
1+

1

𝑟

)︂
+𝜎(𝑟+𝑟2)+𝜎2𝑟+𝑟

)︂
.

Теорема доказана.
Теорема 10. Для лапласиана функции Φ𝜎(𝑦, 𝑥) справедлива оценка

|ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)|⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂(︂
1

𝑟
+

1

𝑟2

)︂
(1+𝜎+𝜎2)+𝜎+𝜎2+𝜎𝑟

)︂
.

Доказательство. С учётом формул

𝜕2Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦2𝑗
=
𝜕2𝑟2

𝜕𝑦2𝑗
(𝐽1−𝐽2)+2

𝜕𝑟2

𝜕𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑦𝑗
(𝐽1−𝐽2)+𝑟2

𝜕2

𝜕𝑦2𝑗
(𝐽1−𝐽2), 𝑗=1, 2,
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и гармоничности функции 𝐽1−𝐽2 будем иметь

ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)= 4(𝐽1−𝐽2)+2

2∑︁
𝑗=1

𝜕𝑟2

𝜕𝑦𝑗

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦𝑗

.

Учитывая оценки (3), (5), (6), получаем

|ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)|⩽
(︂
𝜎

𝑟
+

1

𝑟2

)︂
+(𝑦1−𝑥1)

(︂
𝜎

𝑟2
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎2

𝑟3
+
𝜎

𝑟3
+

1

𝑟3

)︂
+

+𝐶𝑒−𝐴(𝑦2−𝑥2)
(︂
𝜎+

𝜎

𝑟
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎2

𝑟
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎2

𝑟3
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
.

Отсюда вытекает неравенство утверждения теоремы.
Теорема 11. Для нормальной производной лапласиана функции Φ𝜎(𝑦, 𝑥) имеет место

оценка ⃒⃒⃒⃒
𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+(𝜎+𝜎2)

(︂
1+

1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
+
𝜎3

𝑟2

)︂
. (7)

Доказательство. Сначала докажем следующие неравенства:⃒⃒⃒⃒
𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦1

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+𝜎

(︂
1+𝑟+

1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
+𝜎2

(︂
1+

1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+
𝜎

𝑟2

)︂)︂
, (8)⃒⃒⃒⃒

𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+𝜎2

(︂
1+

1

𝑟
+

1

𝑟2
+
𝜎

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
+
𝜎

𝑟
+
𝜎

𝑟2

)︂
. (9)

Пусть 𝜓(𝑦, 𝑥) — гармоническая функция в пространстве R2, тогда справедливо равенство
Δ𝑟2𝜓(𝑦, 𝑥)=𝜓1(𝑦, 𝑥), где

𝜓1(𝑦, 𝑥)= 4𝜓(𝑦, 𝑥)+4(𝑦1−𝑥1)
𝜕𝜓(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦1
+(𝑦2−𝑥2)

𝜕𝜓(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦2
.

Так как функция Φ𝜎(𝑦, 𝑥) тоже является гармонической в R2 по переменной 𝑦 (включая и
точку 𝑥), можно записать

ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

(︂
𝐽1−𝐽2+(𝑦1−𝑥1)

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1

+(𝑦2−𝑥2)
𝜕(𝐽1−𝐽2)

𝜕𝑦2

)︂
.

Следовательно,

𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦1
=2

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1

+(𝑦1−𝑥1)
𝜕2(𝐽1−𝐽2)

𝜕𝑦21
+(𝑦2−𝑥2)

𝜕2(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1𝜕𝑦2

,

𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦2
=2

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦2

+(𝑦1−𝑥1)
𝜕2(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1𝜕𝑦2

+(𝑦2−𝑥2)
𝜕2(𝐽1−𝐽2)

𝜕𝑦22
.

Тогда, чтобы оценить |𝜕ΔΦ𝜎(𝑦,𝑥)/𝜕𝑛|, нам нужны оценки |𝜕2(𝐽1−𝐽2)/𝜕𝑦2𝑗 |, |𝜕2(𝐽1−𝐽2)/𝜕𝑦𝑗𝜕𝑦𝑘|,
𝑗, 𝑘=1, 2. Заметив, что ⃒⃒⃒⃒

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎

𝑟2
+
𝜎

𝑟3
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎2

𝑟3
+

1

𝑟3

)︂
,⃒⃒⃒⃒

𝜕2(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦21

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎+

𝜎

𝑟
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎

𝑟3
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎2

𝑟4
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+

1

𝑟4

)︂
,⃒⃒⃒⃒

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎2

𝑟4
+
𝜎3

𝑟3
+
𝜎2

𝑟3
+
𝜎

𝑟3
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎2

𝑟
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+

1

𝑟4

)︂
,

получим неравенство (8).
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С помощью оценок⃒⃒⃒⃒
𝜕(𝐽1−𝐽2)

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎+

𝜎

𝑟
+
𝜎2

𝑟
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎2

𝑟3
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
,⃒⃒⃒⃒

𝜕2(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦22

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎

𝑟3
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+

1

𝑟4

)︂
получим неравенство (9). Из (8) и (9) вытекает оценка (7) теоремы.

Теорема 12. Функция Φ𝜎(𝑦, 𝑥) при 𝜎 > 0 и 𝑦 ̸= 𝑥 является функцией Карлемана в об-
ласти 𝐷.

Доказательство. На основании теорем 7–11 имеем

ˆ

𝜕𝐷

(︂
|Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
+ |ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
|𝑑𝑠|⩽

⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1+𝜎+𝜎2+𝜎𝑟+𝜎𝑟2+

𝜎

𝑟
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎

𝑟3
+
𝜎2

𝑟3
+
𝜎2

𝑟
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎3

𝑟2
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
.

Введём следующие обозначения:

𝐿=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑑𝑠, (10)

𝐿1= {𝑦=(𝑦1, 𝑦2) : 𝑦1 ∈R, 𝑦2=0}, 𝐿2= {𝑦=(𝑦1, 𝑦2) : 𝑦1 ∈R, 𝑦2=𝜋/𝜌}, 𝜕𝐷=𝐿1∪𝐿2.

Выполняя преобразование 𝑦1−𝑥1= 𝑡, 𝑑𝑦1= 𝑑𝑡 и учитывая, что 0⩽𝑥2⩽𝜋/𝜌, оценим (10):

𝐿⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1+𝜎+𝜎2+𝜎

√︁
𝑡2+𝑥22+𝜎(𝑡

2+𝑥22)+
𝜎√︀
𝑡2+𝑥22

+
𝜎

𝑡2+𝑥22
+

𝜎

(𝑡2+𝑥22)
3/2

)︂
+

+𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎2√︀
𝑡2+𝑥22

+
𝜎2

𝑡2+𝑥22
+

𝜎2

(𝑡2+𝑥22)
3/2

+
𝜎3

𝑡2+𝑥22
+

1

𝑡2+𝑥22
+

1√︀
𝑡2+𝑥22

+
1

(𝑡2+𝑥22)
3/2

)︂
.

На границе 𝐿1 𝐴= 𝑎 ch(𝜌1𝑡) cos(𝜌1(−ℎ/2))+ 𝑠, кроме того, cos(𝜌1(−ℎ/2)) ̸= 0. Подбирая
𝑎=1+𝜎, получаем

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝐿1

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
|𝑑𝑠|⩽𝐶𝑒−𝐴𝑐1𝜎,

где 𝑐1𝜎 — многочлен, зависящий от 𝜎.
На границе 𝐿2 аналогично показывается, что

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝐿2

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
|𝑑𝑠|⩽𝐶𝑒−𝐴𝑐2𝜎,

где 𝑐2𝜎 — многочлен, зависящий от 𝜎. Обозначив 𝜀(𝜎) = 𝑒−𝐴(𝑐1𝜎+ 𝑐
2
𝜎), имеем 𝜀(𝜎)→ 0 при

𝜎→+∞. Окончательно можем утверждать, что 𝐿⩽𝐶𝜀(𝜎), где 𝜀(𝜎)→0 при 𝜎→+∞. Теорема
доказана.
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Обозначим через 𝐴𝜌2(𝐷) пространство бигармонических функций, определённых в обла-
сти 𝐷, имеющих непрерывные частные производные до третьего порядка вплоть до конечных
точек границы 𝜕𝐷 и удовлетворяющих условию

1∑︁
𝑘=0

(|Δ𝑘𝑢(𝑦)|+ | gradΔ(1−𝑘)𝑢(𝑦)|)⩽𝐶 exp{exp{𝜌2|𝑦|}}, 𝜌2<𝜌1, 𝑦 ∈𝐷.

Теорема 13. Пусть для функции 𝑢∈𝐴𝜌2(𝐷) выполняются условия

𝑢(𝑦)|𝜕𝐷 =0,
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

(︂
|Δ𝑘𝑢(𝑦)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑑𝑠<𝐶,

тогда 𝑢(𝑦)≡ 0.
Доказательство. Через 𝐾(𝑅, 0) обозначим круг радиуса 𝑅 с центром в нуле, 𝐷∩

∩𝐾(𝑅, 0)=𝐷+
𝑅 , 𝐷∩𝐶𝐾(𝑅, 0)=𝐷−

𝑅 , 𝐶𝐾(𝑅, 0) — дополнение этого круга.
Допустим, что утверждение теоремы не имеет места: существует точка 𝑥0∈𝐷 такая, что

𝑢(𝑥0)= 𝑎> 0. Возьмём положительное число 𝑅1 такое, что 𝑅1⩾ |𝑥0|+1.
Из свойств функции 𝑢(𝑦) и теорем 7–12 следует, что для каждого положительного 𝜀

существует такое положительное число 𝑅2, что для всех 𝑅>𝑅2 справедливо

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷−
𝑅

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ(1−𝑘)𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠< 𝜀,

𝜕𝐷−
𝑅 =𝐿1∪𝐿2∪𝐿3, 𝐿1={𝑦=(𝑦1, 0) : |𝑦1|>𝑅}, 𝐿2={𝑦=(𝑦1, 𝜋/𝜌) : |𝑦1|>𝑅}, 𝐿3=𝐷∩{𝑦 : |𝑦|=𝑅}.
Пусть max{𝑅1, 𝑅2, 𝜋/𝜌}=𝑅3, 𝜌(𝑥0, 𝜕𝐷) — расстояние от точки 𝑥0 до границы области 𝐷,

𝜌(𝑥0, 𝜕𝐷)=𝜇. Рассмотрим те значения 𝜀, для которых 𝜀<𝜇. Переходя к полярным коорди-
натам, будем иметь

|𝐽1|⩽
⃒⃒⃒⃒ 1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝐿1∪𝐿2

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ(1−𝑘)𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝐿1∪𝐿2

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)+

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
+Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝑠|⩽

⩽𝐶
ˆ

𝐿1∪𝐿2

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
+ |Δ1−𝑘𝑢(𝑦)|

)︂
|𝑑𝑠|.

Поэтому для упомянутого 𝜀 существует 𝑅4 такое, что для произвольного 𝑅>𝑅4 имеет
место неравенство

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝐿1∪𝐿2

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)+

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
+Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝑠|⩽ 𝜀

2
.
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Далее оценим интеграл 𝐽2 по 𝐿3 (учитывая рост функции внутри области):

|𝐽2|⩽
⃒⃒⃒⃒ 1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝐿3

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝐿3

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)+

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
+Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝑠|⩽

⩽𝐶

+∞ˆ

0

exp{exp{𝜌2|𝑦|}}
1∑︁

𝑘=0

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)+

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡.

При выполнении условия 𝜌2<𝜌1 подбираем 𝜎 так, чтобы exp{exp{𝜌2|𝑦|}}/ exp{𝜎𝐴}<1. Тогда
для того же положительного 𝜀 существует 𝑅5 такое, что при 𝑅>𝑅5

|𝐽2|⩽
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝐿3

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)+

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
+Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝑠|⩽ 𝜀

2
.

Если обозначим 𝑅6=max{𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, 𝑅4, 𝑅5}, то получим

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕(𝐷∩𝐶𝐾(𝑅2,0))

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠< 𝜀.

Рассмотрим в области 𝐷+
𝑅 ∖𝐾(𝜀, 𝑥0), где 𝑅>𝑅5, бигармонические функции 𝑢(𝑦) и Φ𝜎(𝑦, 𝑥),

для которых применим формулу Гутцмера:
¨

𝜕(𝐷+
𝑅∖𝐾(𝜀,𝑥0))

(𝑢(𝑦)Δ2Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)−Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)Δ
2𝑢(𝑦)) 𝑑𝜏 =

=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕(𝐷+
𝑅∖𝐾(𝜀,𝑥0))

(︂
Δ𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ1−𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠.

Так как Δ2𝑢(𝑦)= 0, получаем, что Δ2Φ𝜎(𝑦, 𝑥)= 0, 𝑦 ∈𝐷+
𝑅 ∖𝐾(𝜀, 𝑥0), и

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷+
𝑅

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠=

=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠.

Введём следующие обозначения:

𝐴(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
𝑑𝑠−

−
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ1−𝑘𝑢(𝑦)
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠,
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𝐴1(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
𝑑𝑠,

𝐴2(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ1−𝑘𝑢(𝑦)
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠.

Можно показать, что при 𝜀→0 𝐴(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))→𝑢(𝑥0). Действительно, на основании
теоремы о среднем значении существует 𝜉 такое, что

𝐴1(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=𝐶𝜀
1∑︁

𝑘=0

Δ𝑘Φ𝜎
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝜉)

𝜕𝑟
.

При 𝜀→ 0 𝐴1(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))→ 0. Выполним следующие преобразования:

𝐴2(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ1−𝑘𝑢(𝑦)
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠=

=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ1−𝑘𝑢(𝑦)
𝜕Δ𝑘(𝑟2 ln(1/𝑟)+𝑟2𝐺(𝑦, 𝑥))

𝜕𝑟
𝑑𝑠=

=
ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ𝑢(𝑦)
𝜕(𝑟2 ln(1/𝑟)+𝑟2𝐺(𝑦, 𝑥))

𝜕𝑟
𝑑𝑠+

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

𝑢(𝑦)
𝜕Δ(𝑟2 ln(1/𝑟)+𝑟2𝐺(𝑦, 𝑥))

𝜕𝑟
𝑑𝑠.

По теореме о среднем значении существуют 𝜇1, 𝜇2 ∈R и 𝜈 ∈ 𝜕𝐾(𝜀, 𝑥0) такие, что

𝐴2(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=𝐶𝜀[Δ𝑢](𝜇1)+[𝑢](𝜈)
ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

𝜕 ln(1/𝑟)

𝜕𝑟
𝑑𝑠+

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

𝑢(𝑦)
𝜕Δ(𝑟2𝐺(𝑦, 𝑥))

𝜕𝑟
𝑑𝑠=

=𝐶

(︂
𝜀[Δ𝑢](𝜇1)+[𝑢](𝜈)+𝜀

𝜕𝐺1

𝜕𝑟
(𝜇2)

)︂
.

Так как при 𝜀→ 0 𝜈→𝑥0, то окончательно имеем

𝐴2(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))→𝑢(𝑥0),

т.е.

𝑢(𝑥0)=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠.

С учётом неравенства 𝑎𝑐+𝑏𝑑⩽ (𝑎+𝑏)(𝑐+𝑑) (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑∈R+) получим

|𝑢(𝑥0)|⩽
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝑠|⩽

⩽
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂(︂⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
+ |Δ1−𝑘𝑢(𝑦)|

)︂
|𝑑𝑠|.
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На основании теоремы 12 имеет место неравенство

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
|𝑑𝑠|⩽𝐶𝜀(𝜎),

где 𝜀(𝜎)→ 0 при 𝜎→+∞. Следовательно, 𝑢(𝑦)≡ 0. Теорема доказана.
Аналогично доказывается следующая
Теорема 14. Пусть для функции 𝑢∈𝐴𝜌2(𝐷) выполнено условие роста

Δ𝑘𝑢(𝑦)
⃒⃒
𝜕𝐷

=0;
𝜕Δ𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑦∈𝜕𝐷,

→ 0, 𝑦→∞, 𝑘=0, 1,

тогда 𝑢(𝑦)≡ 0.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть Ω ⊂ R𝑛 — область с границей 𝜕Ω из класса 𝐶∞, 𝑄 = Ω× (0, 𝑇 ) = {(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈ Ω,
𝑡∈ (0, 𝑇 ), 𝑇 > 0}. Рассмотрим задачу для модифицированного уравнения Буссинеска

(𝜆−Δ)𝑢𝑡𝑡−𝛼2Δ𝑢+𝑢3=0, (𝑥, 𝑡)∈𝑄, (1)

с однородным краевым условием Неймана
𝜕𝑢

𝜕𝑛
(𝑥, 𝑡)= 0, (𝑥, 𝑡)∈ 𝜕Ω×(0, 𝑇 ) (2)

и начальными условиями

𝑢(𝑥, 0)=𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0)=𝑢1(𝑥), 𝑥∈Ω, (3)

где 𝜆, 𝛼∈R, 𝜕𝑢/𝜕𝑛 — производная по направлению внешней нормали к границе 𝜕Ω.
Уравнением (1) описывается, например, процесс колебаний поверхности на “мелкой во-

де” [1], тогда функция 𝑢= 𝑢(𝑥, 𝑡) определяет высоту волны, а параметр 𝜆 характеризует
капиллярные эффекты. В работе [2] доказывается существование единственного глобаль-
ного решения задачи Коши для обобщённого модифицированного уравнения Буссинеска в
невырожденном случае (с параметрами 𝜆= 1, 𝛼= 1). В статье [3] на основе другой моди-
фикации уравнения Буссинеска описывается распространение уединённых продольных волн
деформации в тонком упругом стержне. Уравнение (1) находит применение и в релятивист-
кой квантовой механике — в [4] оно рассматривается как полевое уравнение нелинейной
классической мезонной теории. Уравнение (1) относится к классу нелинейных уравнений со-
болевского типа [5] или, в другой терминологии, к уравнениям, неразрешённым относительно
старшей производной по времени [6].

В данной работе используется метод, хорошо зарекомендовавший себя при исследовании
нелинейных уравнений соболевского типа первого порядка [7].
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1. МЕТОД ФАЗОВОГО ПРОСТРАНСТВА

На основе теории относительно спектрально ограниченных операторов, разработанной
Г.А. Свиридюком и его учениками [8, 9], в работе [10] показано, что, задав операторы
𝐿=𝜆−Δ, 𝑀 =𝛼2Δ, 𝑁(𝑢)=𝑢3 в специально подобранных банаховых пространствах, можно
представить задачу (1)–(3) как задачу Коши с условиями

𝑢(0)=𝑢0, �̇�(0)=𝑢1 (4)

для операторно-дифференциального уравнения [11] вида

𝐿�̈�+𝑀𝑢+𝑁(𝑢)= 0, (5)

где �̇�, �̈� — первая и вторая производные по переменной 𝑡.
Затем, используя метод фазового пространства [12], доказана теорема о существовании

единственного локального решения этой задачи [11]. Пусть U, F — банаховы пространства,
оператор 𝐿 ∈ ℒ(U;F) (т.е. линейный и непрерывный), а оператор 𝑀 ∈ 𝒞𝑙(U;F) (линейный,
замкнутый и плотно определённый). Множество

𝜌𝐿(𝑀)= {𝜇∈C : (𝜇𝐿−𝑀)−1 ∈ℒ(F;U)}

называется резольвентным множеством оператора 𝑀 относительно оператора 𝐿 (или 𝐿-ре-
зольвентным множеством оператора 𝑀). Множество C∖𝜌𝐿(𝑀)=𝜎𝐿(𝑀) называется спек-
тром оператора 𝑀 относительно оператора 𝐿 (или 𝐿-спектром оператора 𝑀).

Оператор-функции (𝜇𝐿−𝑀)−1, 𝑅𝐿
𝜇 =(𝜇𝐿−𝑀)−1𝐿, 𝐿𝐿

𝜇 =𝐿(𝜇𝐿−𝑀)−1 с областью определе-
ния 𝜌𝐿(𝑀) называются, соответственно, резольвентой, правой резольвентой, левой резольвен-
той оператора 𝑀 относительно оператора 𝐿 (или 𝐿-резольвентой, правой 𝐿-резольвентой,
левой 𝐿-резольвентой оператора 𝑀).

Оператор 𝑀 называется (𝐿, 𝜎)-ограниченным, если существует такое 𝑎 > 0 для любого
𝜇∈C, что при |𝜇|>𝑎 выполняется 𝜇∈ 𝜌𝐿(𝑀).

Пусть оператор 𝑀 (𝐿, 𝜎)-ограничен. Тогда операторы

𝑃 =
1

2𝜋𝑖

ˆ

Γ

𝑅𝐿
𝜆 (𝑀) 𝑑𝜆 и 𝑄=

1

2𝜋𝑖

ˆ

Γ

𝐿𝐿
𝜆 (𝑀) 𝑑𝜆

являются проекторами, соответственно, в пространствах U и F [12]. Здесь Γ= {𝜆∈C : |𝜆|=
= 𝑟 >𝑎}.

Определение. Множество P называется фазовым пространством уравнения (5), если:
1) для любых (𝑢0, 𝑢1)∈𝑇P (касательного расслоения P) существует единственное решение

задачи (4), (5);
2) любое решение 𝑢=𝑢(𝑡) уравнения (5) лежит в P как траектория.
Запись (𝑢0, 𝑢1)∈𝑇P следует понимать как 𝑢0 ∈P и (𝑢0, 𝑢1)∈𝑇𝑢0P.
Пусть ker𝐿 ̸= {0} и оператор 𝑀 (𝐿, 0)-ограничен, тогда в силу теоремы о расщеплении

[12] уравнение (5) можно редуцировать к эквивалентной ему системе уравнений{︃
0= (I−𝑄)(𝑀+𝑁)(𝑢),

�̈�1=𝐿−1
1 𝑄(𝑀+𝑁)(𝑢),

где 𝑢1=𝑃𝑢. Тогда фазовым пространством P уравнения (5) является множество

P= {𝑢∈U : (I−𝑄)(𝑀+𝑁)(𝑢)= 0}.

Таким образом, в работе [10] было доказано существование единственного локального
решения (4), (5).
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Лемма [13, § 1.2]. Если 𝑓 ∈𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑋) и 𝑓 ∈𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑋), 1⩽ 𝑝⩽+∞, 𝑋 — банахово про-
странство, то 𝑓 (после, быть может, изменения на множестве меры нуль из интервала
(0, 𝑇 )) будет непрерывным отображением [0, 𝑇 ]→𝑋.

2. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ

В работе [14] подробно изучен случай с условиями Дирихле. Для начала рассмотрим
абстрактную задачу (4), (5). Для решения нам понадобятся несколько функциональных
пространств. Пусть 𝐻 =(𝐻, ⟨·, ·⟩) — вещественное сепарабельное гильбертово пространство.
Зададим дуальные пары рефлексивных банаховых пространств (U,U*) и (𝐿𝑝, 𝐿𝑞) относитель-
но двойственности ⟨·, ·⟩ такие, что имеет место цепочка плотных и непрерывных вложений

U →˓𝐿𝑝 →˓𝐻 →˓𝐿𝑞 →˓U*. (6)

Зададим пространства распределений 𝐿∞(0, 𝑇 ;U) и 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿𝑞(Ω)). Сопряжённые им
пространства строятся по теореме Данфорда–Петтиса

(𝐿∞(0, 𝑇 ;U))*≃𝐿1(0, 𝑇 ;U*) и (𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)))*≃𝐿1(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)).

В заданных пространствах определим операторы 𝐿, 𝑀 , 𝑁 , удовлетворяющие условиям:
(С1) 𝐿∈ℒ(U,U*) — самосопряжённый, неотрицательно определённый, фредгольмов;
(С2) 𝑀 ∈ℒ(U,U*) — самосопряжённый, неотрицательно определённый;
(С3) 𝑁 ∈𝐶𝑟(𝐿𝑝, 𝐿𝑞), 𝑟⩾ 1, — 𝑠-монотонный, 𝑝-коэрцитивный, однородный порядка 𝑝−1

с симметричной производной Фреше.
В силу условия (C3) оператор 𝑁 удовлетворяет равенству

𝑑

𝑑𝑡
⟨𝑁(𝑥), 𝑥⟩= 𝑝⟨𝑁(𝑥), �̇�⟩.

Пусть 𝜆𝑘 — собственные значения задачи с условием (2) для оператора −Δ, зануме-
рованные по невозрастанию с учётом кратности, а 𝜙𝑘 — соответствующие им собственные
функции. Кроме того, линейная оболочка span{𝜙1, 𝜙2, . . . , 𝜙𝑚} при 𝑚→∞ плотна в U и
ортонормирована (в смысле скалярного произведения в 𝐻).

Теорема 1. Пусть выполнены условия (С1)–(С3), (𝑢0, 𝑢1) ∈ 𝑇P, 𝑢0 ∈ U∩𝐿𝑝, 𝑢1 ∈ U∩
∩ coim𝐿. Тогда существует решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)–(3) такое, что 𝑢∈𝐿∞(0, 𝑇 ;U∩𝐿𝑝(Ω))
и �̇�∈𝐿∞(0, 𝑇 ;U∩coim𝐿).

Доказательство. Символом 𝐶 будем обозначать, вообще говоря, разные константы.
Решение задачи (4), (5) будем искать в виде приближения Галёркина [13, § 1.4]

𝑢𝑚(𝑡)=

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑎𝑚𝑘 (𝑡)𝜙𝑘. (7)

Коэффициенты 𝑎𝑚𝑘 (𝑡) найдём из системы алгебро-дифференциальных уравнений

⟨𝐿�̈�𝑚, 𝜙𝑘⟩+⟨𝑀𝑢𝑚, 𝜙𝑘⟩+⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝜙𝑘⟩=0, 𝑘=1,𝑚. (8)

⟨𝑢𝑚(0), 𝜙𝑘⟩= ⟨𝑢0, 𝜙𝑘⟩=𝛽𝑚𝑘 , ⟨�̇�𝑚(0), 𝜙𝑘⟩= ⟨𝑢1, 𝜙𝑘⟩= 𝛾𝑚𝑘 , 𝑘=1,𝑚, (9)

причём 𝑢𝑚0 =
∑︀𝑚

𝑘=1 𝛽
𝑚
𝑘 𝜙𝑘 →𝑢0 в U при 𝑚→∞ и 𝑢𝑚1 =

∑︀𝑚
𝑘=1 𝛾

𝑚
𝑘 𝜙𝑘 →𝑢1 в U при 𝑚→∞.

В силу классических результатов существует единственное локальное решение 𝑢𝑚 =
=𝑢𝑚(𝑠, 𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑡𝑚].
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Получим априорные оценки. Умножение уравнения (8) на �̇�𝑚𝑘 (𝑡) (𝑘=1,𝑚) и суммирование
по 𝑘 от 1 до 𝑚 даёт

⟨𝐿�̈�𝑚, �̇�𝑚⟩+⟨𝑀𝑢𝑚, �̇�𝑚⟩+⟨𝑁(𝑢𝑚), �̇�𝑚⟩=0. (10)

Введём в пространстве coim𝐿∩U норму |�̇�|2 = ⟨𝐿�̇�, �̇�⟩; в силу принципа Куранта она
эквивалента норме в пространстве U.

Используя самосопряжённость операторов 𝐿, 𝑀 , получаем

2⟨𝐿�̈�𝑚, �̇�𝑚⟩= 𝑑

𝑑𝑡
⟨𝐿�̇�𝑚, �̇�𝑚⟩, 2⟨𝑀𝑢𝑚, �̇�𝑚⟩= 𝑑

𝑑𝑡
⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢𝑚⟩.

В силу условия (C3)

𝑝⟨𝑁(𝑢𝑚), �̇�𝑚⟩= 𝑑

𝑑𝑡
⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩.

Тогда уравнение (10) примет вид

𝑑

𝑑𝑡

[︂
|�̇�𝑚|2+⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢𝑚⟩+ 2

𝑝
⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩

]︂
=0.

Проинтегрируем его левую часть на отрезке [0, 𝑡], 𝑡⩽ 𝑡𝑚:

|�̇�𝑚|2+⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢𝑚⟩+ 2

𝑝
⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩= |𝑢𝑚1 |2+⟨𝑀𝑢𝑚0 , 𝑢

𝑚
0 ⟩+ 2

𝑝
⟨𝑁(𝑢𝑚0 ), 𝑢𝑚0 ⟩, (11)

|�̇�𝑚|2+⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢𝑚⟩+𝐶𝑁
2

𝑝
‖𝑢𝑚‖𝑝𝐿𝑝 ⩽ |𝑢𝑚1 |2+⟨𝑀𝑢𝑚0 , 𝑢

𝑚
0 ⟩+𝐶𝑁 2

𝑝
‖𝑁(𝑢𝑚0 )‖𝑝−1

𝐿𝑞 ⩽

⩽ |𝑢𝑚1 |2+⟨𝑀𝑢𝑚0 , 𝑢
𝑚
0 ⟩+𝐶𝑁 2

𝑝
‖𝑁(𝑢𝑚0 )‖𝑝−1

𝐿𝑞 . (12)

Отсюда, в частности, следует
|�̇�𝑚|2⩽𝐶.

Так как правая часть неравенства (12) ограничена, то имеет место неравенство

|�̇�𝑚|2+⟨𝑀𝑢𝑚, 𝑢𝑚⟩+𝐶𝑁
2

𝑝
‖𝑢𝑚‖𝑝𝐿𝑝 ⩽𝐶.

Константа 𝐶 не зависит от 𝑡𝑚 и, следовательно, 𝑡𝑚=𝑇 .
Замечание. Последовательности 𝑢𝑚 и �̇�𝑚 ограничены, соответственно, в пространствах

𝐿∞(0, 𝑇 ;U∩𝐿𝑝) и 𝐿∞(0, 𝑇 ; coim𝐿), являющихся сопряжёнными пространствами для сепа-
рабельных банаховых пространств 𝐿1(0, 𝑇 ;U*∪𝐿𝑞) и 𝐿1(0, 𝑇 ;U*). Поэтому из них можно
выбрать *-слабо сходящиеся подпоследовательности 𝑢𝑚𝑙 и �̇�𝑚𝑙 такие, что

𝑢𝑚𝑙 →𝑢 *-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;U∩𝐿𝑝), �̇�𝑚𝑙 → �̇� *-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ; coim𝐿).

При этом �̇�𝑚𝑙 понимается как обобщённая производная в пространстве распределений.
Поскольку оператор 𝑁 𝑝-коэрцитивен, т.е.

⟨𝑁(𝑢𝑚), 𝑢𝑚⟩⩽ ‖𝑁(𝑢𝑚)‖𝐿𝑞‖𝑢𝑚‖𝐿𝑝 ⩽𝐶𝑁‖𝑢𝑚‖𝑝−1
𝐿𝑝 ‖𝑢𝑚‖𝐿𝑝 =𝐶𝑁‖𝑢𝑚‖𝑝𝐿𝑝 ,

и, следовательно, 𝑁(𝑢𝑚) ограничены в пространстве 𝐿𝑞(0, 𝑇 ;U*∪𝐿𝑞), то 𝑁(𝑢𝑚𝑙)→ 𝑔 слабо
в 𝐿𝑞(0, 𝑇 ;U*∪𝐿𝑞).

Покажем, что 𝑁(𝑢)= 𝑔. Из монотонности оператора 𝑁 следует, что

𝑈𝑚𝑙 = ⟨𝑁(𝑢𝑚𝑙)−𝑁(𝑧), 𝑢𝑚𝑙 −𝑧⟩⩾ 0, 𝑧 ∈𝐿𝑝(0, 𝑇 ;U∩𝐿𝑝).
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Из формулы (11) имеем

𝑈𝑚𝑙=|𝑢𝑚𝑙
1 |2−|�̇�𝑚𝑙 |2+⟨𝑀𝑢𝑚𝑙

0 ,𝑢𝑚𝑙
0 ⟩−⟨𝑀𝑢𝑚𝑙 ,𝑢𝑚𝑙⟩+2

𝑝
⟨𝑁(𝑢𝑚𝑙

0 ),𝑢𝑚𝑙
0 ⟩− 2

𝑝
⟨𝑁(𝑢𝑚𝑙),𝑧⟩−⟨𝑁(𝑧),𝑢𝑚𝑙−𝑧⟩.

В силу свойств слабо сходящихся последовательностей lim inf |𝑢𝑚𝑙(𝑡)|2⩾ |𝑢(𝑡)|2, поэтому

lim sup𝑈𝑚𝑙 ⩽ ⟨𝑔, 𝑢⟩−⟨𝑔, 𝑧⟩−⟨𝑁(𝑧), 𝑢−𝑧⟩,

откуда
⟨𝑔, 𝑢⟩−⟨𝑔, 𝑧⟩−⟨𝑁(𝑧), 𝑢−𝑧⟩⩾ 0.

Положим 𝑧=𝑢−ℎ𝑤, ℎ> 0, 𝑤∈𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝐵), тогда

⟨𝑔−𝑁(𝑢−ℎ𝑤), ℎ𝑤⟩⩾ 0, ⟨𝑔−𝑁(𝑢−ℎ𝑤), 𝑤⟩⩾ 0.

Устремив ℎ→ 0, в силу непрерывности 𝑁 и теоремы Лебега о мажорирующей последова-
тельности, получим

⟨𝑔−𝑁(𝑢), 𝑤⟩⩾ 0.

В силу произвольности выбора 𝑤 заключаем, что 𝑔=𝑁(𝑢).
Теперь можно перейти почленно к пределу в равенстве (8), устремляя 𝑚𝑙 к бесконечности.

Для фиксированного 𝑘 и 𝑚𝑙>𝑘 получим

⟨𝐿�̈�𝑚𝑙 , 𝜙𝑘⟩+⟨𝑀𝑢𝑚𝑙 , 𝜙𝑘⟩+⟨𝑁(𝑢𝑚𝑙), 𝜙𝑘⟩=0,

отсюда выводим
𝑑2

𝑑𝑡2
⟨𝐿𝑢, 𝜙𝑘⟩+⟨𝑀𝑢,𝜙𝑘⟩+⟨𝑁(𝑢), 𝜙𝑘⟩=0.

Ввиду плотности системы функций {𝜙𝑘}𝑚𝑘=1 в пространстве U при 𝑚→∞ и произвольности
выбора 𝜙𝑘 для произвольного 𝑣 ∈U имеет место равенство

𝑑2

𝑑𝑡2
⟨𝐿𝑢, 𝑣⟩+⟨𝑀𝑢, 𝑣⟩+⟨𝑁(𝑢), 𝑣⟩=0.

В силу разложения начальных функций в ряд заключаем, что 𝑢𝑚𝑙(0) = 𝑢0𝑙 → 𝑢0 слабо
в U, в силу сформулированного замечания — 𝑢𝑚𝑙(0)→ 𝑢(0) в U, следовательно, 𝑢(0) = 𝑢0.
В силу замечания также имеем

⟨�̈�𝑚𝑙 , 𝜙𝑘⟩→ ⟨�̈�, 𝜙𝑘⟩ *-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 )

и, следовательно, с учётом леммы получим

⟨�̇�𝑚𝑙(0), 𝜙𝑘⟩→ ⟨�̇�(𝑡), 𝜙𝑘⟩|𝑡=0= ⟨�̇�(0), 𝜙𝑘⟩.

С другой стороны, в силу разложения начальных функций в ряд имеет место сходимость

⟨�̇�𝑚𝑙(0), 𝜙𝑘⟩→ ⟨𝑢1, 𝜙𝑘⟩,

откуда для любого 𝑘
⟨�̇�(0), 𝜙𝑘⟩= ⟨𝑢1, 𝜙𝑘⟩.

Таким образом, функция 𝑢= 𝑢(𝑠, 𝑡) удовлетворяет уравнению (5) и начальным услови-
ям (4). Теорема доказана.
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3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ (1)–(3)

Приведём задачу (1)–(3) к задаче (4), (5), выбрав в качестве гильбертова пространства

𝐻0(Ω)=

{︂
𝑢∈𝐿2(Ω):

𝜕𝑢

𝜕𝑛
(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

=0

}︂
со скалярным произведением в 𝐿2(Ω). Положим U =𝐻1(Ω), U* =𝐻−1(Ω). Тогда цепочка
плотных и непрерывных вложений (6) из п. 2 имеет место.

Определим оператор 𝐿 : U→U* формулой

⟨𝐿𝑢, 𝑣⟩=
ˆ

Ω

(𝑢𝑣+∇𝑢∇𝑣) 𝑑𝑥.

Условие (C1) будет выполняться при 𝜆⩾𝜆1.
Условие (C2) будет выполняться, если оператор 𝑀 : U→U* определить как

⟨𝑀𝑢, 𝑣⟩=𝛼2
ˆ

Ω

∇𝑢∇𝑣 𝑑𝑥.

Определим оператор 𝑁(𝑢) : 𝐿4→𝐿4/3 следующим образом:

⟨𝑁(𝑢), 𝑣⟩=
ˆ

Ω

𝑢3𝑣 𝑑𝑥.

Его производная Фреше

|⟨𝑁 ′
𝑢𝑣, 𝑤⟩|=3

⃒⃒⃒⃒ ˆ
Ω

𝑢2𝑣𝑤 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⩾𝐶‖𝑢‖𝐿2‖𝑣‖𝐿4‖𝑤‖𝐿4

симметрична, однородна (порядка 3) и ограничена в силу неравенства Гёльдера.
Оператор 𝑁 𝑠-монотонен:

⟨𝑁 ′
𝑢(𝑣), 𝑣⟩=3

ˆ

Ω

𝑢2𝑣2 𝑑𝑥⩾ 0

и 4-коэрцитивен:

⟨𝑁(𝑢), 𝑢⟩=
ˆ

Ω

𝑢3𝑢 𝑑𝑥= ‖𝑢‖4𝐿4 , ⟨𝑁(𝑢), 𝑣⟩=
ˆ

Ω

𝑢3𝑣 𝑑𝑥= ‖𝑢‖3𝐿4‖𝑣‖𝐿4 .

Таким образом, условие (C3) выполняется. Справедлива
Теорема 2. Пусть 𝜆 ∈ [𝜆1,+∞), (𝑢0, 𝑢1) ∈ 𝑇P, 𝑢0 ∈𝐻1

0 (Ω)∩𝐿4(Ω), 𝑢1 ∈ 𝐿2(Ω)∩ coim𝐿.
Тогда существует решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)–(3) такое, что

𝑢∈𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1
0 (Ω)∩𝐿4(Ω)) и �̇�∈𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)∩coim𝐿). (13)

Кроме того, имеет место
Теорема 3. Пусть 𝜆 ∈ [𝜆1,+∞), (𝑢0, 𝑢1) ∈ 𝑇P, 𝑢0 ∈𝐻1

0 (Ω)∩𝐿4(Ω), 𝑢1 ∈ 𝐿2(Ω)∩ coim𝐿.
Тогда решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1)–(3), удовлетворяющее условиям (13), единственно.
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Доказательство. Пусть 𝑢 и 𝑣 — два различных решения задачи (1)–(3), обозначим
𝑤=𝑢−𝑣. Тогда уравнение (1) примет вид

𝐿𝑤𝑡𝑡+𝑀𝑤= 𝑣3−𝑢3,

а начальные условия станут однородными:

𝑤(𝑥, 0)=0, 𝑤𝑡(𝑥, 0)=0, 𝑤∈Ω. (14)

Вместо стандартных норм пространств 𝐿2(Ω) и 𝐻1
0 (Ω) будем применять им эквивалент-

ные, определённые по формулам

|�̇�|2𝐿2(Ω)= ⟨𝐿�̇�, �̇�⟩, |𝑤|2𝐻1
0
= ⟨𝛼−2∇𝑤,∇𝑤⟩, 𝑑

𝑑𝑡

[︁
|�̇�|2𝐿2 + |𝑤|2𝐻1

0

]︁
=2⟨(𝑣)3−(𝑢)3, �̇�𝑚⟩. (15)

Очевидно, что

2⟨𝑣3−𝑢3, �̇�𝑚⟩⩽ 6
ˆ

Ω

sup(|𝑢|2, |𝑣|2)|𝑤| |�̇�| 𝑑𝑥.

Оценим правую часть этого неравенства, используя неравенство Гёльдера:
ˆ

Ω

sup(|𝑢|2, |𝑣|2)|𝑤| |�̇�| 𝑑𝑥⩽𝐶(‖|𝑢|2‖𝐿4 +‖|𝑣|2‖𝐿4)‖𝑤‖𝐿4‖�̇�‖𝐿2 ,

и далее используя теоремы вложения и свойства нормы:

𝐶(‖|𝑢|2‖𝐿4 +‖|𝑣|2‖𝐿4)‖𝑤‖𝐿4 |�̇�|𝐿2 ⩽𝐶(|𝑢|2𝐿4 + |𝑣|2𝐿4)|𝑤|𝐻1
0
|�̇�|𝐿2 ⩽𝐶|𝑤|𝐻1 |�̇�|𝐿2 ⩽ 2𝐶(|𝑤|2𝐻1

0
+ |�̇�|2𝐿2).

С учётом (15) получим

[︁
|�̇�|2𝐿2 + |𝑤|2𝐻1

0

]︁
⩽ 2𝐶

𝑡ˆ

0

(︁
|𝑤|2𝐻1

0
+ |�̇�|2𝐿2

)︁
𝑑𝑠,

откуда в силу неравенства Беллмана–Гронуолла имеем равенство |�̇�|2𝐿2+|𝑤|2
𝐻1

0
=0. Принимая

во внимание нулевые начальные условия (14), заключаем, что 𝑤(𝑠, 𝑡)=0, т.е. 𝑢≡ 𝑣. Теорема
доказана.

Вместо условий (3) в задаче (1)–(3) можно рассмотреть условия Шоуолтера–Сидорова

𝑃 (𝑢(𝑥, 0)−𝑢0(𝑥))= 0, 𝑃 (𝑢𝑡(𝑥, 0)−𝑢1(𝑥))= 0, (16)

которые являются их естественным обобщением для уравнений соболевского типа [15] и не
требуют проверки принадлежности начальных функций касательному расслоению фазового
пространства уравнения.

Повторяя рассуждения изложенного выше доказательства, нетрудно доказать теорему о
существовании единственного решения задачи Шоуолтера–Сидорова.

Теорема 4. Пусть 𝜆 ∈ [𝜆1,+∞). Тогда для любых 𝑢0 ∈ U∩𝐿𝑝, 𝑢1 ∈ coim𝐿 существует
единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1), (2), (16) такое, что

𝑢∈𝐿∞(0, 𝑇 ;U∩𝐿𝑝) и �̇�∈𝐿∞(0, 𝑇 ;U).
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4. СЛУЧАЙ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ

В рамках описанной теории можно рассмотреть и неоднородное модифицированное урав-
нение Буссинеска

(𝜆−Δ)𝑢𝑡𝑡−𝛼2Δ𝑢+𝑢3= 𝑦(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡)∈𝑄, (17)

с условием Неймана (2) и начальными условиями (3).
Теорема 5. Пусть выполнены условия (C1)–(C3) и 𝑦∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)). Тогда существует

единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (2), (3), (17), удовлетворяющее условиям (13).
Доказательство повторяет доказательство теоремы 1, однако вместо неравенства (12)

получится

|�̇�𝑚|2+⟨𝑀𝑢𝑚,𝑢𝑚⟩+𝐶𝑁
2

𝑝
‖𝑢𝑚‖𝑝𝐿𝑝 ⩽2

𝑡ˆ

0

‖𝑦‖𝐿2‖�̇�𝑚‖𝐿2 𝑑𝑠+ |𝑢𝑚1 |2+⟨𝑀𝑢𝑚0 ,𝑢
𝑚
0 ⟩+𝐶𝑁 2

𝑝
‖𝑁(𝑢𝑚0 )‖𝑝−1

𝐿𝑞 ⩽

⩽
𝑡ˆ

0

‖𝑦‖2𝐿2 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

‖�̇�𝑚‖2𝐿2 𝑑𝑠+ |𝑢𝑚1 |2+⟨𝑀𝑢𝑚0 , 𝑢
𝑚
0 ⟩+𝐶𝑁 2

𝑝
‖𝑁(𝑢𝑚0 )‖𝑝−1

𝐿𝑞 ,

откуда, в частности, следует

|�̇�𝑚|2⩽𝐶+

𝑡ˆ

0

‖�̇�𝑚‖2𝐿2 𝑑𝑠⩽𝐶+

𝑡ˆ

0

|�̇�𝑚| 𝑑𝑠,

а в силу неравенства Беллмана–Гронуолла выполняется

|�̇�𝑚|2⩽𝐶𝑒𝑡⩽𝐶, 𝑡∈ [0, 𝑇 ].

Отметим, что количество базисных функций для приближения Галёркина следует вы-
бирать так, чтобы их линейная оболочка покрывала ядро оператора 𝐿 (для учёта эффекта
вырожденности уравнения).
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть 𝐷 =𝐷+∪𝐷−∪ 𝐼 — область комплексной плоскости C = {𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦}, где 𝐷+ —
полуплоскость 𝑦> 0, 𝐷− — конечная область полуплоскости 𝑦< 0, ограниченная характери-
стиками уравнения

(sign 𝑦)|𝑦|𝑚𝑢𝑥𝑥+𝑢𝑦𝑦+
𝛼0

|𝑦|1−𝑚/2
𝑢𝑥+

𝛽0
𝑦
𝑢𝑦 =0, (1)

исходящими из точек 𝐴(−1, 0) и 𝐵(1, 0), и отрезком 𝐴𝐵 прямой 𝑦 = 0. Через 𝐶0 и 𝐶1,
соответственно, обозначим точки пересечения характеристик 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 с характеристиками,
исходящими из точки 𝐸(𝑐, 0), где 𝑐∈(−1, 1). Действительные параметры 𝑚, 𝛼0 и 𝛽0 уравнения
(1) удовлетворяют условиям 𝑚> 0, |𝛼0|< (𝑚+2)/2, −𝑚/2<𝛽0< 1.

Отметим, что многие свойства решений уравнения (1) существенно зависят от числовых
параметров 𝛼0 и 𝛽0 при его младших членах. На плоскости параметров 𝛼0 и 𝛽0 рассмат-
ривается треугольник 𝐴*

0𝐵
*
0𝐶

*
0 , ограниченный прямыми

𝐴*
0𝐶

*
0 : 𝛽0+𝛼0=−𝑚/2, 𝐵*

0𝐶
*
0 : 𝛽0−𝛼0=−𝑚/2, 𝐴*

0𝐵
*
0 : 𝛽0=1,

и в зависимости от положения точки 𝑃 (𝛼0, 𝛽0) в этом треугольнике формулируются и
исследуются задачи для уравнения (1).

Рассмотрим случай, когда 𝑃 (𝛼0, 𝛽0)∈Δ𝐸*
0𝐶

*
0𝐵

*
0 ∪𝐸*

0𝐶
*
0 , где 𝐸*

0 =𝐸*
0(0, 1).

В работе [1] в конечной области была исследована задача с условием Бицадзе–Самарского
[2] на граничной характеристике 𝐴𝐶 и на параллельной ей внутренней характеристике 𝐸𝐶0.
В настоящей статье исследуется задача, в которой условие Бицадзе–Самарского задаётся на
части 𝐴𝐶0 граничной характеристики 𝐴𝐶 и на параллельной ей внутренней характеристи-
ке 𝐸𝐶1, т.е. часть 𝐶0𝐶 граничной характеристики 𝐴𝐶 освобождена от условия Бицадзе–
Самарского, и это недостающее нелокальное условие заменено условием Франкля [3–7] на
отрезке вырождения 𝐴𝐵.
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Пусть 𝐷+
𝑅 — конечная область, отсекаемая от полуплоскости 𝐷+ дугой нормальной

кривой 𝜎𝑅 с концами в точках 𝐴𝑅 =𝐴𝑅(−𝑅, 0), 𝐵𝑅 =𝐵𝑅(𝑅, 0):

𝜎𝑅: 𝑥2+4(𝑚+2)−2𝑦𝑚+2=𝑅2, −𝑅⩽𝑥⩽𝑅, 0⩽ 𝑦⩽ ((𝑚+2)𝑅/2)2/(𝑚+2).

Введём обозначения: 𝐼 = {(𝑥, 𝑦) : −1<𝑥< 1, 𝑦= 0}, 𝐼 = {(𝑥, 𝑦) : −1⩽ 𝑥⩽ 1, 𝑦= 0}, 𝐼1 =
= {(𝑥, 𝑦) : −∞<𝑥⩽−1, 𝑦=0}, 𝐼2= {(𝑥, 𝑦) : 1⩽𝑥<+∞, 𝑦=0}.

Введём линейные функции 𝑝(𝑥) = 𝑎𝑥− 𝑏 и 𝑞(𝑥) = 𝑎− 𝑏𝑥, отображающие отрезок [−1, 1]
на отрезки [−1, 𝑐] и [𝑐, 1] соответственно, причём 𝑝(−1) =−1, 𝑝(1) = 𝑐, 𝑞(−1) = 1, 𝑞(1) = 𝑐,
𝑎=(1+𝑐)/2, 𝑏=(1−𝑐)/2 [8].

Задача. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷𝑅)∩𝐶2(𝐷+), удовлетворяющую уравнению (1)
в 𝐷𝑅 и следующим условиям:

1) 𝑢(𝑥, 𝑦) является обобщённым решением из класса 𝑅1(𝐷
−) [9, c. 104; 10, c. 35];

2) имеет место условие сопряжения

lim
𝑦→−0

(−𝑦)𝛽0
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= lim

𝑦→+0
𝑦𝛽0

𝜕𝑢

𝜕𝑦
, 𝑥∈ 𝐼, (2)

причём пределы в (2) при 𝑥 = ±1 могут иметь особенности порядка ниже 1−𝛼−𝛽, где
𝛼=(𝑚+2(𝛽0+𝛼0))/(2(𝑚+2)), 𝛽=(𝑚+2(𝛽0−𝛼0))/(2(𝑚+2)), 𝛼> 0, 𝛽 > 0, 𝛼+𝛽 < 1;

3) выполняется равенство
lim

𝑅→+∞
𝑢(𝑥, 𝑦)= 0, (3)

где 𝑅2=𝑥2+4(𝑚+2)−2𝑦𝑚+2;
4) справедливы краевые условия

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝑦=0=𝜙𝑖(𝑥), 𝑥∈ 𝐼𝑖, 𝑖=1, 2; (4)

𝜇0(1+𝑥)
𝛼𝐷1−𝛽

−1,𝑥𝑢[𝜃(𝑝(𝑥))] =𝜇1(1−𝑥)𝛼𝐷1−𝛽
𝑥,1 𝑢[𝜃

*(𝑞(𝑥))]+𝜓(𝑥), 𝑥∈ 𝐼; (5)

𝑢(𝑝(𝑥), 0)−𝑢(𝑞(𝑥), 0)= 𝑓(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (6)

где 𝜇0, 𝜇1 — некоторые постоянные, причём 𝜇20+𝜇
2
1 ̸=0; 𝐷1−𝛽

−1,𝑥, 𝐷
1−𝛽
𝑥,1 — операторы диффе-

ренцирования дробного порядка [9, c. 16];

𝜃(𝑥0)=
𝑥0−1

2
− 𝑖
[︂
𝑚+2

4
(1+𝑥0)

]︂2/(𝑚+2)

, 𝑥0 ∈ [−1, 𝑐],

— аффикс точки пересечения характеристики 𝐴𝐶0 с характеристикой, исходящей из точки
𝑀0(𝑥0, 0), 𝑥0 ∈ [−1, 𝑐];

𝜃*(𝑥0)=
𝑥0+𝑐

2
− 𝑖
[︂
𝑚+2

4
(𝑥0−𝑐)

]︂2/(𝑚+2)

, 𝑥0 ∈ [𝑐, 1],

— аффикс точки пересечения характеристики 𝐸𝐶1 с характеристикой, исходящей из точ-
ки 𝑀0(𝑥0, 0), 𝑥0 ∈ [𝑐, 1]; 𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝑓(𝑥) — заданные функции, причём 𝜙1(−1) = 0,
𝜙2(1) = 0, 𝜙1(−∞) = 0, 𝜙2(+∞) = 0, 𝑓(1) = 0, 𝜓(𝑥) ∈𝐶(𝐼)∩𝐶1(𝐼), 𝑓(𝑥) ∈𝐶(𝐼)∩𝐶1(𝐼), функ-
ции 𝜙𝑖(𝑥) непрерывно дифференцируемы на любых отрезках [−𝑁,−1], [1, 𝑁 ] и для доста-
точно больших |𝑥| удовлетворяют неравенству |𝜙𝑖(𝑥)|⩽𝑀 |𝑥|−𝛿0 , где 𝛿0 — положительная
постоянная.
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Заметим, что условие Бицадзе–Самарского (5) задаётся на части 𝐴𝐶0 (где 𝜃(𝑝(𝑥))∈𝐴𝐶0)
граничной характеристики 𝐴𝐶 и на внутренней характеристике 𝐸𝐶1 (где 𝜃*(𝑞(𝑥))∈𝐸𝐶1),
а (6) (где −1⩽𝑝(𝑥)⩽ 𝑐, 𝑐⩽ 𝑞(𝑥)⩽1) является условием типа Франкля на промежутках [−1, 𝑐]
и [𝑐, 1] отрезка вырождения 𝐴𝐵. Обозначим 𝑢(𝑥, 0)= 𝜏(𝑥), тогда условие (6) примет вид

𝜏(𝑝(𝑥))−𝜏(𝑞(𝑥))= 𝑓(𝑥), 𝑥∈ 𝐼. (7)

Решение уравнения (1) в области 𝐷−, удовлетворяющее начальным условиям типа Коши

𝑢(𝑥,−0)= 𝜏(𝑥), 𝑥∈ 𝐼; lim
𝑦→−0

(−𝑦)𝛽0
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝜈(𝑥), 𝑥∈ 𝐼,

определяется формулой Дарбу [10, c. 34]:

𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝛾1

1ˆ

−1

𝜏

[︂
𝑥+

2𝑡

𝑚+2
(−𝑦)

𝑚+2
2

]︂
(1− 𝑡)𝛼−1(1+ 𝑡)𝛽−1 𝑑𝑡+

+𝛾2(−𝑦)1−𝛽0

1ˆ

−1

𝜈

[︂
𝑥+

2𝑡

𝑚+2
(−𝑦)

𝑚+2
2

]︂
(1− 𝑡)−𝛽(1+ 𝑡)−𝛼 𝑑𝑡,

где

𝛾1=
Γ(𝛼+𝛽)21−𝛼−𝛽

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
, 𝛾2=− Γ(2−𝛼−𝛽)2𝛼+𝛽−1

(1−𝛽0)Γ(1−𝛼)Γ(1−𝛽)
.

Вычислим

𝑢[𝜃(𝑝(𝑥))] = 𝛾1

(︂
1+𝑥

2

)︂1−𝛼−𝛽

Γ(𝛼)𝐷−𝛼
−1,𝑥(1+𝑥)

𝛽−1𝜏(𝑝(𝑥))+

+𝛾2

(︂
𝑚+2

2

)︂1−𝛼−𝛽

𝑎1−𝛼−𝛽Γ(1−𝛽)𝐷𝛽−1
−1,𝑥(1+𝑥)

−𝛼𝜈(𝑝(𝑥)), (8)

𝑢[𝜃*(𝑞(𝑥))] = 𝛾1

(︂
1−𝑥
2

)︂1−𝛼−𝛽

Γ(𝛼)𝐷−𝛼
𝑥,1 (1−𝑥)

𝛽−1𝜏(𝑞(𝑥))+

+𝛾2

(︂
𝑚+2

2

)︂1−𝛼−𝛽

𝑏1−𝛼−𝛽Γ(1−𝛽)𝐷𝛽−1
𝑥,1 (1−𝑥)−𝛼𝜈(𝑞(𝑥)). (9)

С учётом (8) и (9) найдём производные дробного порядка

𝐷1−𝛽
−1,𝑥𝑢[𝜃(𝑝(𝑥))] = 𝛾1

(︂
1

2

)︂1−𝛼−𝛽

Γ(𝛼)(1+𝑥)−𝛼𝐷1−𝛼−𝛽
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))+

+𝛾2

(︂
𝑚+2

2

)︂1−𝛼−𝛽

𝑎1−𝛼−𝛽Γ(1−𝛽)(1+𝑥)−𝛼𝜈(𝑝(𝑥)), (10)

𝐷1−𝛽
𝑥,1 𝑢[𝜃

*(𝑞(𝑥))] = 𝛾1

(︂
1

2

)︂1−𝛼−𝛽

Γ(𝛼)(1−𝑥)−𝛼𝐷1−𝛼−𝛽
𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))+

+𝛾2

(︂
𝑚+2

2

)︂1−𝛼−𝛽

𝑏1−𝛼−𝛽Γ(1−𝛽)(1−𝑥)−𝛼𝜈(𝑞(𝑥)). (11)
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Теперь в силу (10) и (11) из условия (5) получим

𝑎1−𝛼−𝛽𝜈(𝑝(𝑥))−𝑏1−𝛼−𝛽𝜈(𝑞(𝑥))=

= 𝛾
[︀
𝜇0𝐷

1−𝛼−𝛽
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))−𝜇1𝐷1−𝛼−𝛽

𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))
]︀
+Ψ1(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (12)

где Ψ1(𝑥)= (1−𝑥2)𝛼𝜓(𝑥)/𝛾2((𝑚+2)/2)1−𝛼−𝛽Γ(1−𝛽).
Равенство (12) является первым функциональным соотношением между неизвестными

функциями 𝜏(𝑥) и 𝜈(𝑥), привнесённым на интервал 𝐼 оси 𝑦=0 из области 𝐷−.

2. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Теорема 1. Пусть 𝜙1(𝑥)≡ 0, 𝜙2(𝑥)≡ 0, 𝜓(𝑥)≡ 0, 𝑓(𝑥)≡ 0,

𝜇0> 0, 𝜇1< 0, (13)

тогда решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи достигает своих наибольшего положительного значения (НПЗ)
и наименьшего отрицательного значения (НОЗ) в области 𝐷

+
𝑅 на кривой 𝜎𝑅.

Доказательство. В силу принципа Хопфа [11, c. 25] решение 𝑢(𝑥, 𝑦) своих НПЗ и НОЗ
во внутренних точках (𝑥0, 𝑦0) области 𝐷+

𝑅 не достигает.
Допустим, что функция 𝑢(𝑥, 𝑦) достигает своего НПЗ в области �̄�+

𝑅 в некоторой внут-
ренней точке (𝑥0, 0) отрезка 𝐴𝐵. Здесь рассмотрим два случая возможного расположения
точки 𝑥0.

1. Пусть 𝑥0 ∈ (−1, 𝑐], 𝑥0= 𝑝(𝜉0). Тогда в силу соответствующего однородного условия (7)
(𝑓(𝑥)≡ 0) решение 𝑢(𝑥, 𝑦) достигает своего НПЗ в двух точках: (𝑝(𝜉0), 0) и (𝑞(𝜉0), 0). Сле-
довательно, в этих точках 𝜈(𝑝(𝜉0))< 0, 𝜈(𝑞(𝜉0))< 0 [10, c. 74]. Отсюда с учётом (13) имеем

𝜇0𝑎
1−𝛼−𝛽𝜈(𝑝(𝜉0))−𝜇1𝑏1−𝛼−𝛽𝜈(𝑞(𝜉0))< 0, 𝜉0 ∈ 𝐼. (14)

C другой стороны, хорошо известно, что для операторов дробного дифференцирования в точке
положительного максимума функции 𝜏(𝑥) имеют место неравенства 𝐷1−𝛼−𝛽

−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))|𝑥=𝑥0 > 0,
𝐷1−𝛼−𝛽

𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))|𝑥=𝑥0 > 0, тогда в силу (13)

𝜇0𝐷
1−𝛼−𝛽
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))|𝑥=𝜉0 −𝜇1𝐷

1−𝛼−𝛽
𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))|𝑥=𝜉0 > 0.

Отсюда заключаем, что левая часть соответствуюшего однородного соотношения (12)
(Ψ1(𝑥)≡ 0) строго положительна, что противоречит неравенству (14), следовательно, 𝑥0 =
= 𝑝(𝜉0) /∈ (−1, 𝑐].

2. Пусть 𝑥0 ∈ [𝑐, 1), 𝑥0 = 𝑞(𝜂0). Рассуждая аналогично случаю 1, заключаем, что 𝑥0 =
= 𝑞(𝜂0) /∈ [𝑐, 1).

Таким образом, решение 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющее условиям теоремы, своего НПЗ во
внутренних точках интервала 𝐼 не достигает. В силу соответствующих однородных краевых
условий (4) (𝜙1(𝑥)≡ 0, 𝜙2(𝑥)≡ 0) функция 𝑢(𝑥, 𝑦) своего НПЗ не достигает и в точках из
[−𝑅,−1]∪ [1, 𝑅]. Следовательно, (𝑥0, 𝑦0)∈𝜎𝑅.

Также можно показать, что точка (𝑥0, 𝑦0), в которой решение 𝑢(𝑥, 𝑦) достигает своего
НОЗ в области 𝐷+

𝑅 , принадлежит 𝜎𝑅, т.е. (𝑥0, 𝑦0)∈𝜎𝑅. Теорема доказана.
Из теоремы 1 вытекает
Следствие 1. Решение 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющее условиям теоремы 1, в области 𝐷+

тождественно равно нулю.
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Доказательство. Решение задачи при выполнении условий теоремы 1 в области 𝐷
+
𝑅

достигает своих НПЗ и НОЗ в точках нормальной кривой 𝜎𝑅. В силу (3) для любого 𝜀> 0
существует такое число 𝑅0=𝑅0(𝜀), что при 𝑅>𝑅0(𝜀) выполняется неравенство |𝑢(𝑥, 𝑦)|<𝜀,
(𝑥, 𝑦)∈ 𝜎𝑅, cледовательно, в силу теоремы 1 |𝑢(𝑥, 𝑦)|<𝜀 для любых (𝑥, 𝑦)∈𝐷+

𝑅. Oтсюда, в
силу произвольности 𝜀, при 𝑅→+∞ заключаем, что 𝑢(𝑥, 𝑦)≡ 0 в области 𝐷+∪𝐼1∪𝐼 ∪𝐼2.
Следствие доказано.

Следствие 2. Задача при выполнении условий теоремы 1 имеет не более одного решения.
Доказательство. В силу следствия 1 c учётом условия сопряжения (2) имеем

lim
𝑦→−0

𝑢(𝑥, 𝑦)≡ 0, 𝑥∈ 𝐼; lim
𝑦→−0

(−𝑦)𝛽0
𝜕𝑢

𝜕𝑦
≡ 0, 𝑥∈ 𝐼. (15)

Теперь в области 𝐷−, записав решение 𝑢(𝑥, 𝑦) с помощью формулы Дарбу с нулевыми
данными (15), получим, что 𝑢(𝑥, 𝑦)≡ 0 и в области 𝐷

−. Следствие доказано.
Таким образом, доказана единственность решения задачи.
Теорема 2. Задача при выполнении условий (13) и

−𝜆𝜋2
√
𝑏

𝜆0
√
𝑎 sin(𝛿𝜋)

[︂
𝜇0

𝑎2−4𝑎0

𝑏1+𝛿𝑒𝑏0𝜋
−𝜇1

𝑏1−4𝑎0

𝑎𝛿𝑒−𝑏0𝜋

]︂
< 1, (16)

𝜆0=𝜇0
[︀
𝜋𝑒−𝑏0𝜋 ctg(2𝑎0𝜋)−𝑒𝑏0𝜋Γ(2𝑎0)Γ(1−2𝑎0)−𝛾0Γ(1−2𝑎0)

]︀
+

+𝜇1
[︀
𝜋𝑒𝑏0𝜋 ctg(2𝑎0𝜋)−𝑒−𝑏0𝜋Γ(2𝑎0)Γ(1−2𝑎0)+𝛾0Γ(1−2𝑎0) cos(2𝑎0𝜋)

]︀
̸=0,

где 𝜆=−(𝜇0𝑒
−𝑏0𝜋−𝜇1𝑒𝑏0𝜋+𝜇1𝛾0(Γ(2𝑎0))−1)/𝜆0, однозначно разрешима.

Покажем, что множество числовых параметров задачи, удовлетворяющее неравенству (16),
не пусто. Действительно, положив в (16) 𝜇1=−𝑎2−4𝑎0+𝛿, имеем

−𝜆𝜋
2
√
𝑏𝑎2−4𝑎0−0,5

𝜆0 sin(𝛿𝜋)

[︂
𝜇0
𝑒−𝑏0𝜋

𝑏1+𝛿
+𝑏1−4𝑎0𝑒𝑏0𝜋

]︂
< 1, (17)

если 2−4𝑎0−1/2>0 (т.е. 𝛽0<6−𝑚/8). Тогда для значений числового параметра 𝑐, достаточно
близких к −1, множитель 𝑎2−4𝑎0−1/2=((1+𝑐)/2)2−4𝑎0−1/2 в (17) будет достаточно малым и
неравенство (17) (а значит и (16)) при таких значениях 𝑐 будет выполняться.

2.1. ВЫВОД СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С НЕФРЕДГОЛЬМОВЫМИ
ОПЕРАТОРАМИ В НЕХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ ЧАСТИ УРАВНЕНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО

НЕИЗВЕСТНОЙ ФУНКЦИИ 𝜏1(𝑥)

Решение задачи Дирихле в полуплоскости 𝑦⩾ 0, удовлетворяющее условию

𝑢(𝑥,+0)= 𝜏(𝑥), 𝑥∈R, (18)

даётся формулой [7]

𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝑘2(1−𝛽0)𝑦1−𝛽0

+∞ˆ

−∞

𝜏(𝑡)(𝑟20)
𝑎0−1 exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂
𝑑𝑡, 𝑥∈R, 𝑦⩾ 0, (19)

где

𝑘2=
1

4𝜋

(︂
4

𝑚+2

)︂1−2𝑎0 Γ(1−𝛿)Γ(1−𝛿)
Γ(2−𝛿−𝛿)

, 𝑟20 =(𝑥− 𝑡)2+ 4

(𝑚+2)2
𝑦𝑚+2,

2𝑎0=𝛼+𝛽, 𝛿= 𝑎0+ 𝑖𝑏0, 𝑏0=− 𝛼0

𝑚+2
.
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В (18) значения 𝜏(𝑥) при 𝑥∈ (−∞,−1]∪ [1,+∞) в силу условий (4) известны, с учётом
этого формулу (19) преобразуем к виду

𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝑘2(1−𝛽0)𝑦1−𝛽0

1ˆ

−1

𝜏(𝑡)(𝑟20)
𝑎0−1 exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂
𝑑𝑡+𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑥∈R, 𝑦⩾ 0, (20)

где

𝐹 (𝑥, 𝑦)= 𝑘2(1−𝛽0)𝑦1−𝛽0

(︂ −1ˆ

−∞

𝜙1(𝑡)(𝑟
2
0)

𝑎0−1 exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂
𝑑𝑡+

+

+∞ˆ

1

𝜙2(𝑡)(𝑟
2
0)

𝑎0−1 exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂
𝑑𝑡

)︂
— известная функция.

Продифференцировав (20) по 𝑦 с учётом тождества

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑦1−𝛽0(𝑟20)

𝑎0−1exp

{︂
−2𝑏0arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂)︂
=
𝑚+2

2
𝑦−𝛽0

𝜕

𝜕𝑡

(︂
(𝑥−𝑡)(𝑟20)𝑎0−1exp

{︂
−2𝑏0arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂)︂
,

получим

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑘2(1−𝛽0)

𝑚+2

2
𝑦−𝛽0

1ˆ

−1

𝜏(𝑡)
𝜕

𝜕𝑡

[︂
(𝑥− 𝑡)(𝑟20)𝑎0−1 exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
𝑟0

}︂]︂
𝑑𝑡+

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
. (21)

Умножим обе части равенства (21) на 𝑦𝛽0 , затем перейдём к пределу при 𝑦→+0, далее
выполнив операцию интегрирования по частям, приходим к соотношению

𝜈(𝑥)=−𝑘2(1−𝛽0)
𝑚+2

2

1ˆ

−1

𝜏 ′(𝑡)

[︂
𝑥− 𝑡

|𝑥− 𝑡|2−2𝑎0
exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑥
|𝑡−𝑥|

}︂]︂
𝑑𝑡+Φ(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (22)

где

Φ(𝑥)= lim
𝑦→+0

𝑦𝛽0
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=−𝑘2(1−𝛽0)

𝑚+2

2

(︂
𝑒𝑏0𝜋

−1ˆ

−∞

𝜏 ′1(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−2𝑎0
−𝑒−𝑏0𝜋

+∞ˆ

1

𝜏 ′2(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡−𝑥)1−2𝑎0

)︂
.

Заметим, что соотношение (22) справедливо для всего промежутка 𝐼.
В силу (22), исключив 𝜈(𝑝(𝑥)) и 𝜈(𝑞(𝑥)) из соотношения (12), имеем

−𝜇0𝑘2(1−𝛽0)
𝑚+2

2
𝑎1−2𝑎0

1ˆ

−1

𝜏 ′(𝑡)

[︂
𝑝(𝑥)− 𝑡

|𝑝(𝑥)− 𝑡|2−2𝑎0
exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑝(𝑥)
|𝑡−𝑝(𝑥)|

}︂]︂
𝑑𝑡+

+𝜇1𝑘2(1−𝛽0)
𝑚+2

2
𝑏1−2𝑎0

1ˆ

−1

𝜏 ′(𝑡)

[︂
𝑞(𝑥)− 𝑡

|𝑞(𝑥)− 𝑡|2−2𝑎0
exp

{︂
−2𝑏0 arcsin

𝑡−𝑞(𝑥)
|𝑡−𝑞(𝑥)|

}︂]︂
𝑑𝑡=

= 𝛾
[︀
𝜇0𝐷

1−2𝑎0
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))−𝜇1𝐷1−2𝑎0

𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))
]︀
+Ψ2(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (23)

где
Ψ2(𝑥)=Ψ1(𝑥)−𝜇0𝑎1−2𝑎0Φ(𝑝(𝑥))+𝜇1𝑏

1−2𝑎0Φ(𝑞(𝑥)).
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С учётом неравенств −1 ⩽ 𝑝(𝑥) ⩽ 𝑐 и 𝑐 ⩽ 𝑞(𝑥) ⩽ 1 запишем интегро-дифференциальное
уравнение (23) в виде

−𝜇0𝑎1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
𝑝(𝑥)ˆ

−1

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑝(𝑥)− 𝑡)1−2𝑎0
+𝜇0𝑎

1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

𝑐ˆ

𝑝(𝑥)

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡−𝑝(𝑥))1−2𝑎0
+

+𝜇0𝑎
1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

𝑐

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡−𝑝(𝑥))1−2𝑎0
+𝜇1𝑏

1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
𝑐ˆ

−1

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑞(𝑥)− 𝑡)1−2𝑎0
+

+𝜇1𝑏
1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋

𝑞(𝑥)ˆ

𝑐

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑞(𝑥)− 𝑡)1−2𝑎0
−𝜇1𝑏1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

𝑞(𝑥)

𝜏 ′(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡−𝑞(𝑥))1−2𝑎0
=

= 𝛾0
[︀
𝜇0𝐷

1−2𝑎0
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))+𝜇1𝐷

1−2𝑎0
𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))

]︀
+Ψ3(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (24)

где 𝛾0=2𝛾/𝑘2(1−𝛽0)(𝑚+2), Ψ3(𝑥)= 2Ψ2(𝑥)/𝑘2(1−𝛽0)(𝑚+2).
В интегралах (24) с промежутками интегрирования (−1, 𝑝(𝑥)), (𝑝(𝑥), 𝑐), (−1, 𝑐) сделаем

замену переменной интегрирования 𝑡=𝑝(𝑠), а в интегралах с промежутками (𝑐, 𝑞(𝑥)), (𝑞(𝑥), 1)
и (𝑐, 1) — замену 𝑡= 𝑞(𝑠). Получим

−𝜇0𝑎2−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
𝑥ˆ

−1

𝜏 ′(𝑝(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑝(𝑥)−𝑝(𝑠))1−2𝑎0
+𝜇0𝑎

2−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

𝑥

𝜏 ′(𝑝(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑝(𝑠)−𝑝(𝑥))1−2𝑎0
+

+𝜇0𝑏𝑎
1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

−1

𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑞(𝑠)−𝑝(𝑥))1−2𝑎0
+𝜇1𝑎𝑏

1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
1ˆ

−1

𝜏 ′(𝑝(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑞(𝑥)−𝑝(𝑠))1−2𝑎0
+

+𝜇1𝑏
2−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋

1ˆ

𝑥

𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑞(𝑥)−𝑞(𝑠))1−2𝑎0
−𝜇1𝑏2−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

𝑥ˆ

−1

𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑞(𝑠)−𝑞(𝑥))1−2𝑎0
=

= 𝛾0
[︀
𝜇0𝐷

1−2𝑎0
−1,𝑥 𝜏(𝑝(𝑥))+𝜇1𝐷

1−2𝑎0
𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))

]︀
+Ψ3(𝑥), 𝑥∈ 𝐼. (25)

С учётом тождеств 𝑝(𝑥)−𝑝(𝑠) = 𝑎(𝑥−𝑠), 𝑞(𝑥)−𝑝(𝑠) = 1− 𝑏𝑥−𝑎𝑠, 𝑞(𝑥)− 𝑞(𝑠) = 𝑏(𝑠−𝑥) и
равенства 𝑎𝜏 ′(𝑝(𝑥))=−𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑥))+𝑓 ′(𝑥) из (7) уравнение (25) запишем в виде

𝜇0𝑒
𝑏0𝜋

𝑥ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑥−𝑠)1−2𝑎0
−𝜇0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

𝑥

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑠−𝑥)1−2𝑎0
+𝜇0𝑎

1−2𝛽𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑎𝑥−𝑏𝑠)1−2𝑎0
−

−𝜇1𝑏1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑏𝑥−𝑎𝑠)1−2𝑎0
+𝜇1𝑒

𝑏0𝜋

1ˆ

𝑥

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑠−𝑥)1−2𝑎0
−𝜇1𝑒−𝑏0𝜋

𝑥ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑥−𝑠)1−2𝑎0
=

= 𝛾0
[︀
𝜇0𝐷

1−2𝑎0
−1,𝑥 𝜏(𝑞(𝑥))+𝜇1𝐷

1−2𝑎0
𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))

]︀
+Ψ4(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (26)

где

Ψ4(𝑥)=Ψ3(𝑥)+𝜇0𝑒
𝑏0𝜋

𝑥ˆ

−1

𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠

(𝑥−𝑠)1−2𝑎0
−𝜇0𝑒−𝑏0𝜋

1ˆ

𝑥

𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠

(𝑥−𝑠)1−2𝑎0
−
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−𝜇1𝑏2−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
1ˆ

−1

𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠

(1−𝑏𝑥−𝑎𝑠)1−2𝑎0
+𝛾0𝜇0𝐷

1−2𝑎0
−1,𝑥 𝑓(𝑥).

К уравнению (26) применим оператор интегрирования дробного порядка Γ(1−2𝑎0)𝐷
2𝑎0−1
−1,𝑥 :

(𝜇0𝑒
𝑏0𝜋−𝜇1𝑒−𝑏0𝜋)

(︂ 𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥−𝑡)2𝑎0

𝑡ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑡−𝑠)1−2𝑎0

)︂
−(𝜇0𝑒

−𝑏0𝜋−𝜇1𝑒𝑏0𝜋)
(︂ 𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥−𝑡)2𝑎0

1ˆ

𝑡

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑠−𝑡)1−2𝑎0

)︂
+

+𝜇0𝑎
1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋

(︂ 𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑎𝑡−𝑏𝑠)1−2𝑎0

)︂
−

−𝜇1𝑏1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋
(︂ 𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑏𝑡−𝑎𝑠)1−2𝑎0

)︂
=

= 𝛾0Γ(1−2𝑎0)
[︀
𝜇0𝐷

2𝑎0−1
−1,𝑥 𝐷1−2𝑎0

−1,𝑥 𝜏(𝑞(𝑥))−𝜇1𝐷2𝑎0−1
−1,𝑥 𝐷1−2𝑎0

𝑥,1 𝜏(𝑞(𝑥))
]︀
+Ψ4(𝑥), 𝑥∈ 𝐼. (27)

В силу легко проверяемых тождеств

𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

𝑡ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑡−𝑠)1−2𝑎0
=−Γ(2𝑎0)Γ(1−2𝑎0)𝜏(𝑞(𝑥)),

𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

1ˆ

𝑡

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(𝑠−𝑥)1−2𝑎0
=−𝜋 ctg(2𝑎0𝜋)𝜏(𝑞(𝑥))−

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0 𝜏(𝑞(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑡−𝑥
,

𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑎𝑡−𝑏𝑠)1−2𝑎0
=

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+𝑎−𝑏𝑠

)︂1−2𝑎0 𝑏𝜏(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
,

𝑥ˆ

−1

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)2𝑎0

1ˆ

−1

𝑏𝜏 ′(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

(1−𝑏𝑡−𝑎𝑠)1−2𝑎0
=

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+𝑏−𝑎𝑠

)︂1−2𝑎0 𝑎𝜏(𝑞(𝑠)) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠

запишем уравнение (27) в виде

𝜏1(𝑥)−𝜆
1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0 𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡−𝑥
=𝜆1

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+𝜆2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+𝑅1[𝜏1]+Ψ5(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (28)

где 𝜏1(𝑥)= 𝜏(𝑞(𝑥)), 𝜆1=−𝜇0𝑎1−2𝑎0𝑒−𝑏0𝜋/𝜆0, 𝜆2=𝜇1𝑏
1−2𝑎0𝑒𝑏0𝜋/𝜆0,

𝑅1[𝜏1] =𝜆1

1ˆ

−1

[︂(︂
1+𝑥

1+𝑎−𝑏𝑠

)︂1−2𝑎0

−1

]︂
𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+𝜆2

1ˆ

−1

[︂(︂
1+𝑥

1+𝑏−𝑎𝑠

)︂1−2𝑎0

−1

]︂
𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠

— регулярный оператор, Ψ5(𝑥)=Ψ4(𝑥)/𝜆0 — известная функция.
Уравнение (28) является сингулярным интегральным уравнением с нефредгольмовым

оператором в правой части, так как в силу равенства 𝑎+𝑏= 1 ядра в точке (𝑥, 𝑠) = (1, 1)
имеют изолированные особенности первого порядка (они выделены отдельно).
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2.2. ВЫВОД И ИССЛЕДОВАНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВИНЕРА–ХОПФА

Запишем уравнение (28), считая пока его правую часть известной функцией, в виде

𝜏1(𝑥)−𝜆
1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0 𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡−𝑥
= 𝑔(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (29)

где

𝑔(𝑥)=𝜆1

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+𝜆2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+𝑅1[𝜏1]+Ψ5(𝑥), 𝑥∈ 𝐼. (30)

Теорема 3. Если функция 𝑔(𝑥)∈𝐿𝑝(𝐼), 𝑝>1, удовлетворяет условию Гёльдера при 𝑥∈ 𝐼,
то для решения 𝜏1(𝑥) уравнения (29) в классе функций 𝐻(𝐼) справедлива формула

𝜏1(𝑥)=
𝑔(𝑥)

1+𝜆2𝜋2
+

𝜆

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0−𝛿(︂1−𝑥
1− 𝑡

)︂𝛿 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
𝑡−𝑥

, (31)

где 𝛿=arctg(𝜆𝜋)/𝜋.
Схему доказательства теоремы 3 см. в [9, c. 41].
Подстановка (30) в (31) даёт

𝜏1(𝑥)=
𝜆1

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+

𝜆2
1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+

+
𝜆(1+𝑥)1−2𝑎0−𝛿(1−𝑥)𝛿

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛿+2𝑎0−1

(1− 𝑡)𝛿

(︂
𝜆1

1−𝑎𝑡−𝑏𝑠
+

𝜆2
1−𝑏𝑡−𝑎𝑠

)︂
𝑑𝑡

𝑡−𝑥
+

+𝑅2[𝜏1]+Ψ6(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (32)

где

𝑅2[𝜏1] =
1

1+𝜆2𝜋2
𝑅1[𝜏1]+

𝜆

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0−𝛿(︂1−𝑥
1− 𝑡

)︂𝛿𝑅1[𝜏1]

𝑡−𝑥
𝑑𝑡

— регулярный оператор,

Ψ6(𝑥)=
1

1+𝜆2𝜋2
Ψ5(𝑥)+

𝜆

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+ 𝑡

)︂1−2𝑎0−𝛿(︂1−𝑥
1− 𝑡

)︂𝛿Ψ5(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡−𝑥

— известная функция.
Вычислим внутренный интеграл 𝐴(𝑥, 𝑠) в (32):

𝐴(𝑥, 𝑠)=

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛿+2𝑎0−1

(1− 𝑡)𝛿

(︂
𝜆1

1−𝑏𝑠−𝑎𝑡
+

𝜆2
1−𝑎𝑠−𝑏𝑡

)︂
𝑑𝑡

𝑡−𝑥
. (33)
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В (33) рациональную часть подынтегрального выражения разложим на простые дроби
и запишем его в виде

𝐴(𝑥, 𝑠)=
𝜆1

1−𝑏𝑠−𝑎𝑥

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛿+2𝑎0−1

(1− 𝑡)𝛿

(︂
1

𝑡−𝑥
+

𝑎

1−𝑏𝑠−𝑎𝑡

)︂
𝑑𝑡+

+
𝜆2

1−𝑎𝑠−𝑏𝑥

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛿+2𝑎0−1

(1− 𝑡)𝛿

(︂
1

𝑡−𝑥
+

𝑏

1−𝑎𝑠−𝑏𝑡

)︂
𝑑𝑡. (34)

Вычислим несобственные интегралы в (34). Имеют место формулы [12]

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛼−1(1− 𝑡)𝛽−1

𝑡−𝑥
𝑑𝑡=

𝜋 ctg(𝛽𝜋)

(1+𝑥)1−𝛼(1−𝑥)1−𝛽
− 2𝛽−1𝐵(𝛼, 𝛽−1)

(1+𝑥)1−𝛼
𝐹

(︂
𝛼, 1−𝛽, 2−𝛽; 1−𝑥

2

)︂
,

1ˆ

−1

(1+ 𝑡)𝛼−1(1− 𝑡)𝛽−1

1−𝑏𝑠−𝑎𝑡
𝑑𝑡=

=
𝜋

sin(𝛽𝜋)

𝑏𝛽−1𝑎1−𝛼−𝛽

(1+𝑎+𝑏𝑠)1−𝛼

1

(1−𝑠)1−𝛽
+
𝐵(𝛼, 𝛽−1)

22−𝛼−𝛽𝑎
𝐹

(︂
2−𝛼−𝛽, 1, 2−𝛽;−𝑏(1−𝑠)

2𝑎

)︂
, (35)

гдe 𝐵(𝛼, 𝛽) — бета-функция Эйлера.
В силу (35) формулу (34) запишем как

𝐴(𝑥,𝑠)=
𝜆1

1−𝑏𝑠−𝑎𝑥

[︂
− 𝜋ctg(𝛿𝜋)

(1+𝑥)1−2𝑎0−𝛿(1−𝑥)𝛿
+

𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑏−𝛿𝑎1−2𝑎0

(1+𝑎+𝑏𝑠)1−2𝑎0−𝛿

1

(1−𝑠)𝛿
+𝑅(𝑏,𝑎;𝑥,𝑠)

]︂
+

+
𝜆2

1−𝑎𝑠−𝑏𝑥

[︂
− 𝜋ctg(𝛿𝜋)

(1+𝑥)1−2𝑎0−𝛿(1−𝑥)𝛿
+

𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑎−𝛿𝑏1−2𝑎0

(1+𝑏+𝑎𝑠)1−2𝑎0−𝛿

1

(1−𝑠)𝛿
+𝑅(𝑎,𝑏;𝑥,𝑠)

]︂
, (36)

где

𝑅(𝑎, 𝑏;𝑥, 𝑠)=
𝐵(𝛿+2𝑎0,−𝛿)

21−2𝑎0

[︂
𝐹

(︂
1−2𝑎0, 1, 1+𝛿;

1−𝑥
2

)︂
−𝐹

(︂
1−2𝑎0, 1, 1+𝛿;

−𝑎(1−𝑠)
2𝑏

)︂]︂
,

𝑅(𝑏, 𝑎;𝑥, 𝑠)/(1−𝑏𝑠−𝑎𝑥), 𝑅(𝑎, 𝑏;𝑥, 𝑠)/(1−𝑎𝑠−𝑏𝑥) — регулярные ядра.
В силу (36) уравнение (32) примет вид

𝜏1(𝑥)=
𝜆1(1−𝜆𝜋 ctg(𝛿𝜋))

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+
𝜆2(1−𝜆𝜋 ctg(𝛿𝜋))

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+

+
𝜆𝜆1𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑎1−2𝑎0

𝑏𝛿

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+𝑎+𝑏𝑠

)︂1−2𝑎0−𝛿(︂1−𝑥
1−𝑠

)︂𝛿 𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+

+
𝜆𝜆2𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑏1−2𝑎0

𝑎𝛿

1ˆ

−1

(︂
1+𝑥

1+𝑏+𝑎𝑠

)︂1−2𝑎0−𝛿(︂1−𝑥
1−𝑠

)︂𝛿 𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+𝑅2[𝜏1]+Ψ6(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (37)
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где

𝑅2[𝜏1] =𝑅1[𝜏1]+
𝜆𝜆1(1+𝑥)

1−2𝑎0−𝛿(1−𝑥)𝛿

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝑅(𝑏, 𝑎;𝑥, 𝑠)𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+

+
𝜆𝜆2(1+𝑥)

1−2𝑎0−𝛿(1−𝑥)𝛿

1+𝜆2𝜋2

1ˆ

−1

𝑅(𝑎, 𝑏;𝑥, 𝑠)𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠

— регулярный оператор.
Уравнение (37) с учётом равенства 1−𝜆𝜋 ctg(𝛿𝜋)= 0 запишем в виде

𝜏1(𝑥)=
𝜆𝜆1𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑎1−2𝑎0

𝑏𝛿

1ˆ

−1

(︂
1−𝑥
1−𝑠

)︂𝛿 𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+

+
𝜆𝜆2𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑏1−2𝑎0

𝑎𝛿

1ˆ

−1

(︂
1−𝑥
1−𝑠

)︂𝛿 𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠
+𝑅3[𝜏1]+Ψ6(𝑥), 𝑥∈ 𝐼, (38)

где

𝑅3[𝜏1] =𝑅2[𝜏1]+
𝜆𝜆1

sin(𝛿𝜋)

𝑎1−2𝑎0

𝑏𝛿

1ˆ

−1

[︂(︂
1+𝑥

1+𝑎+𝑏𝑠

)︂1−2𝑎0−𝛿

−1

]︂(︂
1−𝑥
1−𝑠

)︂𝛿 𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑎𝑥−𝑏𝑠
+

+
𝜆𝜆2

sin(𝛿𝜋)

𝑏1−2𝑎0

𝑎𝛿

1ˆ

−1

[︂(︂
1+𝑥

1+𝑎+𝑏𝑠

)︂1−2𝑎0−𝛿

−1

]︂
𝜏1(𝑠) 𝑑𝑠

1−𝑏𝑥−𝑎𝑠

— регулярный оператор.
Уравнение (38) относительно неизвестной функции 𝜏1(𝑥) не является фредгольмовым,

так как ядра этого уравнения имеют изолированные особенности первого порядка в точке
(𝑥, 𝑠) = (1, 1). С учётом равенств 1−𝑏𝑥−𝑎𝑠= 𝑏(1−𝑥)+𝑎(1−𝑠), 1−𝑎𝑥−𝑏𝑠= 𝑎(1−𝑥)+𝑏(1−𝑠)
в (38) сделаем замену переменных 𝑥=1−2𝑒−𝑦, 𝑠=1−2𝑒−𝑡 и введём обозначения [8]

𝜌(𝑦)= 𝑒−(1/2−𝛿)𝑦𝜏1(1−2𝑒−𝑦),

𝐾0(𝑥)=
√
2𝜋

(︂
𝜆*1

𝑘𝑒−𝑥/2+𝑒𝑥/2
+

𝜆*2
𝑒−𝑥/2+𝑘𝑒𝑥/2

)︂
, 𝑘=

𝑎

𝑏
,

𝜆*1=
𝜆𝜆1𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑎1−2𝑎0

𝑏1+𝛿
, 𝜆*2=

𝜆𝜆2𝜋

sin(𝛿𝜋)

𝑏−2𝑎0

𝑎𝛿
,

тогда оно примет вид

𝜌(𝑦)=
1√
2𝜋

+∞ˆ

0

𝐾0(𝑦− 𝑡)𝜌(𝑡) 𝑑𝑡=𝑅5[𝜌]+Ψ7(𝑦), 𝑦 ∈ [0,+∞), (39)

где 𝑅5[𝜌]=𝑒
−(1/2−𝛿)𝑦𝑅4[𝜌] — регулярный оператор, Ψ7(𝑦)=𝑒

−(1/2−𝛿)𝑦Ψ6(𝑦) — известная функ-
ция. Уравнение (39) является интегральным уравнением Винера–Хопфа [13, c. 56]. Функция
𝐾0(𝑥) имеет показательный порядок убывания на бесконечности, причём 𝐾 ′

0(𝑥)∈𝐶[0,+∞).
Следовательно, 𝐾0(𝑥)∈𝐿2∩𝐻𝛼 [13, c. 12].
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Теоремы Фредгольма для интегральных уравнений типа свёртки применимы лишь в
случае, когда индекс этих уравнений равен нулю. Индексом уравнения (39) будет индекс
выражения 1−𝐾∧(𝑥), взятый с обратным знаком: 𝜒=− Ind(1−𝐾∧(𝑥)) [13, c. 56], где

𝐾∧(𝑥)=
1√
2𝜋

+∞ˆ

−∞

𝑒−𝑖𝑥𝑡𝐾0(𝑡) 𝑑𝑡=

+∞ˆ

−∞

(︂
𝜆*1

𝑒𝑡/2+𝑘𝑒−𝑡/2
+

𝜆*2
𝑘𝑒𝑡/2+𝑒−𝑡/2

)︂
𝑒−𝑖𝑥𝑡 𝑑𝑡. (40)

Хорошо известно [10, c. 212], что

+∞ˆ

−∞

𝑒−𝑖𝑥𝑡 𝑑𝑡

𝑘𝑒𝑡/2+𝑒−𝑡/2
=

𝜋𝑒𝑖𝑥 ln 𝑘

√
𝑘 ch(𝜋𝑥)

. (41)

В силу равенства (41) из представления (40) легко получить

𝐾∧(𝑥)=
𝜋(𝜆*1+𝜆

*
2) cos(𝑥 ln 𝑘)√
𝑘 ch(𝜋𝑥)

− 𝑖𝜋(𝜆
*
1−𝜆*2) sin(𝑥 ln 𝑘)√

𝑘 ch(𝜋𝑥)
. (42)

Из (42) в силу условия (16) получим

𝜋(𝜆*1+𝜆
*
2)√

𝑘
=

𝜆𝜋2√
𝑘sin(𝛿𝜋)

(︂
𝜆1
𝑎1−2𝑎0

𝑏1+𝛿
+𝜆2

𝑏−2𝑎0

𝑎𝛿

)︂
=

−𝜆𝜋2
√
𝑏

𝜆0
√
𝑎sin(𝛿𝜋)

[︂
𝜇0

𝑎2−4𝑎0

𝑏1+𝛿𝑒𝑏0𝜋
−𝜇1

𝑏1−4𝑎0

𝑎𝛿𝑒−𝑏0𝜋

]︂
<1. (43)

В силу неравенства (43) из (42) следует неравенство Re(1−𝐾∧(𝑥))>0, причём Re𝐾∧(𝑥)=
=𝑂(1/ ch(𝜋𝑥)) для достаточно больши́х |𝑥|.

Заметим, что аргумент комплексной переменной 𝑧=𝑥+ 𝑖𝑦 равен arg 𝑧=arctg(𝑦/𝑥), если
Re 𝑧=𝑥> 0. Таким образом [13, c. 28], с учётом Re𝐾∧(±∞)= 0, Im𝐾∧(±∞)= 0 имеем

𝜒=− Ind(1−𝐾∧(𝑥))=− 1

2𝜋
[arg(1−𝐾∧(𝑥))]

⃒⃒+∞
−∞=

=− 1

2𝜋

[︂
arctg

Im(1−𝐾∧(𝑥))

Re(1−𝐾∧(𝑥))

]︂⃒⃒⃒⃒+∞

−∞
=− 1

2𝜋

[︂
arctg

0

1
−arctg

0

1

]︂
=0,

т.е. изменение аргумента выражения 1−𝐾∧(𝑥) на действительной оси, выраженное в полных
оборотах, равно нулю, индекс 𝜒=0. Следовательно, уравнение (39) однозначно редуцируется
к интегральному уравнению Фредгольма второго рода, которое однозначное разрешимо.
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ВВЕДЕНИЕ

Наноплазмонные структуры находят широкое применение в различных практических
приложениях, например, в медицине, биологии, солнечной энергетике, при разработке плаз-
монного нанолазера и др. В их основе лежит явление плазмонного резонанса (ПР), кото-
рый заключается в возрастании амплитуды поля вблизи структуры на несколько порядков
при определённой частоте внешнего возбуждения. Кроме того, плазмонные поля обладают
уникальным свойством, существенно отличающим их от фотонных: они концентрируются
вблизи структуры на расстояниях, намного превышающих рэлеевский предел. Именно эти
особенности в основном используются на практике.

Современные технологии позволяют синтезировать структуры заданных формы и со-
става с размерами металлических элементов менее 10 нм [1]. В этом случае в металле
начинают проявляться квантовые эффекты, такие как пространственная нелокальность,
выброс электронов за поверхность металла, затухание Ландау и туннельный эффект [2].
Классическая теория Максвелла не позволяет строго описывать оптические свойства подоб-
ных структур. Учёт подобных квантовых эффектов необходим для правильного понимания
принципов функционирования современных наноплазмонных устройств.

С целью описания объёмного эффекта пространственной нелокальности были разрабо-
таны гидродинамическая теория Друде и её обобщение — теория обобщённого нелокального
оптического отклика (GNOR) [3]. Она объясняет возникающие новые оптические эффек-
ты, которые могут существенно искажать картину, предсказанную классической теорией
Максвелла, например, такие как снижение амплитуды ПР и его сдвиг в область коротких
длин волн. Вместе с тем теория GNOR не допускает возможности выхода электронов за
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пределы металла. Это обстоятельство в значительной степени стимулировало поиск новой
теории, описывающей квантовые эффекты, оставаясь в рамках классической теории Макс-
велла. Она появилась в последние годы и получила название мезоскопической теории (МТ)
[4, 5]. МТ ориентирована на анализ поверхностных квантовых эффектов, для чего исполь-
зуются функции поверхностного отклика — параметры Фейбельмана, и позволяет описать
такие квантовые эффекты как выброс электронов за пределы металла и затухание Лан-
дау. Считается, что МТ является неким синтезом между чисто квантовым и классическим
описаниями происходящих явлений в наноплазмонике.

Нами разработан и реализован подход, позволяющий проводить анализ влияния поверх-
ностных квантовых эффектов на оптические характеристики рассеяния. В основу численного
метода положен метод дискретных источников (МДИ) [6, 7].

1. ПОСТАНОВКА ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ

Рассмотрим математическую постановку граничной задачи дифракции поля электромаг-
нитной плоской волны {E0,H0} на однородной осесимметричной плазмонной наночастице.
Пусть частица занимает область 𝐷𝑖 с гладкой замкнутой поверхностью 𝜕𝐷𝑖∈𝐶(2,𝛼), а неогра-
ниченную внешнюю область обозначим 𝐷𝑒. Будем предполагать, что все среды внутри и
вне этой поверхности являются немагнитными, а зависимость от времени выбрана в виде
exp{𝑗𝜔𝑡}. В этом случае математическая постановка задачи дифракции для полного поля
{E𝑖,H𝑖} внутри 𝐷𝑖 и рассеянного поля {E𝑒,H𝑒} во внешней области 𝐷𝑒 может быть записана
как [7]

∇×H𝑖,𝑒=−𝑗𝑘𝜀𝑖,𝑒E𝑖,𝑒, ∇×E𝑖,𝑒=−𝑗𝑘H𝑖,𝑒 в 𝐷𝑒,𝑖, (1)

n𝑖×(E𝑖(𝑃 )−E𝑒(𝑃 )−E0(𝑃 ))=−𝑑⊥n𝑖×∇{n𝑖 ·(E𝑖(𝑃 )−E𝑒(𝑃 )−E0(𝑃 ))}, 𝑃 ∈ 𝜕𝐷𝑖,

n𝑖×(H𝑖(𝑃 )−H𝑒(𝑃 )−H0(𝑃 ))=−𝑗𝜔𝑑‖{n𝑖× [D𝑖(𝑃 )−D𝑒(𝑃 )−D0(𝑃 )]}×n𝑖, (2)

lim
𝑟→∞

𝑟

(︂
√
𝜀𝑒E𝑒×

r

𝑟
−H𝑒

)︂
=0, 𝑟= |𝑀 | . (3)

Здесь 𝜀𝑖,𝑒 — диэлектрические проницаемости сред в областях 𝐷𝑖,𝑒, при этом Im 𝜀𝑒=0, Im 𝜀𝑖⩽0,
𝑘 = 𝜔/𝑐, 𝑑⊥, 𝑑‖ — параметры Фейбельмана, n𝑖 — единичная нормаль к поверхности 𝜕𝐷𝑖,
D𝑖,𝑒,0 — векторы электрического смещения. Параметры 𝑑⊥, 𝑑‖ представляют собой комплекс-
ные функции, зависящие от длины падающей волны; для плоского интерфейса 𝑦 = const
они определяются как

𝑑⊥(𝜔)=

´
𝜌(𝑥, 𝜔)𝑥 𝑑𝑥´
𝜌(𝑥, 𝜔) 𝑑𝑥

, 𝑑‖(𝜔)=

´
𝜕𝑥𝐽𝑦(𝑥, 𝜔)𝑥 𝑑𝑥´
𝜕𝑥𝐽𝑦(𝑥, 𝜔) 𝑑𝑥

,

где 𝜌(𝑥, 𝜔) — плотность индуцированных поверхностных зарядов, 𝐽𝑦(𝑥, 𝜔) — плотность по-
верхностных токов. Отметим, что для случая границы раздела сред металл–диэлектрик
параметр Фейбельмана 𝑑‖=0 [2]. Будем полагать, что граничная задача (1)–(3) имеет един-
ственное классическое решение. Для случая сферы это установлено в работе [8].

2. МЕТОД ДИСКРЕТНЫХ ИСТОЧНИКОВ

Метод дискретных источников является численно-аналитическим методом, в рамках ко-
торого приближённое решение строится на основе полей дискретных источников, удовле-
творяющих в аналитическом виде системе Максвелла (1) и условиям излучения (3) [6].
Соответствующие амплитуды дискретных источников (ДИ) определяются из мезоскопиче-
ских граничных условий (2). Следует подчеркнуть, что МДИ весьма удобен для решения
задачи рассеяния с мезоскопическими граничными условиями, так как поля вблизи поверх-
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ности частицы представляют собой аналитические функции и, следовательно, допускают
вычисление производных любого типа и порядка на её поверхности.

Прежде чем переходить к построению приближённого решения граничной задачи (1)–(3),
остановимся на некоторых фундаментальных результатах МДИ.

Теорема 1. Пусть задан рассеиватель 𝐷 с гладкой замкнутой поверхностью 𝑆∈𝐶(2,𝛼),
внутри 𝐷 выбраны начало координат и множество точек {𝑧𝑛}∞𝑛=1, расположенных на от-
резке оси 𝑂𝑧, при этом данное множество имеет хотя бы одну точку сгущения 𝑧0 (внутри
𝐷). Тогда системы “электрических” ∇×∇×{𝑌𝑚𝑛(𝑀)e𝜁} и “магнитных” ∇×{𝑌𝑚𝑛(𝑀)e𝜁}
векторных мультиполей полны и замкнуты в пространстве 𝐿𝜏

2(𝑆).
Здесь 𝑌𝑚𝑛(𝑀)=ℎ

(2)
𝑚 (𝑘𝑒𝑅𝑀𝑧𝑛)𝑃

𝑚
𝑚 (cos 𝜃𝑧𝑛) exp{𝑗𝑚𝜙} — мультиполи низшего порядка, рас-

пределённые по отрезку оси; e𝜁 — орты декартова базиса, 𝜁=𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝐿𝜏
2(𝑆)=𝐿2(𝑆)×𝐿2(𝑆) —

пространство функций, определённых в касательной плоскости.
Доказательство см. в работе [9, с. 948].
Следствие. Линейная комбинация полей электрических и магнитных мультиполей пол-

на и замкнута в пространстве 𝐿𝜏
2(𝑆) на поверхности 𝑆.

Доказательство этого утверждения очевидно: достаточно выписать уравнения замкну-
тости [10].

При рассмотрении осесимметричных структур в вычислительной схеме МДИ источники
как для внешнего {E𝑒,H𝑒}, так и для внутреннего {E𝑖,H𝑖} полей располагаются на оси
симметрии, а приближённое решение {E𝑁

𝑒 ,H
𝑁
𝑒 } представляет собой конечную сумму ряда

Фурье по азимутальной переменной 𝜙 [11]. С помощью разложения поля плоской волны
{E0,H0} в ряд Фурье по 𝜙 процедура удовлетворения граничным условиям (2) на поверх-
ности 𝜕𝐷𝑖 сводится к последовательным сшиваниям гармоник фурье-полей на образующей
поверхности вращения [6].

Будем рассматривать возбуждение осесимметричного рассеивателя 𝐷𝑖 с гладкой поверх-
ностью 𝜕𝐷𝑖 линейно-поляризованной плоской волной, распространяющейся под углом 𝜋−𝜃0
к оси 𝑂𝑧. Как известно, поле плоской волны можно построить на основе двух базовых
поляризаций 𝑃 и 𝑆:

E𝑃
0 =(E𝑥 cos 𝜃0+E𝑧 sin 𝜃0)𝜒(𝑥, 𝑧), H𝑃

0 =−
√
𝜀𝑒E𝑦𝜒(𝑥, 𝑧), (4)

E𝑆
0 =E𝑦𝜒(𝑥, 𝑧), H𝑆

0 =
√
𝜀𝑒(E𝑥 cos 𝜃0+E𝑧 sin 𝜃0)𝜒(𝑥, 𝑧), (5)

где 𝜒(𝑥, 𝑧)= exp
{︀
−𝑗𝑘𝑒(𝑥 sin 𝜃0−𝑧 cos 𝜃0)

}︀
, 𝑘𝑒= 𝑘

√
𝜀𝑒, (E𝑥,E𝑦,E𝑧) — декартов базис.

Очевидно, что эти поля ортогональны на поверхности вращения 𝜕𝐷𝑖. В этом легко
убедиться, используя разложение плоской волны в ряд Фурье вида

exp{−𝑗𝑘𝑒𝑥 sin 𝜃0}=
∞∑︁

𝑚=0

(2−𝛿0𝑚)(−𝑗)𝑚𝐽𝑚(𝑘𝑒𝜌 sin 𝜃0) cos (𝑚𝜙). (6)

Поскольку поверхность 𝜕𝐷𝑖 обладает осевой симметрией, то при распределении мульти-
полей на оси симметрии 𝑂𝑧 их линейная комбинация будет представлять конечную сумму
ряда Фурье по переменной 𝜙.

Введём в рассмотрение векторные потенциалы

A(1)
𝑚𝑛=𝑌𝑚𝑛 cos(𝑚𝜙)E𝑥−𝑌𝑚𝑛 sin(𝑚𝜙)E𝑦, A(2)

𝑚𝑛=𝑌𝑚𝑛 sin(𝑚𝜙)E𝑥+𝑌𝑚𝑛 cos(𝑚𝜙)E𝑦,

здесь (𝜌, 𝜙, 𝑧) — цилиндрические координаты, a

𝑌𝑚𝑛(𝑀)=ℎ(2)𝑚 (𝑘𝑒𝑅𝑀𝑧𝑛)

(︂
𝜌

𝑅𝑀𝑧𝑛

)︂𝑚
.

Легко видеть, что A
(1)
𝑚𝑛 и A

(2)
𝑚𝑛 ортогональны на поверхности 𝜕𝐷𝑖.
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Утверждение. Линейная комбинация полей электрических и магнитных мультиполей
вида B

(1,2)
𝑚𝑛 = 𝑐1∇×∇×A

(1)
𝑚𝑛+𝑐2∇×A

(2)
𝑚𝑛 ортогональна полю 𝑆-поляризованной плоской волны

на поверхности 𝜕𝐷𝑖, т.е.
´
𝜕𝐷𝑖

B1,2
𝑚𝑛E𝑆

0 𝑑𝜎=0.
Доказательство. Для доказательства достаточно подставить разложение плоской волны

(6) в выражение для поля (5), а векторные потенциалы A
(1,2)
𝑚𝑛 записать в виде

A(1)
𝑚𝑛=𝑌𝑚𝑛 cos((𝑚+1)𝜙)E𝜌−𝑌𝑚𝑛 sin((𝑚+1)𝜙)E𝜙, (7)

A(2)
𝑚𝑛=𝑌𝑚𝑛 sin((𝑚+1)𝜙)E𝜌+𝑌𝑚𝑛 cos((𝑚+1)𝜙)E𝜙, (8)

где (E𝜌,E𝜙,E𝑧) — базис цилиндрической системы координат. Утверждение доказано.
Аналогично может быть установлена ортогональность B

(2,1)
𝑚𝑛 полю E𝑃

0 .
Будем строить представления для полей в виде линейной комбинации электрических и

магнитных мультиполей раздельно для 𝑃 - и 𝑆-поляризаций на основе потенциалов (7), (8).
Представление для электрического поля в случае 𝑃 -поляризации примет вид

E𝑁
𝑒 =

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑁∑︁
𝑛=1

{︂
𝑝𝑒𝑚𝑛

𝑗

𝑘𝜀𝑒
∇×∇×A(1)

𝑚𝑛+𝑞
𝑒
𝑚𝑛

𝑗

𝜀𝑒
∇×A(2)

𝑚𝑛

}︂
+

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑟𝑒𝑛
𝑗

𝑘𝜀𝑒
∇×∇×A(3)

𝑛 ,

где A
(3)
𝑛 =𝑌0𝑛(𝑀, 𝑧𝑛)E𝑧. Появление последнего члена обусловлено независящей от 𝜙 состав-

ляющей по оси 𝑂𝑧.
Покажем полноту и замкнутость системы вертикальных электрических диполей, распо-

лагающихся на оси, в классе полей, не зависящих от 𝜙. В этом случае задача сводится к
скалярной задаче в полуплоскости [12, с. 27–29].

Лемма. Система {𝑌0𝑛(𝑀)}∞𝑛=1 замкнута в пространстве 𝐿2(𝛾), где 𝛾 — образующая
поверхности вращения 𝜕𝐷𝑖.

Доказательство. Предположим, что существует функция 𝑓(𝜂), не равная тождественно
нулю, для которой имеет место формула

Φ(𝑀)=
ˆ

𝜁

ℎ
(2)
0 (𝑘𝑒𝑅𝑀𝑧𝑛)𝑓(𝜂) 𝑑𝑙=0, 𝑛=0, 1, . . .

Напомним, что {𝑧𝑛}∞𝑛=1 имеет точку сгущения 𝑧0 внутри 𝐷𝑖, выберем в ней начало коорди-
нат. Тогда существует такая окрестность 𝑔 этой точки 𝑧0, которая целиком лежит внутри
𝐷𝑖. В окрестности 𝑔 функция Φ(𝑀) удовлетворяет уравнению Гельмгольца и имеет место
представление

Φ(𝑀)=
∞∑︁
𝑙=0

𝑎𝑙𝑗𝑙(𝑘𝑒𝑟)𝑃𝑙(cos 𝜃).

Опустим точку M на ось 𝑧, полагая при этом cos 𝜃=1. Тогда

Φ(𝑀)=
∞∑︁
𝑙=0

𝑎𝑙𝑗𝑙(𝑘𝑒𝑧).

Устремляя 𝑧 к нулю, будем иметь 𝑎0=0. Далее, поделив оставшийся ряд на 𝑧 и устремив
𝑧 к нулю, последовательно получим, что все 𝑎𝑙 =0, 𝑙=0, 1, . . . Следовательно, Φ(𝑀)≡ 0 на
всём отрезке оси 𝑧. Доказательство завершается использованием результатов теоремы 2
из [11].
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Суммируя изложенное выше, сформулируем следующий основной результат.
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда поле 𝑃 поляризованной плос-

кой волны (4) для любого угла падения 𝜃0 на поверхности вращения 𝜕𝐷𝑖 может быть
приближено с любой точностью полями мультиполей в пространстве 𝐿𝜏

2(𝜕𝐷𝑖), т.е. для
любого 𝛿 > 0 существуют 𝑁 и такие коэффициенты {𝑝𝑒𝑚𝑛, 𝑞

𝑒
𝑚𝑛, 𝑟

𝑒
𝑛}, что

‖e𝑁𝑒 −e𝑃0 ‖𝐿𝜏
2 (𝜕𝐷𝑖)⩽ 𝛿.

Замечание. Аналогично строится представление для внутреннего поля в 𝐷𝑖 [11].
Таким образом, приближённое решение в рамках МДИ может быть записано в виде [7]

(︃
E𝑁

𝜉

H𝑁
𝜉

)︃
=

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑁𝜉
𝑚∑︁

𝑛=1

{︁
𝑝𝜉𝑚𝑛

↔
R𝜉

1A
(1)𝜉
𝑚𝑛 +𝑞𝜉𝑚𝑛

↔
R𝜉

2A
(2)𝜉
𝑚𝑛

}︁
+

𝑁𝜉
𝑚∑︁

𝑛=1

𝑟𝜉𝑛
↔
R𝜉

1A
(3)𝜉
𝑚𝑛 , 𝜉= 𝑒, 𝑖. (9)

Здесь
↔
R𝜉

1=

(︃
𝑗

𝑘𝜀𝜉
∇×∇×

− 1
𝜀𝜉
∇×

)︃
,

↔
R𝜉

2=

(︃
1
𝜀𝜉
∇×

𝑗
𝑘𝜀𝜉

∇×∇×

)︃
,

A(1)𝜉
𝑚𝑛 = {𝑌 𝜉

𝑚(𝜂, 𝑧′) cos((𝑚+1)𝜙), −𝑌 𝜉
𝑚(𝜂, 𝑧′) sin((𝑚+1)𝜙), 0},

A(2)𝜉
𝑚𝑛 = {𝑌 𝜉

𝑚(𝜂, 𝑧′) sin((𝑚+1)𝜙), 𝑌 𝜉
𝑚(𝜂, 𝑧′) cos((𝑚+1)𝜙), 0},

A(3)𝜉
𝑚𝑛 = {0, 0, 𝑌 𝜉

0 (𝜂, 𝑧
′)}, 𝜂=(𝜌, 𝑧),

𝑌 𝑒
𝑚(𝜂, 𝑧′)=ℎ(2)𝑚 (𝑘𝑒𝑅𝜂𝑧′)

(︂
𝜌

𝑅𝜂𝑧′

)︂𝑚
, 𝑌 𝑖

𝑚(𝜂, 𝑧′)= 𝑗𝑚(𝑘𝑖𝑅𝜂𝑧′)

(︂
𝜌

𝑅𝜂𝑧′

)︂𝑚
,

(𝜌, 𝜙, 𝑧) — цилиндрические координаты, 𝑧′ — точка источника, располагающегося на оси
вращения 𝑂𝑧 внутри 𝐷𝑖, ℎ

(2)
𝑚 — сферическая функция Ханкеля, удовлетворяющая условиям

излучения, 𝑗𝑚 — сферическая функция Бесселя. Легко видеть, что приближённое решение
(9) удовлетворяет системе уравнений Максвелла (1) и условиям излучения (3).

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ

Рассмотрим сначала локальный случай (𝑑⊥ = 0). Отметим, что векторные потенциалы
A

(2,3)𝜉
𝑚𝑛 выбраны таким образом, чтобы согласовать их зависимость от азимутальной пере-

менной 𝜙 с зависимостью фурье-гармоник плоской волны (6) после разложения поля в ряд
Фурье. Это обстоятельство позволяет свести задачу аппроксимации поля плоской волны
на поверхности вращения к задаче аппроксимации фурье-гармоник полей на образующей
поверхности вращения [6]. Таким образом, соответствие между гармониками Фурье на об-
разующей поверхности вращения может быть записано в виде⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑊 𝑖
𝑚 𝑋𝑖

𝑚 −𝑊 𝑒
𝑚 −𝑋𝑒

𝑚

𝑈 𝑖
𝑚 𝑉 𝑖

𝑚 −𝑈 𝑒
𝑚 −𝑉 𝑒

𝑚

−𝑋𝑖
𝑚 𝑊 𝑖

𝑚 𝑋𝑒
𝑚 −𝑊 𝑒

𝑚

−𝑉 𝑖
𝑚 𝑈 𝑖

𝑚 𝑉 𝑒
𝑚 −𝑈 𝑒

𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝𝑖𝑚

𝑞𝑖𝑚

𝑝𝑒𝑚

𝑞𝑒𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜏 ·E0

𝑚

E𝜙 ·E0
𝑚

𝜏 ·H0
𝑚

E𝜙 ·H0
𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, 𝑚=0, 1, 2, . . . (10)
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Строки матрицы соответствуют компонентам полей 𝐸𝜏 , 𝐸𝜙, 𝐻𝜏 , 𝐻𝜙, где 𝜏 =(𝛼, 0, 𝛽) — еди-
ничный касательный вектор к образующей поверхности 𝜕𝐷𝑖. Соответствующие матричные
элементы определяются по формулам

𝑊 𝜉
𝑚=

𝑗

𝑘𝜀𝜉

[︂
𝛼𝑘2𝜉 (𝑌

𝜉
𝑚+2+𝑌

𝜉
𝑚)−𝛼𝑘𝜉

𝑚+1

𝜌
𝑌 𝜉
𝑚+1+𝛽𝑘

2
𝜉

𝑧−𝑧′

𝜌
𝑌 𝜉
𝑚+2

]︂
, 𝑋𝜉

𝑚=
𝑘𝜉
𝜀𝜉
𝑌 𝜉
𝑚+1

[︂
𝛼
𝑧−𝑧′

𝜌
−𝛽
]︂
,

𝑈 𝜉
𝑚=

𝑗

𝑘𝜀𝜉

[︂
𝑚+1

𝜌
𝑘𝜉𝑌

𝜉
𝑚+1−𝑘

2
𝜉𝑌

𝜉
𝑚

]︂
, 𝑉 𝜉

𝑚=
𝑘𝜉
𝜀𝜉

𝑧−𝑧′

𝜌
𝑌 𝜉
𝑚+1.

Компоненты в правой части (10) записываются как

𝜏 ·E0
𝑚= 𝑒𝑚{𝛼 cos 𝜃0𝑆

−
𝑚−2𝑗𝛽 sin 𝜃0𝐽𝑚+1(𝜅)},

E𝜙 ·E0
𝑚= 𝑒𝑚 cos 𝜃0𝑆

+
𝑚, 𝜏 ·H0

𝑚=−𝑒𝑚𝛼𝑛𝑒𝑆+
𝑚, E𝜙 ·H0

𝑚=−𝑒𝑚𝑛𝑒𝑆−
𝑚,

где
𝑆±
𝑚= 𝐽𝑚(𝜅)±𝐽𝑚+2(𝜅), 𝜅= 𝑘𝑒𝜌 sin 𝜃0, 𝑒𝑚=(−𝑗)𝑚 exp{𝑗𝑘𝑒𝜌 cos 𝜃0}, 𝑛𝑒=

√
𝜀𝑒.

Рассмотрим независящую от 𝜙 гармонику, соответствующую последнему слагаемому в
представлении для полей (9). Отметим, что она вносит основной вклад в поле дифракции
для угла падения плоской волны 𝜃0=90∘. В данном случае матрица будет иметь вид(︃

𝑊 𝑖 −𝑊 𝑒

𝑈 𝑖 −𝑈 𝑒

)︃(︃
𝑟𝑖

𝑟𝑒

)︃
=

(︃
𝜏 ·E0

E𝜙 ·H0

)︃
, (11)

соответствующие элементы матрицы

𝑊 𝜉 =
𝑗

𝑘𝜀𝜉

[︂
𝛼𝑘2𝜉

𝑧−𝑧′

𝜌
𝑌 𝜉
2 −𝛽

(︂
1

𝜌
𝑘2𝜉𝑌

𝜉
1 +

(︂
𝑧−𝑧′

𝜌

)︂2
𝑘2𝜉𝑌

𝜉
2 +𝑘2𝜉𝑌

𝜉
0

)︂]︂
, 𝑈 𝜉 = 𝑘𝜉𝑌

𝜉
1 ,

а
𝜏 ·E0= 𝑒0[𝑗𝛼 cos 𝜃0𝐽1(𝜅)−𝛽 sin 𝜃0𝐽0(𝜅)], E𝜙 ·H0=−𝑗𝑒0𝐽1(𝜅).

Перейдём теперь к анализу мезоскопического граничного условия

n𝑖×(E𝑖(𝑃 )−E𝑒(𝑃 )−E𝑃
0 (𝑃 ))=−𝑑⊥n𝑖×∇{n𝑖 ·(E𝑖(𝑃 )−E𝑒(𝑃 )−E𝑃

0 (𝑃 ))}, 𝑃 ∈ 𝜕𝐷𝑖.

Перепишем его в виде

n𝑖×B+𝑑⊥n𝑖×∇{n𝑖 ·B}=0, B=E𝑖−E𝑒−E𝑃
0 .

Оно также может быть записано в виде двух скалярных уравнений:

𝜏 ·B+𝑑⊥
𝜕

𝜕𝜏
(n𝑖 ·B)= 0, E𝜙 ·B+𝑑⊥

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙
(n𝑖 ·B)= 0. (12)

Учитывая специфическую зависимость поля E от переменной 𝜙 для гармоник 𝑚=0, 1, 2, . . . ,
последнее соотношение принимает вид

E𝜙 ·B−𝑑⊥
𝑚+1

𝜌
n𝑖 ·B=0. (13)

Из сказанного выше ясно, что добавки за счёт параметра Фейбельмана возникают только
в первой и второй строках матрицы (10).
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Вычисления организуем следующим образом.
1. В (13) необходимо найти n𝑖 ·E𝜉. Для этого в представлении 𝑊 𝜉

𝑚 достаточно выполнить
замену 𝜏 = (𝛼, 0, 𝛽), n = (𝛽, 0,−𝛼) и умножить на 𝑑⊥(𝑚+1)/𝜌. Аналогично поступаем с
добавкой к правой части 𝜏 ·E0

𝑚.
2. В первом соотношении (12) используем выражение для 𝑊 𝜉

𝑚, полученное на предыдущем
этапе. При вычислении касательной производной 𝜕/𝜕𝜏 следует учесть, что для элементов
матрицы имеют место соотношения

𝜕

𝜕𝜌
𝑌 𝜉
𝑚=

𝑚

𝜌
𝑌 𝜉
𝑚−𝑘𝜉𝑌 𝜉

𝑚+1,
𝜕

𝜕𝑧
𝑌 𝜉
𝑚=−𝑘𝜉

𝑧−𝑧′

𝜌
𝑌 𝜉
𝑚+1.

Аналогично вычисляется добавка к правой части E𝜙 ·E0
𝑚.

3. Такие же преобразования проводятся со второй строкой матрицы (11).
Для определения неизвестных амплитуд дискретных источников p= {𝑝𝑖𝑚, 𝑞𝑖𝑚, 𝑝𝑒𝑚, 𝑞𝑒𝑚} ис-

пользуем обобщённый метод коллокаций [13], поточечно сшивая гармоники фурье-полей на
образующей поверхности вращения. При этом количество точек коллокации 𝐿 остаётся оди-
наковым для всех гармоник Фурье, а число дискретных источников 𝑁 𝜉

𝑚 может быть разным
для внутреннего и внешнего полей и зависит от номера гармоники 𝑚. Как правило, выпол-
няется соотношение 𝑁 𝑖

𝑚+𝑁 𝑒
𝑚<𝐿, т.е. системы (10), (11) оказываются переопределёнными.

Вектор амплитуд ДИ вычисляется с помощью факторизации матрицы с последующим вычис-
лением псевдорешения [14, с. 78–80]. Определив амплитуду ДИ, можно проверить точность
полученного приближённого решения посредством вычисления невязки полей на поверхно-
сти рассеивателя. Невязка, вычисляемая в точках, промежуточных по отношению к точкам
коллокации, служит надёжным критерием сходимости приближённого решения [13].

При проведении расчётов нас будет интересовать сечение экстинкции, которое показывает,
какая часть энергии плоской волны уходит на рассеяние и поглощение частицей. Сечение
экстинкции вычисляется по диаграмме направленности рассеянного поля [15, с. 130–131],
компоненты которой применительно к решению (9) принимают вид

𝐹𝜃(𝜃, 𝜙)= 𝑗𝑘𝑒

𝑀∑︁
𝑚=0

(𝑗 sin 𝜃)𝑚 cos((𝑚+1)𝜙)

𝑁𝑒
𝑚∑︁

𝑛=1

(𝑝𝑒𝑚𝑛 cos 𝜃+𝑞
𝑒
𝑚𝑛) exp{𝑗𝑘𝑒𝑧𝑒𝑛 cos 𝜃}−

−𝑗𝑘𝑒 sin 𝜃
𝑁𝑒

0∑︁
𝑛=1

𝑟𝑒𝑛 exp {𝑗𝑘𝑒𝑧𝑒𝑛 cos 𝜃},

𝐹𝜙(𝜃, 𝜙)=−𝑗𝑘𝑒
𝑀∑︁

𝑚=0

(𝑗 sin 𝜃)𝑚 sin((𝑚+1)𝜙)

𝑁𝑒
𝑚∑︁

𝑛=1

(𝑝𝑒𝑚𝑛+𝑞
𝑒
𝑚𝑛 cos 𝜃) exp{𝑗𝑘𝑒𝑧𝑒𝑛 cos 𝜃}.

Сечение экстинкции в этом случае находится как

𝜎ext(𝜃0)=−4𝜋

𝑘𝑒
Im𝐹𝜃(𝜋−𝜃0, 𝜋). (14)

Отметим, что согласно результатам [16] сечение рассеяния, входящее в сечение экстинкции,
также может быть представлено в аналитическом виде.

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Будем рассматривать частицы сфероидальной формы (“нанорисинки”), расположенные во
внешней прозрачной среде — стекле с показателем преломления 𝑛𝑒=1.52. В качестве веществ
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выберем плазмонные металлы — золото (Au) и серебро (Ag). Для того чтобы определить
значение параметра Фейбельмана, будем использовать аналитическое выражение [17]

𝑑⊥(𝜔)=−𝑗 𝜀𝑖𝜀𝑒
𝜀𝑖−𝜀𝑒

𝛽

𝜔𝑝
√
𝜀𝑏

(︂
𝜀𝑏
𝜀𝑖

−1

)︂3/2
.

Здесь 𝜀𝑏 = 𝜀𝑖+𝜔
2
𝑝/(𝜔

2−𝑗𝛾𝜔), 𝜔𝑝 — плазменная частота металла, 𝛽2 =3𝑣2F/5, 𝑣F — скорость
Ферми, 𝛾 — скорость затухания Друде. Результаты расчёта по этой формуле хорошо корре-
лируют с экспериментальными значениями, полученными для случая интерфейса “золото”
или “серебро–вакуум” [18].

Квантовые параметры для золота и серебра выберем в соответствии с [19]:
Au: ℏ𝜔𝑝=9.02 эВ, ℏ𝛾=0.071 эВ, 𝑣F=1.39 ·1012 мкм/с.
Ag: ℏ𝜔𝑝=8.99 эВ, ℏ𝛾=0.025 эВ, 𝑣F=1.39 ·1012 мкм/с.
Кроме сечения экстинкции (14) нас будет интересовать интегральный коэффициент уси-

ления (КУ) поля на поверхности частицы 𝐹 (𝜆), наиболее ярко демонстрирующий различия
во влиянии поверхностных и объёмных эффектов на характеристики рассеяния [7]:

𝐹 (𝜆)=

´
𝜕𝐷𝑖

|E𝑒
𝑁 +E0|2 𝑑𝜎
´

𝜕𝐷𝑖

|E0|2 𝑑𝜎
. (15)

На рис. 1 приведены значения сечения экстинкции для золотой сферы диаметром 𝐷=
=10 нм со значениями параметра Фейбельмана 𝑑⊥=±0.5 нм. Кривые демонстрируют резуль-
таты, полученные с помощью МДИ, а точки — результаты теории Ми [8] c использованием
граничных условий MT. Отметим полное соответствие результатов МДИ и теории Ми. Для
сравнения приведены также результаты, соответствующие локальному случаю (LRA) 𝑑⊥=0
(кривая 3 ). В то же время наблюдается существенное различие между графиками, соответ-
ствующими ненулевым значениям параметра Фейбельмана: при 𝑑⊥=+0.5 нм максимальное
значение функции кривой оказывается почти вдвое больше, чем у функции кривой LRA,
при этом максимум смещается в сторону длинных волн; при 𝑑⊥=−0.5 нм график, наоборот,
имеет сниженное значение максимума, который при этом сдвигается в сторону коротких
волн. Подобная ситуация не является неожиданной, так как при положительных значениях
𝑑⊥ электронное облако “выходит” за поверхность частицы, увеличивая её объём, в то время
как отрицательные значения 𝑑⊥ означают “вдавливание” облака внутрь частицы, что как
бы уменьшает её размер. Следует отметить, что благородные металлы (Au, Ag, Pt) характе-
ризуются отрицательными значениями действительной части параметров Фейбельмана [18].

На рис. 2 приведены результаты расчётов для сечения экстинкции (14) золотых вытя-
нутых сфероидов эквиобъёмного диаметра 𝐷=10 нм с соотношением осей 𝑟=2, 3 при угле
падения волны 𝜃0=90∘. Видно, что при увеличении вытянутости частицы с сохранением её
объёма растёт соотношение между площадью поверхности и объёмом. Сравнение влияния
объёмных (GNOR) и поверхностных (MT) эффектов показывает существенные различия в
амплитудах ПР — в более чем два раза, причём если сдвиг в область коротких волн для
MT составляет 10 нм, то для GNOR он близок к 20 нм.

Ещё большее различие в проявлениях поверхностных и объёмных эффектов можно на-
блюдать при анализе КУ ближнего поля (15) на рис. 3, а для таких же сфероидов — в
амплитудах достигает пяти раз при тех же сдвигах в спектральной области, что на рис. 2.
Это обстоятельство не является неожиданным, так как представленные результаты отно-
сятся непосредственно к ближнему полю. Значительное влияние поверхностных эффектов
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Рис. 1. Сечение экстинкции золотой сферы:
1, 2 — 𝑑=−0.5 нм; 3 — 𝑑=0 нм; 4, 5 — 𝑑=+0.5 нм.

Рис. 2. Сечение экстинкции вытянутых золотых
сфероидов: 1–3 — 𝑟=2; 1′–3 ′ — 𝑟=3; 1, 1′ — LRA;
2, 2 ′ — GNOR; 3, 3 ′ — МТ.

Рис. 3. Коэффициент усиления поля на поверхности вытянутых золотых (а) и серебряных (б )
сфероидов: 1–3 — 𝑟=2; 1′–3 ′ — 𝑟=3; 1, 1′ — LRA; 2, 2 ′ — GNOR; 3, 3 ′ — МТ.

можно также наблюдать на рис. 3, б, где построены кривые КУ для аналогичных серебря-
ных частиц. В этом случае различие в амплитудах GNOR и MT становится ещё больше и
достигает 30 раз при сдвиге в спектральной области — около 10 нм для MT и 35 нм для
GNOR.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Поскольку MT появилась недавно, авторы имеющихся публикаций рассматривают лишь
частицы сферической формы, для которых существует аналитическое решение на основе
теории Ми [8]. Вместе с тем в наноплазмонике зачастую применяются и общие подходы,
связанные с использованием поверхностных интегральных уравнений [20]. В методе поверх-
ностных интегральных уравнений применительно к граничной задаче (1)–(3) возможно, за
счёт поверхностной дивергенции, получение уравнения с более сильной, чем в классическом
локальном случае [21], особенностью в ядре.
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Сформулируем основные результаты работы.
1. На основе обобщения метода дискретных источников разработан и реализован чис-

ленный метод решения задач дифракции плоской волны на плазмонных наночастицах, рас-
положенных в плотной внешней среде, в котором используются мезоскопические граничные
условия, позволяющие моделировать поверхностные квантовые эффекты в наночастицах.
Представлено обоснование метода, подробно описана его вычислительная схема.

2. Обобщённый метод применён к анализу плазмонных “нанорисинок”. Проведён сравни-
тельный анализ влияния объёмных и поверхностных эффектов на рассеивающие свойства
наночастиц. Установлено существенное (в десятки раз по амплитуде) различие в проявлениях
объёмных и поверхностных эффектов, особенно заметное в случае вытянутых сфероидаль-
ных частиц при анализе полей вблизи их поверхностей. Обнаружен значительный сдвиг в
спектральной области.
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A numerical method for solving the diffraction boundary problem for the system of Maxwell’s equa-
tions with mesoscopic boundary conditions has been developed and implemented. It is based on the
discrete source method. A numerical analysis of the influence of surface quantum effects on the optical
characteristics of plasmonic nanoparticles is carried out. It has been established that surface effects
have a significant impact on the field characteristics, and the results differ significantly from the case
of volumetric effects.

Keywords: discrete source method, mesoscopic boundary condition, plasmon resonance.

FUNDING

This work was carried out with financial support from the Ministry of Science and Higher Education of the
Russian Federation within the framework of the program of the Moscow Center for Fundamental and Applied
Mathematics under agreement no. 075-15-2022-284.

REFERENCES

1. Shi, H., Zhu, X., Zhang, S. [et al.], Plasmonic metal nanostructures with extremely small features: new effects,
fabrication and applications, Nanoscale Adv., 2021, vol. 3, pp. 4349–4369.

2. Stamatopoulou, P.E. and Tserkezis, C., Finite-size and quantum effects in plasmonics: manifestations and theo-
retical modelling [Invited], Optical Materials Express, 2022, vol. 12, no. 5, pp. 1869–1893.

3. Mortensen, N.A., Raza, S., Wubs, M. [et al.], A generalized non-local optical response theory for plasmonic
nanostructures, Nat. Commun., 2014, art. 5:3809.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 8 2024



ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ 1111

4. Mortensen, N.A., Mesoscopic electrodynamics at metal surfaces, Nanophotonics, 2021, vol. 10, pp. 2563–2616.
5. Yang, F. and Ding, K., Transformation optics approach to mesoscopic plasmonics, Phys. Rev. B., 2022, vol. 105,

art. L121410.
6. Eremin, Yu.A. and Sveshnikov, A.G., Semi-classical models of quantum nanoplasmonics based on the discrete

source method (review), Computat. Math. Math. Phys., 2021, vol. 61, no. 4, pp. 564–590.
7. Eremin, Yu.A. and Lopushenko, V.V., Analysis of quantum effects on optical characteristics of plasmonic

nanoparticles based on the discrete sources method, Computat. Math. Math. Phys., 2023, vol. 63, no. 11,
pp. 2139–2149.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть R обозначает числовую прямую, Λ=(0,+∞), Λ=[0,+∞), 𝑉 — вещественное беско-
нечномерное гильбертово пространство с нормой ‖·‖. Определим симметричные билинейные
формы 𝑎 : 𝑉 ×𝑉 →R, 𝑏 : 𝑉 ×𝑉 →R и 𝑐 : 𝑉 ×𝑉 →R, удовлетворяющие условиям:

1) для любого элемента 𝑣∈𝑉 и фиксированных положительных констант 𝛼1 и 𝛼2 спра-
ведливы соотношения положительной определённости и ограниченности

𝛼1‖𝑣‖2⩽ 𝑎(𝑣, 𝑣)⩽𝛼2‖𝑣‖2;

2) для любого ненулевого элемента 𝑣 ∈ 𝑉 выполняется неравенство положительности
𝑏(𝑣, 𝑣)> 0;

3) для слабо сходящейся последовательности 𝑣𝑖 в пространстве 𝑉 при 𝑖→∞ к некоторому
элементу 𝑣 ∈𝑉 (𝑣𝑖⇀𝑣) имеет место сходимость 𝑏(𝑣𝑖, 𝑣𝑖)→ 𝑏(𝑣, 𝑣) при 𝑖→∞;

4) справедливо представление 𝑐(𝑢, 𝑣)=𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) для любых элементов 𝑢, 𝑣∈𝑉, где 𝑓 : 𝑉 →
→R — линейный ограниченный функционал, такой что codim𝑉0=1, 𝑉0={𝑣 : 𝑣∈𝑉, 𝑓(𝑣)=0}.

В работе изучается класс математических моделей нагруженных механических систем
[1–3], которые формулируются в виде следующей параметрической задачи на собственные
значения в гильбертовом пространстве.

Задача 1. При фиксированных 𝜉, 𝜇∈Λ найти 𝜆=𝜆(𝜉, 𝜇)∈R и 𝑢=𝑢(𝜉, 𝜇)∈𝑉 ∖{0} такие,
что

𝑎(𝑢, 𝑣)+𝜉𝑐(𝑢, 𝑣)=𝜆(𝑏(𝑢, 𝑣)+𝜇𝑐(𝑢, 𝑣)), 𝑣 ∈𝑉.
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Для данного класса математических моделей гильбертово пространство 𝑉 определяется
как прямое произведение пространств Соболева [4, 5]. Физические параметры задачи 𝜉, 𝜇∈Λ
задают параметры нагружения механической системы конструкция–груз–опора, 𝜇 — масса
присоединённого груза, 𝜉 — коэффициент упругости опоры присоединённого груза. Собствен-
ные значения задачи 𝜆=𝜆(𝜉, 𝜇) определяют резонансные частоты колебаний, а собственные
элементы задачи 𝑢=𝑢(𝜉, 𝜇) — резонансные формы колебаний.

Чтобы исследовать асимптотические свойства решений на границе интервала Λ, введём
следующие вспомогательные задачи.

Задача 2. Найти число 𝜈 ∈R и элемент 𝑤∈𝑉0 ∖{0} такие, что

𝑎(𝑤, 𝑣)= 𝜈𝑏(𝑤, 𝑣), 𝑣 ∈𝑉0.

Задача 3. При фиксированных значениях 𝜉 ∈Λ и 𝜇∈Λ найти 𝜈0 = 𝜈0(𝜉, 𝜇)∈R и 𝑤0 =
=𝑤0(𝜉, 𝜇)∈𝑉 ∖{0} такие, что

𝑎(𝑤0, 𝑣)+𝜉 𝑐(𝑤0, 𝑣)= 𝜈0 𝜇 𝑐(𝑤0, 𝑣), 𝑣 ∈𝑉.

Задача 4. Найти элемент 𝑣0 ∈𝑉 такой, что

𝑎(𝑣0, 𝑣)= 𝑓(𝑣), 𝑣 ∈𝑉. (1)

Существуют [6] конечнократные собственные значения 𝜆𝑘=𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=0, 1, . . ., задачи 1,
занумерованные в порядке неубывания (𝜆𝑘 →∞, 𝑘→∞), и соответствующие ортонормиро-
ванные собственные элементы 𝑢𝑘=𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=0, 1, . . ., такие, что 𝑎(𝑢𝑖, 𝑢𝑗)+𝜉 𝑐(𝑢𝑖, 𝑢𝑗)=𝜆𝑖𝛿𝑖𝑗 ,
𝑏(𝑢𝑖, 𝑢𝑗)+𝜇 𝑐(𝑢𝑖, 𝑢𝑗)= 𝛿𝑖𝑗 , где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера, 𝑖, 𝑗=0, 1, . . .

Существуют [6] конечнократные собственные значения 𝜈𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . ., задачи 2, зану-
мерованные в порядке неубывания (𝜈𝑘 →∞, 𝑘→∞), и соответствующие ортонормирован-
ные собственные элементы 𝑤𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . ., такие, что 𝑎(𝑤𝑖, 𝑤𝑗) = 𝜈𝑖𝛿𝑖𝑗 , 𝑏(𝑤𝑖, 𝑤𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 при
𝑖, 𝑗=1, 2, . . .

Единственное простое собственное значение 𝜈0(𝜉, 𝜇) и единственный нормированный соб-
ственный элемент 𝑤0(𝜉, 𝜇), такой что 𝑓(𝑤0(𝜉, 𝜇))=1/

√
𝜇, задачи 3 определяются [5] форму-

лами
𝜈0(𝜉, 𝜇)=

𝜉

𝜇
+

1

𝜇 𝑓(𝑣0)
, 𝑤0(𝜉, 𝜇)=

𝑣0√
𝜇 𝑓(𝑣0)

, (2)

где 𝑣0 — единственное решение вариационного уравнения (1).
Для 𝜉, 𝜇∈Λ введём следующие обозначения:

𝑎(𝜉, 𝑢, 𝑣)= 𝑎(𝑢, 𝑣)+𝜉𝑐(𝑢, 𝑣), 𝑏(𝜇, 𝑢, 𝑣)= 𝑏(𝑢, 𝑣)+𝜇𝑐(𝑢, 𝑣), 𝑢, 𝑣 ∈𝑉,

𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑣)=
𝑎(𝜉, 𝑣, 𝑣)

𝑏(𝜇, 𝑣, 𝑣)
, 𝑣 ∈𝑉 ∖{0},

𝑊⊥(𝜇)= {𝑣 : 𝑣 ∈𝑉, 𝑏(𝜇, 𝑣, 𝑤)= 0, 𝑤∈𝑊},

где 𝑊 — подпространство пространства 𝑉.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Для фиксированного 𝜉 ∈Λ справедлива сходимость 0<𝜈0(𝜉, 𝜇)−𝜆0(𝜉, 𝜇)→ 0
при 𝜇→∞, 𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑢0(𝜉, 𝜇)→ 0 в 𝑉 при 𝜇→∞, если 𝑓(𝑢0(𝜉, 𝜇))> 0.

Доказательство. Применяя принцип минимума теоремы 2 из работы [6], получаем

𝜆0(𝜉, 𝜇)=𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑢0(𝜉, 𝜇))= min
𝑣∈𝑉 ∖{0}

𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑣)⩽𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑤0(𝜉, 1))<
1

𝜇
𝜈0(𝜉, 1)= 𝜈0(𝜉, 𝜇)→ 0
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при 𝜇→∞, 𝑓(𝑤0(𝜉, 1))=1. Кроме того, выполняется неравенство 𝜇𝜆0(𝜉, 𝜇)<𝜈0(𝜉, 1), а также
𝜆0(𝜉, 𝜇)<𝜈0(𝜉, 𝜇) и 𝜆0(𝜉, 𝜇)→ 0 при 𝜇→∞. Полагая ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)=√

𝜇𝑢0(𝜉, 𝜇), будем иметь

𝛼1‖̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)‖2⩽ 𝑎(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))+𝜉𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))=𝜇𝜆0(𝜉, 𝜇)<𝜈0(𝜉, 1).

Поэтому из любой последовательности 𝜇′ → ∞ можно выделить подпоследовательность
𝜇′′ → ∞ такую, что ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)⇀ ̃︀𝑤 в 𝑉, 𝑓(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)) → 𝑓( ̃︀𝑤), 𝜇𝜆0(𝜉, 𝜇) → ̃︀𝜈 при 𝜇 = 𝜇′′ → ∞,
где ̃︀𝑤 ∈ 𝑉. С учётом условия нормировки 𝑏(𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑢0(𝜉, 𝜇))+𝜇𝑐(𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑢0(𝜉, 𝜇)) = 1 полу-
чим 𝜇−1𝑏(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))+𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))=1. Переходя здесь к пределу при 𝜇=𝜇′′→∞,
выводим 𝑐( ̃︀𝑤, ̃︀𝑤)= 1, следовательно, 𝑓( ̃︀𝑤)= 1.

Совершая для любого элемента 𝑣 ∈𝑉 предельный переход в вариационном уравнении

𝑎(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑣)+𝜉𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑣)=𝜆0(𝜉, 𝜇)(𝑏(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑣)+𝜇𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑣))
при 𝜇=𝜇′′→∞, получаем равенство 𝑎( ̃︀𝑤, 𝑣)+𝜉𝑐( ̃︀𝑤, 𝑣)= ̃︀𝜈𝑐( ̃︀𝑤, 𝑣) для любого элемента 𝑣 ∈𝑉,
где ̃︀𝑤∈𝑉 ∖{0}. Следовательно, ̃︀𝜈 и ̃︀𝑤 являются решениями задачи 3 при 𝜇=1, ̃︀𝜈= 𝜈0(𝜉, 1),̃︀𝑤=𝑤0(𝜉, 1), 𝑓(𝑤0(𝜉, 1))= 1. Установлено также, что 𝜈0(𝜉, 1)−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇→ 0 при 𝜇=𝜇′′→∞.

Пусть для последовательности 𝜇′→∞ существует положительная константа 𝑐 такая, что
𝜈0(𝜉, 1)−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇⩾𝑐 при 𝜇=𝜇′→∞. Тогда из последовательности 𝜇′→∞ выделим, как и вы-
ше, подпоследовательность 𝜇′′→∞, которая приводит к противоречию 𝜈0(𝜉, 1)−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇→ 0
при 𝜇 = 𝜇′′ → ∞. Теперь для произвольной последовательности 𝜇′ → ∞ имеем 𝜈0(𝜉, 1)−
−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇→ 0 при 𝜇=𝜇′→∞, т.е. 𝜈0(𝜉, 1)−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇→ 0 при 𝜇→∞.

Обозначим 𝜀(𝜉, 𝜇)= 𝜈0(𝜉, 1)−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇, тогда 𝜀(𝜉, 𝜇)→ 0 при 𝜇→∞. Так как 𝜀(𝜉, 𝜇)𝜇−1=
= 𝜈0(𝜉, 1)𝜇

−1−𝜆0(𝜉, 𝜇) = 𝜈0(𝜉, 𝜇)−𝜆0(𝜉, 𝜇), выводим 0<𝜈0(𝜉, 𝜇)−𝜆0(𝜉, 𝜇) = 𝜀(𝜉, 𝜇)𝜇−1 → 0 при
𝜇→∞.

Сходимость ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)→ ̃︀𝑤 в 𝑉 при 𝜇=𝜇′′→∞ ( ̃︀𝑤=𝑤0(𝜉, 1)) вытекает из соотношений

𝛼1‖̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)− ̃︀𝑤‖2⩽ 𝑎(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)− ̃︀𝑤, ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)− ̃︀𝑤)+𝜉𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)− ̃︀𝑤, ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)− ̃︀𝑤)=
=𝜆0(𝜉, 𝜇)𝑏(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))+𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))−2𝜆0(𝜉, 𝜇)𝑏(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑤)−

−2𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑤)+𝜈0(𝜉, 1)→ 𝜈0(𝜉, 1)−2𝜈0(𝜉, 1)+𝜈0(𝜉, 1)=0

при 𝜇= 𝜇′′ →∞. В силу простоты 𝜈0(𝜉, 1) имеем ‖̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 1)‖→ 0 при 𝜇→∞. По-
этому 𝛿(𝜉, 𝜇) = ‖̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 1)‖=

√
𝜇 ‖𝑢0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖→ 0 при 𝜇→∞. Следовательно,

‖𝑢0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖= 𝛿(𝜉, 𝜇)𝜇−0.5→ 0 при 𝜇→∞, 𝑓(𝑢0(𝜉, 𝜇))> 0, 𝜇∈Λ. Теорема доказана.
Отметим, что согласно теореме 1 основная собственная частота (основной тон) систе-

мы конструкция–груз–опора приближается с ростом массы груза 𝜇 к собственной частоте
𝜔(𝜉, 𝜇) системы опора–груз–опора 𝜔(𝜉, 𝜇)=

√︀
𝜈0(𝜉, 𝜇)=

√︀
(𝜉+κ)/𝜇, κ=(𝑓(𝑣0))

−1, где κ и 𝜉 —
коэффициенты упругости опор [4].

Теорема 2. Для фиксированного 𝜉 ∈ Λ имеет место сходимость 0⩽ 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)−𝜈𝑘 → 0
при 𝜇→∞, 𝑘 ∈N. Из любой последовательности 𝜇′ →∞ можно выделить подпоследова-
тельность 𝜇′′ →∞, для которой существуют ортонормированные собственные элементы
𝑤𝑘, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘 ∈ N, такие, что 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)→ 𝑤𝑘 в 𝑉 (𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) =𝑂(1/𝜇)) при 𝜇= 𝜇′′ →∞,
𝑏(𝑤𝑘, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) > 0, 𝑘 ∈ N. Для простого 𝜈𝑘 выполняется сходимость 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇) → 𝑤𝑘 в 𝑉
(𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜇)) при 𝜇→∞, 𝑏(𝑤𝑘, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))> 0, 𝑘∈N.

Доказательство. Пусть 𝑘=1. Для подпространства 𝐸𝑘(𝜉, 𝜇) = span{𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑢1(𝜉, 𝜇), . . .
. . . , 𝑢𝑘−1(𝜉, 𝜇)} имеем (𝐸𝑘(𝜉, 𝜇))

⊥(𝜇) = span{𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘+1(𝜉, 𝜇), . . .}. Из условия ортогональ-
ности 𝑏(𝑢𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑗(𝜉, 𝜇))+𝜇𝑐(𝑢𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑗(𝜉, 𝜇)) = 𝛿𝑖𝑗 для 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑘 вытекает линейная
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независимость системы элементов 𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑢1(𝜉, 𝜇), . . . , 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇) из 𝐸𝑘+1(𝜉, 𝜇). Введём систе-
му элементов 𝑣𝑖(𝜉, 𝜇) = 𝑢𝑖(𝜉, 𝜇)− 𝑐𝑖𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑐𝑖 = 𝑓(𝑢𝑖(𝜉, 𝜇))/𝑓(𝑢0(𝜉, 𝜇)), 𝑖= 1, 2, . . . , 𝑘, принад-
лежащую 𝐸𝑘+1(𝜉, 𝜇). Так как 𝑓(𝑣𝑖(𝜉, 𝜇)) = 0, то элементы 𝑣𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑖= 1, 2, . . . , 𝑘, принадле-
жат 𝑉0. Покажем, что система элементов 𝑣𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑖= 1, 2, . . . , 𝑘, является линейно незави-
симой системой из подпространства 𝐸𝑘+1(𝜉, 𝜇)∩𝑉0. Действительно, из равенств 𝛼1𝑣1(𝜉, 𝜇)+
+𝛼2𝑣2(𝜉, 𝜇)+ . . .+𝛼𝑘𝑣𝑘(𝜉, 𝜇) =𝛼0𝑢0(𝜉, 𝜇)+𝛼1𝑢1(𝜉, 𝜇)+𝛼2𝑢2(𝜉, 𝜇)+ . . .+𝛼𝑘𝑢𝑘(𝜉, 𝜇) = 0, где 𝛼0 =
=−𝛼1𝑐1−𝛼2𝑐2−. . .−𝛼𝑘𝑐𝑘, следует 𝛼𝑖=0, 𝑖=0, 1, . . . , 𝑘. А это означает выполнение требуемого
свойства линейной независимости.

Поскольку в подпространстве 𝐸𝑘+1(𝜉, 𝜇)∩𝑉0 содержится линейно независимая система
элементов 𝑣𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑖=1, 2, . . . , 𝑘, то размерность подпространства 𝐸𝑘+1(𝜉, 𝜇)∩𝑉0 не меньше,
чем 𝑘. Следовательно, при 𝜇∈Λ согласно теоремам 2 и 3 из работы [6] выводим

𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)= max
𝑣∈𝐸𝑘+1(𝜉,𝜇)∖{0}

𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑣)⩾ max
𝑣∈𝐸𝑘+1(𝜉,𝜇)∩𝑉0∖{0}

𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑣)⩾ 𝜈𝑘,

𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)= min
𝑣∈(𝐸𝑘(𝜉,𝜇))⊥(𝜇)∖{0}

𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑣)⩽𝑅(𝜉, 𝜇, ̃︀𝑤(𝜉, 𝜇)),
где ̃︀𝑤(𝜉, 𝜇)=𝑤𝑘−

∑︀𝑘−1
𝑖=0 𝑏(𝑤𝑘, 𝑢𝑖(𝜉, 𝜇))𝑢𝑖(𝜉, 𝜇)∈ (𝐸𝑘(𝜉, 𝜇))

⊥(𝜇)∖{0} при 𝜇→∞, ̃︀𝑤(𝜉, 𝜇)→𝑤𝑘 в 𝑉,
𝛽𝑘(𝜉, 𝜇)=𝑅(𝜉, 𝜇, ̃︀𝑤(𝜉, 𝜇))→ 𝜈𝑘 при 𝜇→∞. Поэтому получим 𝜈𝑘 ⩽𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)⩽𝛽𝑘(𝜉, 𝜇)→ 𝜈𝑘 при
𝜇→∞. Отсюда заключаем, что 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)→ 𝜈𝑘 при 𝜇→∞.

Поскольку 𝛼1‖𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)‖2 ⩽ 𝑎(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))+𝜉𝑐(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) = 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)⩽ 𝜆𝑘(𝜉, 0), то
‖𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)‖2⩽𝜆𝑘(𝜉, 0)/𝛼1. Следовательно, из любой последовательности 𝜇′→∞ можно выде-
лить подпоследовательность 𝜇′′→∞ такую, что 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)⇀𝑤 в 𝑉 (𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))→𝑓(𝑤)) при 𝜇=
=𝜇′′→∞, где 𝑤∈𝑉. Поэтому из равенства 𝑎(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑣)+𝜉𝑐(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑣)−𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑣)=
=𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝜇 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) 𝑓(𝑣) для 𝑣 ∈𝑉, 𝑓(𝑣) ̸=0, получим 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜇) при 𝜇=𝜇′′→∞.
Отсюда 𝑓(𝑤)=0 и 𝑤∈𝑉0. Из равенства 𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))+𝜇 𝑐(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))=1 выводим
𝑏(𝑤,𝑤)= 1 и 𝑤 ̸=0.

Итак, существует элемент 𝑤∈𝑉0 такой, что 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)⇀𝑤 в 𝑉 (𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))→0) при 𝜇=𝜇′′→
→∞. Предельный переход в уравнении 𝑎(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑣) = 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑣) для любого эле-
мента 𝑣 ∈𝑉0 при 𝜇=𝜇′′ →∞ приводит к равенству 𝑎(𝑤, 𝑣)= 𝜈𝑘𝑏(𝑤, 𝑣) для любого элемента
𝑣 ∈𝑉0, поэтому 𝜈𝑘 и 𝑤=𝑤𝑘 являются решениями задачи 2.

Сходимость 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤 в 𝑉 при 𝜇=𝜇′′→∞, 𝑤=𝑤𝑘 вытекает из соотношений

𝛼1‖𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)−𝑤‖2⩽ 𝑎(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)−𝑤, (𝜉, 𝜇)−𝑤)+𝜉𝑐(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)−𝑤, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)−𝑤)=

=𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))+𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝜇𝑐(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))−2𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑤)+𝜈𝑘 → 0.

Повторив предыдущие рассуждения для номеров 𝑘⩾ 2, получим утверждение теоремы.
Теорема 3. Для фиксированного 𝜇∈Λ имеет место сходимость 0⩽ 𝜈𝑘+1−𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)→ 0

при 𝜉→∞, 𝑘=0, 1, . . . Из любой последовательности 𝜉′→∞ можно выделить подпоследова-
тельность 𝜉′′ →∞, для которой существуют ортонормированные собственные элементы
𝑤𝑘, 𝑘=1, 2, . . ., и 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=0, 1, . . ., такие, что 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤𝑘+1 в 𝑉 (𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜉))
при 𝜉= 𝜉′′→∞, 𝑏(𝑤𝑘+1, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))>0, 𝑘=0, 1, . . . Для простого числа 𝜈𝑘+1 выполняется сходи-
мость 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤𝑘+1 в 𝑉 (𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜉)) при 𝜉→∞, 𝑏(𝑤𝑘+1, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))> 0, 𝑘=0, 1, . . .

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательству теоремы 2.
Теорема 4. При достаточно малых |𝜉− 𝜁| и |𝜇−𝜂| ортонормированные собственные

элементы 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇) и 𝑢𝑘(𝜁, 𝜂) можно выбрать так, чтобы выполнялись следующие оценки
возмущения:

|𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)−𝜆𝑘(𝜁, 𝜂)|⩽ 𝑐(|𝜉−𝜁|+ |𝜇−𝜂|), ‖𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)−𝑢𝑘(𝜁, 𝜂)‖⩽ 𝑐(|𝜉−𝜁|+ |𝜇−𝜂|),
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где константа 𝑐 не зависит от величин |𝜉−𝜁| и |𝜇−𝜂|, направления собственных элементов
выбраны согласно неравенству 𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜁, 𝜂))> 0, 𝜉, 𝜇, 𝜁, 𝜂 ∈Λ.

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательствам лемм 1 и 2 из ра-
боты [7].

Теорема 5. Пусть 𝑀 = [𝛼, 𝛽), 0⩽𝛼<𝛽⩽+∞. Пусть при фиксированном 𝜉 ∈Λ собст-
венное значение 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇) является простым для всех 𝜇∈𝑀 . Тогда 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝜇∈𝑀 , будет либо
непрерывной убывающей функцией при 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) ̸= 0, 𝜇 ∈𝑀 , либо постоянной функцией
при 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))= 0, 𝜇∈𝑀 .

Пусть при фиксированном 𝜇∈Λ собственное значение 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇) является простым для
всех 𝜇 ∈𝑀 . Тогда 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝜉 ∈𝑀 , будет либо непрерывной возрастающей функцией при
𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) ̸=0, 𝜉 ∈𝑀 , либо постоянной функцией при 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))= 0, 𝜉 ∈𝑀 .

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 3 из работы [5].
Результаты теорем 1–5 обобщают результаты работ [4, 5] на случай задачи 1 в абстракт-

ном гильбертовом пространстве 𝑉.
Введём конечномерные подпространства 𝑉ℎ гильбертова пространства 𝑉 размерности

𝑁 =𝑁ℎ, удовлетворяющие следующему условию:
5) имеет место сходимость 𝜀ℎ(𝑣)= inf𝑣ℎ∈𝑉ℎ

‖𝑣−𝑣ℎ‖→0 при ℎ→0 и для любого элемента 𝑣
из пространства 𝑉.

Обозначим 𝐸ℎ(𝑊 )= sup𝑤∈𝑊, ‖𝑤‖=1 𝜀ℎ(𝑤), где 𝑊 — подпространство пространства 𝑉.
Задачи 1–4 будем аппроксимировать следующими конечномерными задачами.
Задача 1h. При фиксированных 𝜉, 𝜇∈Λ найти 𝜆ℎ=𝜆ℎ(𝜉, 𝜇)∈R и 𝑢ℎ=𝑢ℎ(𝜉, 𝜇)∈𝑉ℎ ∖{0}

такие, что
𝑎(𝑢ℎ, 𝑣ℎ)+𝜉𝑐(𝑢ℎ, 𝑣ℎ)=𝜆ℎ(𝑏(𝑢ℎ, 𝑣ℎ)+𝜇𝑐(𝑢ℎ, 𝑣ℎ)), 𝑣ℎ ∈𝑉ℎ. (3)

Задача 2h. Для 𝑉0ℎ=𝑉0∩𝑉ℎ найти 𝜈ℎ ∈R и 𝑤ℎ ∈𝑉0ℎ ∖{0} такие, что

𝑎(𝑤ℎ, 𝑣ℎ)= 𝜈ℎ𝑏(𝑤ℎ, 𝑣ℎ), 𝑣ℎ ∈𝑉0ℎ. (4)

Задача 3h. Для заданных 𝜉 ∈Λ и 𝜇∈Λ найти 𝜈ℎ0 = 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)∈R и 𝑤ℎ
0 =𝑤ℎ

0 (𝜉, 𝜇)∈𝑉ℎ ∖{0}
такие, что

𝑎(𝑤ℎ
0 , 𝑣

ℎ)+𝜉 𝑐(𝑤ℎ
0 , 𝑣

ℎ)= 𝜈ℎ0 𝜇 𝑐(𝑤
ℎ
0 , 𝑣

ℎ), 𝑣ℎ ∈𝑉ℎ.

Задача 4h. Найти элемент 𝑣ℎ0 ∈𝑉ℎ такой, что

𝑎(𝑣ℎ0 , 𝑣
ℎ)= 𝑓(𝑣ℎ), 𝑣ℎ ∈𝑉ℎ. (5)

Существуют [6] собственные значения 𝜆ℎ𝑘 =𝜆
ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=0, 1, . . . , 𝑁−1, задачи 1h, зануме-

рованные в порядке неубывания, и соответствующие собственные элементы 𝑢ℎ𝑘 = 𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇),
𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, такие, что 𝑎(𝑢ℎ𝑖 , 𝑢

ℎ
𝑗 )+ 𝜉 𝑐(𝑢ℎ𝑖 , 𝑢

ℎ
𝑗 ) = 𝜆ℎ𝑖 𝛿𝑖𝑗 , 𝑏(𝑢

ℎ
𝑖 , 𝑢

ℎ
𝑗 )+𝜇 𝑐(𝑢ℎ𝑖 , 𝑢

ℎ
𝑗 ) = 𝛿𝑖𝑗 при

𝑖, 𝑗=0, 1, . . . , 𝑁−1.
Существуют [6] собственные значения 𝜈ℎ𝑘 , 𝑘=1, 2, . . . , 𝑁−1, задачи 2h, занумерованные в

порядке неубывания, и соответствующие собственные элементы 𝑤ℎ
𝑘 , 𝑘=1, 2, . . . , 𝑁−1, такие,

что 𝑎(𝑤ℎ
𝑖 , 𝑤

ℎ
𝑗 )= 𝜈ℎ𝑖 𝛿𝑖𝑗 , 𝑏(𝑤

ℎ
𝑖 , 𝑤

ℎ
𝑗 )= 𝛿𝑖𝑗 при 𝑖, 𝑗=1, 2, . . . , 𝑁−1.

Единственное простое собственное значение 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇) и единственный нормированный соб-
ственный элемент 𝑤ℎ

0 (𝜉, 𝜇) (𝑓(𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇))= 1/

√
𝜇) задачи 3h определяются [5] формулами

𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)=
𝜉

𝜇
+

1

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
, 𝑤ℎ

0 (𝜉, 𝜇)=
𝑣ℎ0√

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
, (6)

где 𝑣ℎ0 — единственное решение вариационного уравнения (5). Формулы (6) являются ко-
нечномерными аналогами формул (2).
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Теорема 6. Для заданного 𝜉∈Λ имеет место сходимость 0<𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜆ℎ0(𝜉, 𝜇)→ 0 при
𝜇→∞, 𝑤ℎ

0 (𝜉, 𝜇)−𝑢ℎ0(𝜉, 𝜇)→ 0 в 𝑉ℎ при 𝜇→∞, если 𝑓(𝑢ℎ0(𝜉, 𝜇))> 0.
Теорема 7. Для фиксированного 𝜉∈Λ имеет место сходимость 0⩽𝜆ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)−𝜈ℎ𝑘 → 0 при

𝜇→∞, 𝑘=1, 𝑁−1. Из любой последовательности 𝜇′ →∞ можно выделить подпоследова-
тельность 𝜇′′ →∞, для которой существуют ортонормированные собственные элементы
𝑤ℎ
𝑘 , 𝑢

ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=1, 𝑁−1, такие, что 𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤ℎ

𝑘 в 𝑉ℎ (𝑓(𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜇)) при 𝜇=𝜇′′→∞,
𝑏(𝑤ℎ

𝑘 , 𝑢
ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇))>0, 𝑘=1, 𝑁−1. Для простого числа 𝜈ℎ𝑘 выполняется сходимость 𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤ℎ

𝑘

в 𝑉ℎ (𝑓(𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜇)) при 𝜇→∞, 𝑏(𝑤ℎ
𝑘 , 𝑢

ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇))> 0, 𝑘=1, 𝑁−1.

Теорема 8. Для фиксированного 𝜇∈Λ имеет место сходимость 0⩽ 𝜈ℎ𝑘+1−𝜆ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)→ 0

при 𝜉→∞, 𝑘=1, 𝑁−2. Из любой последовательности 𝜉′→∞ можно выделить подпоследо-
вательность 𝜉′′→∞, для которой существуют ортонормированные собственные элементы
𝑤ℎ
𝑘 , 𝑘=1, 𝑁−1, и 𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=1, 𝑁−2, такие, что 𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤ℎ

𝑘+1 в 𝑉ℎ (𝑓(𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜉))
при 𝜉=𝜉′′→∞, 𝑏(𝑤ℎ

𝑘+1, 𝑢
ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇))>0, 𝑘=1, 𝑁−2. Для простого 𝜈ℎ𝑘+1 выполняется сходимость

𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤ℎ
𝑘+1 в 𝑉ℎ (𝑓(𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜉)) при 𝜉→∞, 𝑏(𝑤ℎ

𝑘+1, 𝑢
ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇))> 0, 𝑘=1, 𝑁−2.

Теоремы 6–8 являются конечномерными аналогами теорем 1–3 и доказываются анало-
гично.

Через 𝑐 будем обозначать различные постоянные, не зависящие от ℎ.
Теорема 9. Предположим, что собственное значение 𝜆𝑘(𝜉,𝜇) задачи 1 имеет кратность 𝑟,

т.е. 𝜆𝑘−1(𝜉, 𝜇)<𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)=𝜆𝑘+1(𝜉, 𝜇)= . . .=𝜆𝑘+𝑟−1(𝜉, 𝜇)<𝜆𝑘+𝑟(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1, —
соответствующие собственные элементы, 𝜆ℎ𝑖 (𝜉, 𝜇), 𝑢

ℎ
𝑖 (𝜉, 𝜇), 𝑖=𝑘, 𝑘+𝑟−1, — приближения

по конечномерной схеме (3).
Тогда при достаточно малых ℎ ортонормированные собственные элементы 𝑢𝑖(𝜉, 𝜇) и

𝑢ℎ𝑖 (𝜉, 𝜇), 𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1, можно выбрать так, чтобы выполнялись оценки погрешности

0⩽𝜆ℎ𝑖 (𝜉, 𝜇)−𝜆𝑖(𝜉, 𝜇)⩽ 𝑐𝐸2
ℎ(𝑈𝑘(𝜉, 𝜇)), ‖𝑢ℎ𝑖 (𝜉, 𝜇)−𝑢𝑖(𝜉, 𝜇)‖⩽ 𝑐𝐸ℎ(𝑈𝑘(𝜉, 𝜇)),

где 𝑈𝑘(𝜉,𝜇) — собственное подпространство, соответствующее 𝜆𝑘(𝜉,𝜇), 𝑏(𝑢ℎ𝑖 (𝜉,𝜇),𝑢𝑖(𝜉,𝜇))>0,
𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1.

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательствам теорем 8 и 9 из ра-
боты [8].

Теорема 10. Предположим, что собственное значение 𝜈𝑘 задачи 2 имеет кратность 𝑟
(𝜈𝑘−1<𝜈𝑘 = 𝜈𝑘+1= . . .= 𝜈𝑘+𝑟−1<𝜈𝑘+𝑟), 𝑤𝑖, 𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1, — соответствующие собственные
элементы, 𝜈ℎ𝑖 , 𝑤ℎ

𝑖 , 𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1, — приближения по конечномерной схеме (4).
Тогда при достаточно малых ℎ ортонормированные собственные элементы 𝑤𝑖 и 𝑤ℎ

𝑖 ,
𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1, можно выбрать так, чтобы выполнялись оценки погрешности

0⩽ 𝜈ℎ𝑖 −𝜈𝑖⩽ 𝑐𝐸2
ℎ(𝑊𝑘), ‖𝑤ℎ

𝑖 −𝑤𝑖‖⩽ 𝑐𝐸ℎ(𝑊𝑘),

где 𝑊𝑘 — собственное подпространство, соответствующее 𝜈𝑘, 𝑏(𝑤ℎ
𝑖 , 𝑤𝑖)> 0, 𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1.

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательствам теорем 8 и 9 из ра-
боты [8].

Теорема 11. Выполняются оценки погрешности

0⩽ 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜈0(𝜉, 𝜇)⩽ 𝑐𝜀2ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇)), ‖𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇)),

если ℎ достаточно мало.
Доказательство. При фиксированном 𝜇 ∈ Λ обозначим 𝑐(𝜇, 𝑢, 𝑣) = 𝜇𝑐(𝑢, 𝑣) для любых

элементов 𝑢, 𝑣 ∈𝑉. По теореме 2 из [6] выполняются соотношения

𝜈0(𝜉, 𝜇)= min
𝑣∈𝑉, 𝑓(𝑣)̸=0

𝑎(𝜉, 𝑣, 𝑣)

𝑐(𝜇, 𝑣, 𝑣)
⩽ min

𝑣ℎ∈𝑉ℎ, 𝑓(𝑣ℎ) ̸=0

𝑎(𝜉, 𝑣ℎ, 𝑣ℎ)

𝑐(𝜇, 𝑣ℎ, 𝑣ℎ)
= 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇).
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Применив формулы (2) и (6), получим

0⩽ 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜈0(𝜉, 𝜇)=
1

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
− 1

𝜇 𝑓(𝑣0)
=
𝑓(𝑣0)−𝑓(𝑣ℎ0 )
𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )𝑓(𝑣0)

⩽ 𝑐‖𝑣ℎ0 −𝑣0‖⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑣0)⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇)).

Тогда

‖𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖=

⃦⃦⃦⃦
𝑣ℎ0√

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
− 𝑣0√

𝜇 𝑓(𝑣0)

⃦⃦⃦⃦
⩽

⃦⃦⃦⃦
𝑣ℎ0 −𝑣0√
𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
𝑣0√

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
− 𝑣0√

𝜇 𝑓(𝑣0)

⃦⃦⃦⃦
=

=

⃦⃦⃦⃦
𝑣ℎ0 −𝑣0√
𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
√
𝜇𝑣0

(︂
1

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
− 1

𝜇 𝑓(𝑣0)

)︂⃦⃦⃦⃦
⩽

⩽ 𝑐‖𝑣ℎ0 −𝑣0‖+𝑐(𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜈0(𝜉, 𝜇))⩽ 𝑐‖𝑣ℎ0 −𝑣0‖⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑣0)⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇)).

Пусть 𝑃ℎ : 𝑉 →𝑉ℎ — ортопроектор, задаваемый равенством 𝑎(𝜉, 𝑢−𝑃ℎ𝑢, 𝑣
ℎ)=0 для любо-

го элемента 𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ при 𝑢 ∈ 𝑉. Тогда справедлива оценка погрешности проектирования
‖𝑢−𝑃ℎ𝑢‖⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑢) для элемента 𝑢∈𝑉.

Проведём следующие преобразования:

(𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜈0(𝜉, 𝜇))𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇))=

= 𝑎(𝜉, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇))−𝜈0(𝜉, 𝜇)𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤

ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇))=

=𝑎(𝜉,𝑃ℎ𝑤0(𝜉,𝜇)−𝑤0(𝜉,𝜇),𝑤
ℎ
0 (𝜉,𝜇)−𝑤0(𝜉,𝜇))−𝜈0(𝜉,𝜇)𝑐(𝜇,𝑃ℎ𝑤0(𝜉,𝜇)−𝑤0(𝜉,𝜇),𝑤

ℎ
0 (𝜉,𝜇)−𝑤0(𝜉,𝜇)).

С помощью оценки погрешности проектирования для выражений в правой и левой частях
установим оценки

|𝑎(𝜉, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇))|⩽

⩽ 𝑐‖𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖ ‖𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖⩽ 𝑐𝜀2ℎ(𝑣0),

|𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇))|⩽

⩽ 𝑐‖𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖ ‖𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖⩽ 𝑐𝜀2ℎ(𝑣0),

𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇))= 𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤

ℎ
0 (𝜉, 𝜇))+𝑐(𝜇,𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤

ℎ
0 (𝜉, 𝜇))=

= 𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇))+𝑐(𝜇,𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤

ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇))+𝑐(𝜇,𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤0(𝜉, 𝜇))⩾

⩾ 1−𝑐‖𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖−𝑐‖𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖⩾ 1−𝑐 𝜀ℎ(𝑣0)⩾ 𝑐.

В результате получаем, что 0⩽ 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜈0(𝜉, 𝜇)⩽ 𝑐𝜀2ℎ(𝑣0)⩽ 𝑐𝜀2ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇)). Теорема доказана.
Резонансными кривыми для исходной задачи 1 будем называть функции 𝜆𝑘 = 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇),

𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇 ∈Λ, при фиксированном первом или втором аргументе. Теоретические исследо-
вания свойств резонансных кривых привели к разбиению класса математических моделей,
определяемого задачей 1, на следующие три группы.

Группа 1 характеризуется строго монотонным поведением всех резонансных кривых без
точек пересечения. К этой группе относятся задачи, в которых собственные значения 𝜆𝑘 =
= 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘 ⩾ 0, 𝜉, 𝜇 ∈ Λ, являются простыми, а соответствующие собственные элементы
удовлетворяют условию 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) ̸=0, 𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇∈Λ.

В группе 2 дополнительно могут возникать отдельные резонансные кривые, описываемые
постоянными функциями. К этой группе относятся задачи, в которых собственные значения
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𝜆𝑘 =𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇∈Λ, являются простыми, а некоторые соответствующие собственные
элементы могут удовлетворять условию 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))= 0, 𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇∈Λ.

В группе 3 различные резонансные кривые могут иметь общие точки пересечения и
состоять из участков со строго монотонным поведением и участков с постоянными значени-
ями резонансных частот. К этой группе относятся задачи, в которых некоторые собственные
значения 𝜆𝑘 =𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇∈Λ, могут быть кратными, а некоторые соответствующие
собственные элементы могут удовлетворять условию 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))= 0, 𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇∈Λ.

Типичные представители одномерных и двумерных математических моделей этих трёх
групп указаны в работе [4]. Асимптотические формулы (2) и их конечномерные аналоги
(6) позволяют строить эффективные численные методы вычисления основной резонансной
частоты и основной резонансной формы колебаний нагруженной механической системы.
Высокая эффективность в реализации этих численных методов [4] достигается за счёт того,
что решение задачи 1 на собственные значения или её конечномерного аналога 1h заменяется
решением краевой задачи 4 или её конечномерного аналога 4h. При этом время решения
конкретных прикладных задач на ЭВМ сокращается в 10–15 раз [4].

3. ПРИМЕНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В качестве примера использования полученных теоретических результатов обратимся к
задаче механики тонкостенных конструкций. Рассмотрим задачу о собственных колебаниях
изотропной квадратной пластины с жёстко присоединённым грузом на упругой опоре с
граничными условиями защемления по контуру пластины.

Пусть Ω= (0, 1)× (0, 1) — область срединной поверхности пластины с границей Γ, Ω=
= [0, 1]× [0, 1], 𝐸(𝑥) — модуль Юнга, 𝜈(𝑥) — коэффициент Пуассона, 𝑑(𝑥) — толщина пла-
стины,

𝐷(𝑥)=
𝐸(𝑥)(𝑑(𝑥))3

12(1−(𝜈(𝑥))2)

— цилиндрическая жёсткость, 𝜌(𝑥) — плотность в точке 𝑥∈Ω.
В точке 𝑧 ∈ Ω жёстко присоединён груз массой 𝜇, который опирается на опору с ко-

эффициентом упругости 𝜉. Обозначим через 𝑔(𝑥, 𝑡) нормальные отклонения точки 𝑥∈Ω в
момент времени 𝑡. Тогда собственные вибрации системы пластина–груз–опора описываются
функцией

𝑔(𝑥, 𝑡)=𝑢(𝑥) sin(𝜔𝑡+𝜙), 𝑥∈Ω, 𝑡 > 0, (7)

где 𝜔 и 𝜙 — постоянные величины. При этом выполняются дифференциальное уравнение

𝐿𝑔(𝑥, 𝑡)+𝜌(𝑥)𝑑(𝑥)𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)= 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥∈Ω, 𝑡 > 0, (8)

и краевое условие

𝑔(𝑥, 𝑡)=
𝜕𝑔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑛
=0, 𝑥∈Γ, 𝑡 > 0, (9)

где 𝜕/𝜕𝑛 — производная вдоль внешней нормали к границе Γ квадратной области Ω, 𝐿 обо-
значает дифференциальный оператор теории изотропных пластин вида

𝐿𝑔= 𝜕11𝐷(𝜕11𝑔+𝜈𝜕22𝑔)+𝜕22𝐷(𝜕22𝑔+𝜈𝜕11𝑔)+2𝜕12𝐷(1−𝜈)𝜕12𝑔,

𝜕𝑖𝑗 =𝜕𝑖𝜕𝑗 , 𝑖, 𝑗=1, 2, 𝜕𝑖=𝜕/𝜕𝑥𝑖, 𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)=𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡)/𝜕𝑡2, воздействие на пластину груза и упру-
гой опоры моделируется функцией в правой части вида 𝑓(𝑥, 𝑡)=−(𝜉𝑔(𝑧, 𝑡)+𝜇𝑔𝑡𝑡(𝑧, 𝑡))𝛿(𝑥−𝑧)
с дельта-функцией 𝛿(𝑥−𝑧), сосредоточенной в точке 𝑧 [1–3, 9, 10].
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Подставляя функцию (7) в уравнение (8) и условие (9), приходим при 𝜆=𝜔2 к задаче:
найти собственные значения 𝜆 и собственные функции 𝑢(𝑥), 𝑥∈Ω, такие, что

𝐿𝑢+𝜉𝛿(𝑥−𝑧)𝑢=𝜆 (𝜌𝑑+𝜇𝛿(𝑥−𝑧))𝑢, 𝑥∈Ω; 𝑢=
𝜕𝑢

𝜕𝑛
=0, 𝑥∈Γ. (10)

Если пластина закреплена в точке 𝑧, то для нахождения собственных колебаний сфор-
мулируем задачу: найти собственные значения 𝜈 и собственные функции 𝑤(𝑥), 𝑥∈Ω, такие,
что

𝐿𝑤= 𝜈 𝜌𝑑𝑤, 𝑥∈Ω∖{𝑧}, 𝑤(𝑧)= 0, 𝑤=
𝜕𝑤

𝜕𝑛
=0, 𝑥∈Γ. (11)

Для относительно большой массы груза 𝜇 будем пренебрегать плотностью пластины 𝜌(𝑥).
В этом случае для нахождения частот и форм собственных колебаний невесомой пластины
с жёстко присоединённым грузом на упругой опоре получим следующую задачу: найти
собственные значения 𝜈0 и собственные функции 𝑤0(𝑥), 𝑥∈Ω, удовлетворяющие равенствам

𝐿𝑤0+𝜉𝛿(𝑥−𝑧)𝑤0= 𝜈0𝜇𝛿(𝑥−𝑧)𝑤0, 𝑥∈Ω; 𝑤0=
𝜕𝑤0

𝜕𝑛
=0, 𝑥∈Γ. (12)

Введём также краевую задачу: найти функцию 𝑣0(𝑥), 𝑥∈Ω, удовлетворяющую соотно-
шениям

𝐿𝑣0= 𝛿(𝑥−𝑧), 𝑥∈Ω; 𝑣0=
𝜕𝑣0
𝜕𝑛

=0, 𝑥∈Γ. (13)

Пусть 𝐿2(Ω) — вещественное пространство Лебега [11, с. 22] с нормой

|𝑣|0=
(︂ ˆ

Ω

(𝑣(𝑥))2 𝑑𝑥

)︂1/2
,

𝑊 2
2 (Ω) — вещественное пространство Соболева [11, с. 44] с нормой

‖𝑣‖2=
(︂ 2∑︁

𝑖=0

|𝑣|2𝑖
)︂1/2

, |𝑣|1=
(︂ 2∑︁

𝑖=1

|𝜕𝑖𝑣|20
)︂1/2

, |𝑣|2=
(︂ 2∑︁

𝑖,𝑗=1

|𝜕𝑖𝑗𝑣|20
)︂1/2

.

Введём [11, с. 45] пространство �̊� 2
2 (Ω), включающее все функции 𝑢 из пространства 𝑊 2

2 (Ω),
удовлетворяющие граничным условиям 𝑢(𝑥)=𝜕𝑢(𝑥)/𝜕𝑛=0, 𝑥∈Γ. Через 𝑊𝛼

2 (Ω) при 𝛼∈ (0, 4]
будем обозначать пространства Соболева дробного порядка с нормой ‖.‖𝛼 [11, с. 214]. Для
краткости обозначим 𝐻=𝐿2(Ω), 𝑉 =�̊� 2

2 (Ω), 𝑉0={𝑣 : 𝑣∈�̊� 2
2 (Ω), 𝑣(𝑧)=0}. Известно [11, с. 144],

что пространство 𝑉 компактно вложено в пространство 𝐻, любая функция из пространства
𝑉 обладает свойством непрерывности на замкнутом множестве Ω. В пространстве 𝑉 введём
норму |.|2, эквивалентную [11, с. 158] исходной норме ‖.‖2.

Множество существенно ограниченных на Ω функций 𝑢 образует [11, с. 24] пространство
𝐿∞(Ω) с нормой |𝑢|0,∞=ess. sup𝑥∈Ω |𝑢(𝑥)|. Известно [11, с. 144], что существует постоянная 𝑐0,
для которой выполнено соотношение |𝑣|0,∞⩽ 𝑐0|𝑣|2 при любых 𝑣 ∈ �̊� 2

2 (Ω).
Функции 𝜌, 𝑑, 𝐸 и 𝜈 будем считать заданными функциями из пространства 𝐿∞(Ω).

Предположим, что для некоторых положительных постоянных 𝜌1, 𝜌2, 𝑑1, 𝑑2, 𝐸1, 𝐸2 вы-
полнены соотношения 𝜌1⩽ 𝜌(𝑥)⩽ 𝜌2, 𝑑1⩽ 𝑑(𝑥)⩽ 𝑑2, 𝐸1⩽𝐸(𝑥)⩽𝐸2, 0<𝜈(𝑥)< 1/2 при почти
всех 𝑥∈Ω. Введём линейный ограниченный функционал 𝑓(𝑣) = 𝑣(𝑧) для 𝑣 ∈ 𝑉. Определим
симметричные билинейные формы 𝑎 : 𝑉 ×𝑉 →R, 𝑏 : 𝐻×𝐻→R, 𝑐 : 𝑉 ×𝑉 →R соотношениями

𝑎(𝑢,𝑣)=
ˆ

Ω

𝐷(𝜕11𝑢+𝜕22𝑢)(𝜕11𝑣+𝜕22𝑣) 𝑑𝑥+
ˆ

Ω

𝐷(1−𝜈)(2𝜕12𝑢𝜕12𝑣−𝜕11𝑢𝜕22𝑣−𝜕22𝑢𝜕11𝑣) 𝑑𝑥, 𝑢,𝑣∈𝑉,

𝑏(𝑢, 𝑣)=
ˆ

Ω

𝜌 𝑑𝑢 𝑣 𝑑𝑥, 𝑢, 𝑣 ∈𝐻; 𝑐(𝑢, 𝑣)=𝑢(𝑧)𝑣(𝑧), 𝑢, 𝑣 ∈𝑉.
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Для заданных симметричных билинейных форм выполняются [10, с. 211; 12, с. 196] следу-
ющие свойства:

𝛼1|𝑣|22⩽ 𝑎(𝑣, 𝑣)⩽𝛼2|𝑣|22, 𝑣 ∈𝑉,

𝛽1|𝑣|20⩽ 𝑏(𝑣, 𝑣)⩽𝛽2|𝑣|20, 𝑣 ∈𝐻,

0⩽ 𝑐(𝑣, 𝑣)⩽ 𝛾2|𝑣|22, 𝑣 ∈𝑉,

при 𝛼𝑘 =𝐷𝑘, 𝛽𝑘 = 𝜌𝑘𝑑𝑘, 𝑘=1, 2, 𝐷1=𝐸1𝑑
3
1/12, 𝐷2=𝐸2𝑑

3
2/6, 𝛾2= 𝑐20.

Дифференциальным задачам (10)–(13) соответствуют эквивалентные вариационные за-
дачи 1–4. Так как заданные симметричные билинейные формы 𝑎 : 𝑉 ×𝑉 →R, 𝑏 : 𝑉 ×𝑉 →R
и 𝑐 : 𝑉 ×𝑉 →R удовлетворяют условиям 1)–4), то для вариационной постановки задачи (10)
справедливы результаты теорем 1–5.

На замкнутом квадрате Ω определим равномерную сетку узлов 𝑥𝑖𝑗 = (𝑡𝑖, 𝑡𝑗), 𝑡𝑖 = 𝑖ℎ,
𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛, ℎ= 1/𝑛, с квадратными ячейками 𝑒𝑖𝑗 = [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]× [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗 ], 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Обозначим через 𝑉ℎ пространство конечных элементов Богнера–Фокса–Шмита [13, с. 82],
построенное на заданном разбиении квадрата Ω. Размерность подпространства 𝑉ℎ равна
2(𝑛−1). Известно [13, с. 83], что 𝑉ℎ является подпространством исходного гильбертова про-
странства 𝑉. Предположим, что точка 𝑧 совпадает с одним из внутренних узлов конечно-
элементной сетки, т.е. 𝑧=𝑥𝑘1𝑘2 , 0<𝑘1<𝑛, 0<𝑘2<𝑛. Задачи (10)–(13) будем аппроксимировать
конечномерными задачами 1h–4h.

Поскольку свойство 5) выполнено [13, с. 137], то справедливы результаты теорем 6–11 при
𝐸ℎ(𝑈𝑘(𝜉, 𝜇))⩽ 𝑐ℎ𝛼, 𝐸ℎ(𝑊𝑘)⩽ 𝑐ℎ𝛼, 𝜀ℎ(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))⩽ 𝑐ℎ𝛼, 𝜀ℎ(𝑤𝑘)⩽ 𝑐ℎ𝛼, 𝜀ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇))⩽ 𝑐ℎ𝛼 [14, с. 379],
если собственные функции принадлежат пространству 𝑊 2+𝛼

2 (Ω) при некотором 𝛼∈ (0, 2] [15,
16]. Теоретические результаты настоящей статьи обобщают и развивают результаты работ
[4, 5, 17–20]. Результаты численных экспериментов для задачи (10) приведены в работе [4].
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим в области Ω= {(𝑥, 𝑦)∈R : 𝑎<𝑥<𝑏, 𝑦 <𝑇} уравнение

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+𝜆(𝑥)𝐷𝛼

−∞𝑦𝑢(𝑥, 𝑦)+𝜇(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝑓(𝑥, 𝑦), (1)

где

𝐷𝛼
−∞𝑦𝑢(𝑥, 𝑦)=

𝜕

𝜕𝑦

𝑦ˆ

−∞

(𝑦− 𝑡)−𝛼

Γ(1−𝛼)
𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡, 0<𝛼< 1,

— дробная производная Лиувилля [1, с. 85].
Одними из первых работ по решению уравнений с частными производными вида (1) были

статьи [2, 3]. В [4–11] исследованы краевые задачи для уравнений с различными видами
дробных производных как с постоянными, так и с переменными коэффициентами.

Ниже будем использовать обозначения

Ω𝑎= {(𝑥, 𝑦)∈R : 𝑎⩽𝑥< 𝑏, 𝑦 <𝑇}, Ω𝜀= {(𝑥, 𝑦)∈R : 𝑎<𝑥<𝑏−𝜀, 𝑦 <𝑇 −𝜀}.

Определение. Будем называть функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) регулярным решением уравнения (1) в
области Ω, если: 𝑢(𝑥, 𝑦)∈𝐶(Ω𝑎), функция 𝑢(𝑥, 𝑦) непрерывно дифференцируема по перемен-
ной 𝑥, а функция 𝐷𝛼−1

−∞𝑦𝑢(𝑥, 𝑦) — по переменной 𝑦 для всех (𝑥, 𝑦)∈Ω; (𝑅−𝑦)−𝛼𝑢(𝑥, 𝑦), как
функция переменной 𝑦, интегрируема на множестве 𝑦∈ (−∞, 𝑅), 𝑅<𝑇 , для любого 𝑥∈ (𝑎, 𝑏);
𝑢(𝑥, 𝑦) удовлетворяет уравнению (1) в Ω.

1124



КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ 1125

Задача. В области Ω найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее усло-
вию

𝑢(𝑎, 𝑦)=𝜙(𝑦), 𝑦 <𝑇. (2)

Рассмотрим функцию

𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)= 𝑦𝜂−1𝜑

(︂
−𝛼, 𝜂,− 𝑥

𝑦𝛼

)︂
, 𝑥, 𝑦 > 0, (3)

где

𝜑(𝜉, 𝜂, 𝑧)=
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘!𝛤 (𝜉𝑘+𝜂)
, 𝜉 >−1,

— функция Райта [12, 13].
В данной работе будут использованы следующие свойства для функции (3) [11]:

𝜕𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
=−𝜔𝜂−𝛼(𝑥, 𝑦); (4)

𝐷𝛽
0𝑦𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)=𝜔𝜂−𝛽(𝑥, 𝑦), 𝛽 ∈R; (5)

|𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)|<𝐶𝑦𝜂−1 exp
{︀
−𝜌𝑥1/(1−𝛼)𝑦−𝛼/(1−𝛼)

}︀
, 𝐶 =𝐶(𝛼, 𝜂), 𝜌< (1−𝛼)𝛼𝛼/(1−𝛼); (6)

𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)> 0, 𝜂⩾ 0;

|𝜔𝜂(𝑥, 𝑦)|<𝐶𝑥−𝜃𝑦𝜂+𝛼𝜃−1,

{︃
−1, −𝜂 ∈N∪{0},
0, −𝜂 ̸∈N∪{0},

𝐶 =𝐶(𝛼, 𝜂, 𝜃). (7)

Здесь и далее через 𝐶 обозначаются положительные постоянные, вообще говоря, различные,
при этом в скобках, в случае необходимости, указываются параметры, от которых зависит
их выбор.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть 𝜇(𝑥) ∈𝐶(𝑎, 𝑏)∩𝐿(𝑎, 𝑏), 𝜆(𝑥) ∈𝐿(𝑎, 𝑏), (𝜆(𝑥))−1 ∈𝐶(𝑎, 𝑏), 𝜆(𝑥)> 0 при
𝑥∈ (𝑎, 𝑏), 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓(𝑥, 𝑦)/(𝜆(𝑥))∈𝐿(Ω𝜀), 𝜙(𝑦)∈𝐿(−∞, 𝑇 −𝜀) и

lim
𝑅→−∞

sup
𝑥∈(𝑎,𝑏−𝜀)

𝑦<𝑅

|𝑢(𝑥, 𝑦)|=0 (8)

для любого достаточно малого числа 𝜀> 0.
Если 𝑢(𝑥, 𝑦) — регулярное решение задачи (1), (2), то оно представимо в виде

𝑢(𝑥, 𝑦)=

𝑦ˆ

−∞

𝜙(𝑡)𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡+

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑓(𝑞, 𝑡)𝐺0(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑞, (9)

где

𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)= 𝑒−
´ 𝑥
𝑞 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾𝜔𝜂

(︂ 𝑥ˆ

𝑞

𝜆(𝛾) 𝑑𝛾, 𝑦− 𝑡
)︂
. (10)

Доказательство. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) — регулярное решение уравнения (1). Сделаем замену

𝑢=𝜓(𝑥, 𝑦)𝑒−
´ 𝑥
𝑎 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾 . (11)
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Легко заметить, что подстановка (11) позволит избавиться от третьего слагаемого в
уравнении (1), при этом функция 𝜓(𝑥, 𝑦) будет регулярным решением нового уравнения.
В результате замены и введения обозначений

𝑧=

𝑥ˆ

𝑎

𝜆(𝑠) 𝑑𝑠+𝑎, 𝑎< 𝑧 <𝑎+

𝑏ˆ

𝑎

𝜆(𝑠) 𝑑𝑠,

𝜓(𝑧, 𝑦)=𝜓(𝑥(𝑧), 𝑦), 𝑓2(𝑧, 𝑦)= 𝑓(𝑥(𝑧), 𝑦)𝑒
´ 𝑥(𝑧)
𝑎 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾(𝜆(𝑥(𝑧)))−1

получим уравнение с постоянными коэффициентами

𝜕𝜓(𝑧, 𝑦)

𝜕𝑧
+
𝜕𝛼

𝜕𝑦𝛼
𝜓(𝑧, 𝑦)= 𝑓2(𝑧, 𝑦).

Из регулярности 𝑢(𝑥, 𝑦) следует регулярность 𝜓(𝑧, 𝑦) и

lim
𝑅→−∞

sup
𝑥(𝑧)∈(𝑎,𝑏−𝜀)

𝑦<𝑅

|𝜓(𝑧, 𝑦)|=0.

Заметим, что 𝜓(𝑎, 𝑦)=𝜙(𝑦).
В силу теоремы из [11] и обратной замены 𝑥(𝑠)= 𝑞, 𝑠=

´ 𝑞
𝑎 𝜆(𝛾) 𝑑𝛾+𝑎, регулярное решение

уравнения, полученного в результате подстановки (11), можно записать в виде

𝜓(𝑥, 𝑦)=

𝑦ˆ

−∞

𝜙(𝑡)𝜔0

(︂ 𝑥ˆ

𝑎

𝜆(𝛾) 𝑑𝛾, 𝑦− 𝑡
)︂
𝑑𝑡+

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑓(𝑞, 𝑡)𝑒
´ 𝑞
𝑎 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾𝜔0

(︂ 𝑥ˆ

𝑞

𝜆(𝛾)𝑑𝛾, 𝑦− 𝑡
)︂
𝑑𝑡 𝑑𝑞.

Возвращаясь к начальным обозначениям (11), получим (9). Теорема доказана.
Теорема 2. Существует не более одного регулярного решения задачи (1), (2) в классе

функций, удовлетворяющих условию (8).
Доказательство. Пусть 𝑢1(𝑥, 𝑦) и 𝑢2(𝑥, 𝑦) — два регулярных решения задачи (1), (2).

Тогда их разность 𝑣(𝑥, 𝑦)≡𝑢2(𝑥, 𝑦)−𝑢1(𝑥, 𝑦) является регулярным решением задачи

𝜕𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+𝜆(𝑥)𝐷𝛼

−∞𝑦𝑣(𝑥, 𝑦)+𝜇(𝑥)𝑣(𝑥, 𝑦)= 0,

𝑣(𝑎, 𝑦)=𝑢2(𝑎, 𝑦)−𝑢1(𝑎, 𝑦)= 0,

удовлетворяющим условию (8). В силу теоремы 1 это регулярное решение 𝑣(𝑥, 𝑦)≡0, откуда
следует, что 𝑢2(𝑥, 𝑦)≡𝑢1(𝑥, 𝑦). Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть 𝜙(𝑦)∈𝐶(−∞, 𝑇 )∩𝐿(−∞, 𝑇−𝜀), 𝑓(𝑥, 𝑦)∈𝐶(Ω𝑎)∩𝐿(Ω𝜀), 𝜇(𝑥)∈𝐶(𝑎, 𝑏)∩
∩𝐿(𝑎, 𝑏), 𝜆(𝑥)= (𝑥−𝑎)𝜁𝑔1(𝑥), 𝑔1(𝑥)∈𝐶[𝑎, 𝑏), 𝑔1(𝑥)> 0 для любого 𝑥∈ [𝑎, 𝑏), 𝜁 >−1,

lim
𝑦→−∞

(−𝑦)𝛿𝜙(𝑦)= 0, 𝛿 > 1−𝛼, (12)

и функция 𝑓(𝑥, 𝑦) представима в виде

𝑓(𝑥, 𝑦)=𝐷−𝜈
−∞𝑦𝑔(𝑥, 𝑦), 𝜈 >𝛼, (13)

где 𝑔(𝑥, 𝑦)∈𝐿(Ω𝜀), (𝑥−𝑎)−𝜎1𝑔(𝑥, 𝑦)∈𝐶(Ω𝑎) и

sup
{︀
(𝑥−𝑎)−𝜎1(𝑇 −𝑦)−𝜎2 |𝑔(𝑥, 𝑦)| : (𝑥, 𝑦)∈Ω𝜀

}︀
⩽𝐶(𝜀) (14)

для некоторых 𝜎1>𝜁, −𝜎2>𝜈+1 и любого достаточно малого числа 𝜀> 0.
Тогда функция 𝑢(𝑥, 𝑦), определённая равенством (9), является регулярным решением

задачи (1), (2).
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Доказательство. Рассмотрим функцию (10). Из условий теоремы следует, что 𝑔1(𝑥)⩾
⩾𝐶(𝜀)> 0 и

⃒⃒´ 𝑥
𝑎 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾

⃒⃒
<+∞ для любого 𝑥∈ [𝑎, 𝑏−𝜀], 𝜀> 0, откуда с учётом (7) получим

𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)⩽𝐶

(︂ 𝑥ˆ

𝑞

𝜆(𝛾) 𝑑𝛾

)︂−𝜃

(𝑦− 𝑡)𝜂+𝛼𝜃−1⩽𝐶(𝑞−𝑎+(𝑥−𝑞)𝜃1)−𝜁𝜃(𝑥−𝑞)−𝜃(𝑦− 𝑡)𝜂+𝛼𝜃−1, (15)

где 𝜃1= 𝜃1(𝑥, 𝑞), 𝜃1 ∈ (0, 1).
Если 𝑞= 𝑎, то

𝐺𝜂(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡)⩽𝐶(𝑥−𝑎)−𝜃(𝜁+1)(𝑦− 𝑡)𝜂+𝛼𝜃−1.

Введём обозначения

𝛷(𝑥, 𝑦)=

𝑦ˆ

−∞

𝜙(𝑡)𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡, 𝐹 (𝑥, 𝑦)=

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑓(𝑞, 𝑡)𝐺0(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑞,

𝐿(𝑢)=
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+𝜆(𝑥)𝐷𝛼

−∞𝑦𝑢(𝑥, 𝑦)+𝜇(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑦).

Используя (12)–(15), получаем

|𝛷(𝑥, 𝑦)|⩽𝐶

𝑦ˆ

−∞

(𝑇 − 𝑡)−𝛿𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡⩽𝐶(𝑇 −𝑦)−𝛿, (16)

|𝐹 (𝑥, 𝑦)|⩽𝐶

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

(𝑞−𝑎)𝜎1(𝑇 − 𝑡)𝜎2(𝑞−𝑎+(𝑥−𝑞)𝜃1)−𝜁𝜃(𝑥−𝑞)−𝜃(𝑦− 𝑡)𝜈+𝛼𝜃−1 𝑑𝑡 𝑑𝑞⩽

⩽𝐶(𝑥−𝑎)𝜎1−𝜃+1−𝜁𝜃(𝑇 −𝑦)𝜈+𝜎2+𝛼𝜃. (17)

Из (16) и (17) заключаем, что (𝑅−𝑦)−𝛼𝑢(𝑥, 𝑦)∈𝐿(−∞, 𝑅) как функция переменной 𝑦 для
любых 𝑥∈ (𝑎, 𝑏) и 𝑅<𝑇 .

Ввиду свойств (4), (5) имеем

𝜕𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
=−𝜇(𝑥)𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)−𝜆(𝑥)𝐺𝜂−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡),

𝐷𝛼
𝑦𝑡𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)=𝐷𝛼

𝑦𝑡𝐺𝜂(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)=𝐺𝜂−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡). (18)

Тогда с учётом
lim
𝑡→𝑦

𝜙(𝑡)𝐺1−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)= 0, 𝑦 <𝑇 −𝜀, 𝑥−𝑎⩾ 𝜀> 0,

запишем преобразование

𝐿(𝛷)=

𝑦ˆ

−∞

𝜙(𝑡)

(︂
𝜕𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
+𝜆(𝑥)𝐺−𝛼(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡)+𝜇(𝑥)𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡)

)︂
𝑑𝑡≡ 0.

Аналогично для функции 𝐹 (𝑥, 𝑦):

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)+

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑔(𝑞, 𝑡)
(︀
−𝜆(𝑥)𝐺𝜈−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)−𝜇(𝑥)𝐺𝜈(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡 𝑑𝑞,

𝜕𝛼𝐹 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝛼
=

𝜕

𝜕𝑦

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑔(𝑞, 𝑡)𝐷𝛼−1
𝑡𝑦 𝐺𝜈(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑞=

𝑥ˆ

𝑎

𝑦ˆ

−∞

𝑔(𝑞, 𝑡)𝐺𝜈−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑞.
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Здесь были использованы равенства, полученные на основании (7), (13) и (15):

lim
𝑡→𝑦−0

𝑥ˆ

𝑎

𝑔(𝑞, 𝑡)𝐺𝜈+1−𝛼(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑞=0, 𝑥, 𝑦 ∈Ω𝜀,

lim
𝑞→𝑥−0

𝑦ˆ

−∞

𝑔(𝑞, 𝑡)𝐺𝜈(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡=

𝑦ˆ

−∞

𝑔(𝑥, 𝑡)
(𝑦− 𝑡)𝜈−1

𝛤 (𝜈)
𝑑𝑡= 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈Ω𝜀,

lim
𝑞→𝑥−0

𝐺𝜈(𝑥, 𝑞, 𝑦, 𝑡)=
(𝑦− 𝑡)𝜈−1

𝛤 (𝜈)
, 𝑦− 𝑡⩾ 𝜀> 0, 𝑥< 𝑏−𝜀.

В результате получаем 𝐿(𝐹 )≡𝑓(𝑥, 𝑦), т.е. функция (9) является решением уравнения (1).
Проверим выполнение условия (2). Из неравенства (17) следует предельное соотношение

lim
𝑥→𝑎+0

𝐹 (𝑥, 𝑦)= 0, 𝑦 <𝑇.

Покажем, что
lim

𝑥→𝑎+0
𝛷(𝑥, 𝑦)=𝜙(𝑦). (19)

Для доказательства (19) рассмотрим выражение

𝛷(𝑥, 𝑦)=

(︂ 𝑦−𝜀ˆ

−∞

+

𝑦ˆ

𝑦−𝜀

)︂
[𝜙(𝑡)−𝜙(𝑦)]𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡+𝜙(𝑦)

𝑦ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡= 𝐼1+𝐼2+𝜙(𝑦)𝐼3.

Из оценок (6) и (15) вытекает, что lim𝑥→𝑎 𝐼1 = 0. Для интеграла 𝐼2 получим |𝐼2| ⩽
⩽ 𝐶 sup𝑡∈(𝑦−𝜀,𝑦) |𝜙(𝑡)−𝜙(𝑦)|, откуда из произвольности выбора 𝜀 и из непрерывности 𝜙(𝑡)
следует, что lim𝑥→𝑎 𝐼2=0. Для интеграла 𝐼3 с помощью (18) вычислим

lim
𝑥→𝑎+0

𝐼3= lim
𝑥→𝑎+0

𝑦ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡= lim
𝑥→𝑎+0

lim
𝑧→∞

𝐺1(𝑥, 𝑎, 𝑧, 0)= lim
𝑥→𝑎+0

𝑒−
´ 𝑥
𝑎 𝜇(𝛾) 𝑑𝛾,=1.

Это подтверждает справедливость (19) и завершает доказательство теоремы.
Замечание. В условии (13), в отличие от аналогичного условия из работы [11] (см.

условие (21)), требуется представимость правой части 𝑓(𝑥, 𝑦) в виде дробного интеграла
лишь по одной переменной 𝑦. В этом смысле данное условие оказывается слабее условия
(21) из [11]. При этом меняются (немного усиливаются) требования к поведению функции
𝑔(𝑥, 𝑦) на границе области.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ

Исследование целых (или мероморфных) решений для тех или иных классов уравне-
ний является традиционной задачей теории алгебраических дифференциальных уравнений.
При этом результатов (в отличие от линейных уравнений), описывающих (в том или ином
смысле) целые (мероморфные) решения каких-либо достаточно общих классов нелинейных
алгебраических дифференциальных уравнений, немного. К хорошо исследованным относят-
ся так называемые уравнения типа Брио–Буке, имеющие вид 𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑛)) = 0 при некотором
натуральном 𝑛 и многочлене 𝑃 с комплексными коэффициентами.

Существует гипотеза [1], что все мероморфные решения таких уравнений (при некоторых
условиях на 𝑃 ) лежат в классе 𝑊 , состоящем из рациональных функций, рациональных
функций от какой-либо экспоненты и эллиптических функций. Над доказательством этой
гипотезы работали многие математики (Ш. Эрмит, Э. Пикар, Ш. Брио и Ж.-К. Буке,
Э. Холле, Р. Кауфман, С. Бэнкс, А.Э. Ерёменко и другие). В 2009 г. гипотеза была доказана
А.Э. Ерёменко с соавторами [2] при произвольных 𝑛 для любых мероморфных функций,
имеющих хотя бы один полюс. Далее в статье [3] было показано, что при произвольном 𝑛
(при наличии некоторых ограничений на многочлен 𝑃 ) любое целое трансцендентное решение
уравнения 𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑛))= 0 является лорановским многочленом от некоторой экспоненты 𝑒𝛼𝑧.

Разработанная в [4] техника позволила описать целые решения и для обобщённых урав-
нений типа Брио–Буке — уравнений вида 𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑛))+𝑄(𝑧, 𝑦, . . . , 𝑦(𝑛)) = 0. Было показано,
что при некоторых условиях на многочлены 𝑃 , 𝑄 все целые решения здесь также явля-
ются квазимногочленами. В доказательстве этого утверждения существенно использовалось
то, что 𝑛 одно и то же в 𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑛)) и в 𝑄(𝑧, 𝑦, . . . , 𝑦(𝑛)). Однако оказалось, что это усло-
вие “одинаковости 𝑛” не является существенным, а именно, для класса уравнений вида
𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑙))+𝑄(𝑧, 𝑡, . . . , 𝑦(𝑛)) = 0 при произвольных 𝑙, 𝑛 ∈ N (и аналогичных ограничениях на
многочлены 𝑃 , 𝑄) все целые решения также являются квазимногочленами. Доказательству
этого факты посвящена данная статья.
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Отметим, что для более общих уравнений вида 𝑃 (𝑦(𝑘), 𝑦(𝑙))+𝑄(𝑧, 𝑡, . . . , 𝑦(𝑛))=0 при про-
извольных натуральных 𝑘, 𝑙, 𝑛 (с аналогичными ограничениями на 𝑃 , 𝑄) вопрос описания
целых решений пока остаётся открытым (возможно, что здесь целые решения квазимного-
членами уже не исчерпываются).

В дальнейшем, как обычно, через N и C обозначаются множества натуральных и ком-
плексных чисел; через C[𝑡0, . . . , 𝑡𝑚] — кольцо многочленов над множеством C от переменных
𝑡0, . . . , 𝑡𝑚.

Пусть 𝑓(𝑧) : C→C — целая функция. Тогда её порядок 𝜌 определяется формулой

𝜌= lim
𝑅→+∞

ln(ln𝑀𝑓 (𝑅))

ln𝑅
,

где 𝑀𝑓 (𝑅) =max|𝑧|=𝑅 |𝑓(𝑧)|. Если 𝜌<+∞, то 𝑓(𝑧) называется функцией конечного порядка
[5, гл. 1].

Основным результатом данной статьи является доказательство следующей теоремы.
Теорема. Пусть 𝑙, 𝑛, 𝑑 — натуральные числа; 𝑃 ∈C[𝜔0, 𝜔𝑙]; 𝑄∈C[𝑧, 𝜔0, . . . , 𝜔𝑛], причём:
1) 𝑃 =

∏︀𝑑
𝑗=1(𝜔𝑙−𝛼𝑗𝜔0), где все 𝛼𝑗 ∈C и 𝛼𝑖 ̸=𝛼𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗;

2) степень многочлена 𝑄 по совокупности переменных {𝜔0, . . . , 𝜔𝑛} не превосходит 𝑑−1.
Пусть 𝑦= 𝑓(𝑧) — целая функция, являющаяся решением дифференциального уравнения

𝑃 (𝑦, 𝑦(𝑙))+𝑄(𝑧, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑛))= 0. (1)

Тогда либо 𝑓(𝑧) — многочлен из C[𝑧], либо 𝑓(𝑧) — квазимногочлен, т.е.

𝑓(𝑧)=

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑇𝑗(𝑧)𝑒
𝛽𝑗𝑧,

где 𝑀 ∈N, 𝑇𝑗(𝑧)∈C[𝑧], 𝛽𝑗 ∈C, 𝑗=1,𝑀 .

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Лемма 1. Если целая функция 𝑦= 𝑓(𝑧) удовлетворяет уравнению (1), то 𝑓(𝑧) — целая
функция конечного порядка.

Доказательство. Для любого монома вида 𝐼≡𝑎(𝑧)𝜔𝑗0
0 . . . 𝜔

𝑗𝑡
𝑡 (где 𝑎(𝑧)∈C[𝑧]) определим

его степень deg 𝐼 = 𝑗0+ . . .+𝑗𝑡 и норму ‖𝐼‖= 𝑗0+2𝑗1+ . . .+(𝑡+1)𝑗𝑡. Для любого многочлена
𝐻 =

∑︀
𝑙 𝐼𝑙, где 𝐼𝑙 — мономы, определим его главную часть как совокупность мономов из

{𝐼𝑙}, у которых степень deg 𝐼 максимальна. Далее, из главной части отберём те мономы
𝐼, у которых норма ‖𝐼‖ максимальна. Обозначим получившееся множество мономов через
𝐵(𝐻). Пусть

𝐵(𝐻)=
{︀
𝐼𝑞 = 𝑎𝑞(𝑧)𝜔

𝑗0,𝑞
0 . . . 𝜔

𝑗𝑡,𝑞
𝑡 , 𝑎𝑞(𝑧)∈C[𝑧]

}︀
.

Будем называть многочлен правильным, если
∑︀

𝐼𝑞∈𝐵(𝐻) 𝑎𝑞(𝑧) ̸=0.
Доказано [6, теорема С], что если целая функция 𝑦= 𝑓(𝑧) удовлетворяет дифференци-

альному уравнению вида 𝐻(𝑧, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑡))=0, где 𝐻 — правильный многочлен, то 𝑓(𝑧) —
целая функция конечного порядка. Рассмотрим многочлен 𝐻=𝑃 (𝜔0, 𝜔𝑙)+𝑄(𝑧, 𝜔0, . . . , 𝜔𝑛) из
условия теоремы, который является правильным.

Действительно, в силу условий теоремы множество 𝐵(𝐻) в данном случае состоит только
из одного монома 𝐼 =𝜔𝑑

𝑙 . Таким образом, утверждение леммы верно.
Лемма 2. Пусть 𝜙(𝑧) — целая функция порядка 𝜌 < +∞ и 𝑀 ∈ N. Тогда найдутся

числа 𝑅0 и 𝛿, зависящие от 𝑀 и 𝜙(𝑧), такие, что при любых 𝑅 > 𝑅0 в кольце 𝐶𝑅 =
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={2𝑅⩽ |𝑧|⩽3𝑅} можно выбрать конечное множество 𝐵𝑅 кругов с общей суммой радиусов
не более 2𝑀2𝑅1/2 так, что при всяком 𝑧 ∈𝐶𝑅∖𝐵𝑅 и любом 𝑗 ∈ {0, 1, . . . ,𝑀} справедливо
неравенство ⃒⃒⃒⃒

𝜙(𝑗)(𝑧)

𝜙(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝛿𝑅𝜌𝑀 .

Замечание 1. Утверждение леммы 2 вытекает из следствия 1 к лемме 4 [3, с. 203] при
𝜀=1/2, 𝐻 =𝑅1/2.

Лемма 3. Пусть 𝑅>0; 𝐿∈N; 𝐶𝑅={2𝑅⩽ |𝑧|⩽3𝑅}; 𝐵𝑅 — конечное множество замкну-
тых кругов с общей суммой радиусов не более 2𝐿2𝑅1/2, причём 𝐵𝑅 ⊂𝐶𝑅. Тогда найдётся
постоянная 𝑅0>0 (зависящая от 𝐿) такая, что при всяком 𝑅>𝑅0 найдётся 𝑅1∈ [2𝑅, 3𝑅]
такое, что окружность 𝛾𝑅1 = {𝑧 : |𝑧|=𝑅1} не пересекается с множеством 𝐵𝑅.

Замечание 2. Утверждение леммы 3 следует из леммы 5 [3, с. 204] при 𝐻 =𝑅1/2.
Лемма 4. Пусть 𝜙(𝑧) — функция конечного порядка 𝜌; 𝐿 ∈N. Тогда найдутся числа

𝑅0, 𝛿 > 0 (зависящие только от 𝜙(𝑧) и 𝐿) такие, что при каждом 𝑅 >𝑅0 существует
число 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅] с условием: при любых 𝑗=0, 𝐿 и 𝑧 ∈C, |𝑧|=𝑅1, справедлива оценка⃒⃒⃒⃒

𝜙(𝑗)(𝑧)

𝜙(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝛿𝑅𝜌𝐿.

Замечание 3. Утверждение леммы 4 вытекает из лемм 2 и 3.
Лемма 5. Пусть целая функция 𝑦= 𝑓(𝑧) является решением уравнения (1). Тогда най-

дутся постоянные 𝛾1, 𝛾2> 0 (не зависящие от 𝑅) такие, что при любом 𝑅>𝛾1 найдётся
число 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅] такое, что при всяком 𝑧 с условием |𝑧|=𝑅1 справедлива оценка

𝑑∏︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽

𝑅𝛾2

|𝑓(𝑧)|
.

Доказательство. Применим лемму 4 с 𝐿=max{𝑙, 𝑛}. Тогда при всех достаточно больши́х
𝑅 найдётся 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅] такое, что при всех натуральных 𝑗⩽𝐿 выполняется неравенство

max
|𝑧|=𝑅1

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑗)(𝑧)

𝑓(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝛿𝑅𝜌𝐿, (2)

где 𝛿 не зависит от 𝑅. Пусть (см. уравнение (1))

𝑄(𝑧, 𝜔0, . . . , 𝜔𝑛)=
∑︁

𝑗0+...+𝑗𝑛⩽𝑑−1

𝑎�̄�(𝑧)𝜔
𝑗0
0 . . . 𝜔𝑗𝑛

𝑛 ,

где 𝑎�̄�(𝑧) — многочлены степени не выше ℎ, причём максимум модулей коэффициентов у
них не превосходит 𝐵.

Пусть 𝑧 ∈C и |𝑧|=𝑅1. Разделим обе части уравнения (1) на (𝑓(𝑧))𝑑. Тогда с учётом (2)
получим

𝑑∏︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑑𝑑+1𝐵(3𝑅)ℎ𝛿𝑅𝜌𝐿(𝑑−1) 1

|𝑓(𝑧)|

или
𝑑∏︁

𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽

𝑅𝛾2

|𝑓(𝑧)|
,

где 𝛾2 не зависит от 𝑅. Таким образом, лемма доказана.
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Лемма 6. Пусть 𝑓(𝑧) — целая функция, удовлетворяющая уравнению (1). Тогда най-
дутся числа 𝑅0 и 𝑚 (зависящие только от 𝑓(𝑧) и многочленов 𝑃 , 𝑄 из уравнения (1))
такие, что при всяком 𝑅>𝑅0 найдётся число 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅] такое, что при любом 𝑧 ∈C,
|𝑧|=𝑅1, имеется число 𝛼(𝑧)∈{𝛼1, . . . , 𝛼𝑑}, удовлетворяющее условию

|𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼(𝑧)𝑓(𝑧)|<𝑅𝑚. (3)

Доказательство. По лемме 5 при достаточно большом 𝑅>𝑅0 найдётся 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅]
такое, что при любом 𝑧 ∈C, |𝑧|=𝑅1, имеет место оценка

𝑑∏︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽

𝑅𝛾
2

|𝑓(𝑧)|
, (4)

где 𝛾2 зависит только от 𝑓(𝑧), уравнения (1) и не зависит от 𝑅.
Считаем также, что 𝑅0 столь велико, что

min
𝑖,𝑗

|𝛼𝑖−𝛼𝑗 |⩾ 10𝑅
−𝛾2/𝑑
0 . (5)

Зафиксируем произвольное 𝑧 ∈C, |𝑧|=𝑅1. Возможны два случая.
1. |𝑓(𝑧)|⩽𝑅2𝛾2 . Тогда по лемме 4 найдём, что |𝑓 (𝑙)(𝑧)|⩽ 𝛿𝑅𝜌𝐿𝑅2𝛾2 , откуда при любом

𝑗=1, 𝑑 следует оценка

|𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼𝑗𝑓(𝑧)|⩽ (1+max
𝑗

|𝛼𝑗 |)(1+𝛿)𝑅𝜌𝐿+2𝛾2 .

Тогда, выбрав 𝑚 так, чтобы (1+max𝑗 |𝛼𝑗 |)(1+ 𝛿)𝑅𝜌𝐿+2𝛾2 <𝑅𝑚, утверждение леммы будет
выполняться.

2. |𝑓(𝑧)|>𝑅2𝛾2 . Пусть 𝑗0 таково, что

min
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗0

⃒⃒⃒⃒
.

Тогда из (4) найдём ⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗0

⃒⃒⃒⃒
⩽

(︂
𝑅𝛾2

|𝑓(𝑧)|

)︂1/𝑑
⩽𝑅−𝛾2/𝑑.

Далее с учётом оценки (5) получим соотношения
𝑑∏︁

𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩾

𝑑∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

(︂
|𝛼𝑗−𝛼𝑗0|−

⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗0

⃒⃒⃒⃒)︂
⩾

𝑑∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

(|𝛼𝑗−𝛼𝑗0|−𝑅−𝛾2/𝑑)⩾

⩾
𝑑∏︁

𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

(|𝛼𝑗−𝛼𝑗0|−𝑅−𝛾2/𝑑
0 )⩾

(︂
9

10

)︂𝑑 𝑑∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

|𝛼𝑗−𝛼𝑗0|.

Поэтому из (4) имеем ⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑙)(𝑧)

𝑓(𝑧)
−𝛼𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽

𝑅𝛾
2

|𝑓(𝑧)|
𝛾3,

где

𝛾3=

(︂
9

10

)︂𝑑 𝑑∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑗0

|𝛼𝑗−𝛼𝑗0|.

Но тогда |𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼𝑗0|⩽𝑅𝑚 (здесь 𝑚∈N такое, что 𝛾3𝑅𝛾2<𝑅𝑚). Таким образом, утверждение
леммы и в этом случае верно.
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3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

По лемме 6 существует число 𝑀 ∈N такое, что при всех достаточно больши́х 𝑅>𝑅0

найдётся 𝑅1 ∈ [2𝑅, 3𝑅] такое, что при всяком 𝑧 ∈ C, |𝑧|=𝑅1, и при некотором 𝛼≡ 𝛼(𝑧) ∈
∈{𝛼1, . . . , 𝛼𝑑} справедливо неравенство

|𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼𝑓(𝑧)|<𝑅𝑀 . (6)

Далее будем обозначать через 𝛾𝑖 постоянные, не зависящие от 𝑅. Зафиксируем произволь-
ное 𝑧 такое, что |𝑧|=𝑅1. Применив лемму 4 к 𝜙(𝑧)= 𝑓 (𝑙)(𝑧)+𝛼𝑓(𝑧), найдём, что

|𝑓 (2𝑙)(𝑧)−𝛼𝑓 (𝑙)(𝑧)|<𝛾1𝑅𝑙𝑀 ,

откуда

|𝑓 (2𝑙)(𝑧)−𝛼𝑓 (𝑙)(𝑧)|= |𝑓 (2𝑙)(𝑧)−𝛼𝑓 (𝑙)(𝑧)+𝛼𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼2𝑓(𝑧)|⩽

⩽ |𝑓 (2𝑙)(𝑧)−𝑓 (𝑙)(𝑧)|+ |𝛼| |𝑓 (𝑙)(𝑧)−𝛼𝑓(𝑧)|⩽ 𝛾2𝑅
𝑙𝑀 .

Рассуждая далее аналогично, получаем, что при всех 𝑘=1, 𝑑 справедливы оценки

|𝑓 (𝑘𝑙)(𝑧)−𝛼𝑘𝑓(𝑧)|<𝑅𝛾2

с некоторой постоянной 𝛾2> 0.
Пусть 𝑃 (𝑡)= (𝑡−𝛼1) . . . (𝑡−𝛼𝑛)= 𝑡𝑑+𝛽𝑑−1𝑡

𝑑−1+ . . .+𝛽0. Положим

𝐿(𝑓)= 𝑓 (𝑑𝑙)+𝛽𝑑−1𝑓
((𝑑−1)𝑙)+ . . .+𝛽1𝑓

(𝑙)+𝛽0𝑓.

Тогда с учётом (6) имеет место оценка

|(𝑓 (𝑑𝑙)−𝛼𝑑𝑓)+𝛽𝑑−1(𝑓
((𝑑−1)𝑙)−𝛼𝑑−1𝑓)+ . . .+𝛽1(𝑓

(𝑙)−𝛼𝑓)+𝛽0(𝑓−𝑓)|= |𝐿(𝑓)−𝑃 (𝛼)𝑓 |=

= |𝐿(𝑓)|⩽𝑅𝛾2(1+ |𝛽𝑑−1|+ . . .+ |𝛽0|)⩽𝑅𝛾3
1

с некоторой постоянной 𝛾3> 0.
Итак, получили, что при любом 𝑅>𝑅0 найдётся 𝑅1∈ [2𝑅, 3𝑅] такое, что для всякого 𝑧∈C

с условием |𝑧|=𝑅1 выполняется неравенство |𝐿(𝑓(𝑧))|⩽𝑅𝛾3
1 , где постоянная 𝛾3 не зависит

от 𝑅. Но 𝐿(𝑓(𝑧)) — целая функция, поэтому (см., например, [5, гл. 1]) 𝐿(𝑓(𝑧)) = 𝑞(𝑧),
где 𝑞(𝑧) — некоторый многочлен. Но тогда 𝑓(𝑧) является квазимногочленом, т.е. 𝑓(𝑧) =
=
∑︀

𝑖 ℎ𝑖(𝑧)𝑒
𝛿𝑖𝑧 при некоторых {ℎ𝑖(𝑧)}∈C[𝑧] и {𝛿𝑖}∈C. Теорема доказана.
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ХРОНИКА

О СЕМИНАРЕ ПО ПРОБЛЕМАМ НЕЛИНЕЙНОЙ
ДИНАМИКИ И УПРАВЛЕНИЯ ПРИ МОСКОВСКОМ

ГОСУДАРСТВЕННОМ УНИВЕРСИТЕТЕ
ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА∗)

Ниже публикуются краткие аннотации докладов, состоявшихся в весеннем семестре 2024 г.
(предыдущее сообщение о работе семинара дано в журнале “Дифференц. уравнения”. 2024.
Т. 60. № 2; за дополнительной информацией обращаться по адресу: iline@cs.msu.ru)∗∗)

А.С. Фурсов, Ц. Оу (МГУ ВМК, Москва, Россия) “О задаче слежения для динами-
ческой модели ленточного конвейера” (12.02.2024).

Рассматривается динамическая модель ленточного конвейера в виде следующей пере-
ключаемой системы:

�̇�= 𝑣, �̇�=
𝑢1−𝜇𝑣−𝑚1𝑔 sin𝛼

𝑚0+𝑚1
, �̇�=𝜔, �̇�=

𝑢2−𝑝𝜔
ℎ2𝑠(𝑚0+𝑚1)

− 𝑔 cos𝛼

ℎ
, (1)

где 𝑥 характеризует перемещение ленты конвейера, 𝑣 и 𝑚0 — линейная скорость и масса
ленты конвейера, 𝑚1 — общая масса грузов на конвейере, 𝜇 — коэффициент трения качения,
𝑔 — ускорение свободного падения, 𝑢1 — управление тягой конвейера, 𝑝 — коэффициент
осевого трения, ℎ — положение центра масс конвейера относительно нижнего ролика, 𝑠 —
коэффициент, определяющий момент инерции конвейера, 𝛼 — угол подъёма конвейера от-
носительно горизонта, 𝑢2 — управление углом ленты конвейера.

Для данной модели в работе [1] была сформулирована задача слежения, состоящая
в поддержании на постоянном уровне значений скорости ленты и угла подъёма конвейе-
ра в процессе его функционирования при условии, что в произвольные моменты времени
может производиться погрузка или разгрузка перемещаемых грузов, а именно, необходимо
построить управление 𝑢= (𝑢1, 𝑢2), обеспечивающее стремление ошибок слежения 𝑒𝑣, 𝑒𝛼 к
нулю:

𝑒𝑣 = 𝑣0−𝑣→ 0, 𝑒𝛼=𝛼0−𝛼→ 0,

где 𝑣0 и 𝛼0 — постоянные значения задающих сигналов.
При решении поставленной задачи в [1] было предложено для стабилизации скорости 𝑣

использовать регулятор 𝑢1, обеспечивающий возникновение в замкнутой системе скользящего
режима, а для стабилизации угла 𝛼 — нечёткий регулятор 𝑢2.

В настоящей работе предлагается метод, позволяющий свести указанную выше задачу
слежения к задаче стабилизации линейной интервальной системы статической обратной
связью по состоянию.

∗) Семинар основан академиками РАН С.В. Емельяновым и С.К. Коровиным.
∗∗) Составитель хроники А.В. Ильин.
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Итак, перепишем систему (1) в переменных 𝑒𝑣, 𝑒𝛼, 𝜔:

�̇�𝑣 =
𝜇

𝑚0+𝑚1
(𝑣0−𝑒𝑣)+

𝑚1𝑔

𝑚0+𝑚1
sin (𝛼0−𝑒𝛼)−

1

𝑚0+𝑚1
𝑢1, �̇�𝛼=−𝜔,

�̇�=− 𝑝

ℎ2𝑠(𝑚1+𝑚0)
𝜔− 𝑔

ℎ
cos (𝛼0−𝑒𝛼)+

1

ℎ2𝑠(𝑚1+𝑚0)
𝑢2. (2)

Применяя к управляющим функциям 𝑢1, 𝑢2 следующие преобразования:

𝑢1=𝜇𝑣0+𝑚1𝑔 sin𝛼0+ �̄�1, 𝑢2= 𝑠𝑔ℎ(𝑚1+𝑚0) cos𝛼0+ �̄�2, (3)

перепишем систему (2) в виде

�̇�𝑣 =− 𝜇

𝑚0+𝑚1
𝑒𝑣+

𝑚1𝑔

𝑚0+𝑚1
(sin (𝛼0−𝑒𝛼)−sin𝛼0)−

1

𝑚0+𝑚1
�̄�1, �̇�𝛼=−𝜔,

�̇�=− 𝑝

ℎ2𝑠(𝑚1+𝑚0)
𝜔− 𝑔(cos (𝛼0−𝑒𝛼)−cos𝛼0)

ℎ
+

1

ℎ2𝑠(𝑚1+𝑚0)
�̄�2 (4)

и рассмотрим задачу стабилизации системы (4) в нулевом положении равновесия. Заме-
тим, что функцию ℎ(𝑡) приближённо можно считать кусочно-постоянной со значениями
в некотором ограниченном множестве 𝐻. Учитывая это, линеаризуем систему (4) в неко-
торой окрестности нулевого положения равновесия (вариации переменных для упрощения
обозначаем теми же буквами 𝑒𝑣, 𝑒𝛼, 𝜔):

�̇�𝑣 =− 𝜇

𝑚0+𝑚1
𝑒𝑣−

𝑚1𝑔 cos𝛼0

𝑚0+𝑚1
𝑒𝛼−

1

𝑚0+𝑚1
�̄�1, �̇�𝛼=−𝜔,

�̇�=− 𝑝

ℎ2𝑠(𝑚1+𝑚0)
𝜔− 𝑔 sin𝛼0

ℎ
𝑒𝛼+

1

ℎ2𝑠(𝑚1+𝑚0)
�̄�2 (5)

и будем решать задачу стабилизации линейной системы (5), т.е. задачу поиска управления
�̄�=(�̄�1, �̄�2), обеспечивающего стремление к нулю её переменных состояния:

𝑒𝑣 → 0, 𝑒𝛼→ 0, 𝜔→ 0.

Заметим, что система (5) фактически является переключаемой системой, режимы кото-
рой описываются линейными стационарными подсистемами. Учитывая конечные диапазоны
возможных изменений коэффициентов системы (5), сопоставим ей переключаемую линейную
интервальную систему

�̇�𝑣 = [𝑎11]𝑒𝑣+[𝑎12]𝑒𝛼+[𝑏11]�̄�1, �̇�𝛼=−𝜔, �̇�= [𝑎32]𝑒𝛼+[𝑎33]𝜔+[𝑏32]�̄�2 (6)

или в матричной форме

𝜉= [𝐴]𝜉+[𝐵]�̄�, 𝜉=

⎛⎝𝑒𝑣𝑒𝛼
𝜔

⎞⎠, [𝐴] =

⎛⎝[𝑎11] [𝑎12] 0
0 0 −1
0 [𝑎32] [𝑎33]

⎞⎠, [𝐵] =

⎛⎝[𝑏11] 0
0 0
0 [𝑏32]

⎞⎠.
Согласно [2, с. 25] если статическая обратная связь �̄�=−𝐾𝜉 (𝐾 — вещественная матрица
размерности 2×3) обеспечивает существование единой функции Ляпунова для всех замкну-
тых этой обратной связью систем из интервального семейства (6), то она же обеспечивает
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и стабилизацию переключаемой системы (5) в нуле. Нахождение указанной обратной свя-
зи может быть сведено в решению системы линейных матричных неравенств. При этом,
выбирая должным образом указанную систему матричных неравенств, можно обеспечить
наперёд заданную степень устойчивости замкнутой системы. Далее, переходя к управлению
𝑢=(𝑢1, 𝑢2) в соответствии с формулами (3) и заменяя функции 𝑚1 и ℎ их средними значе-
ниями из соответствующих интервалов, получаем решение исходной задачи слежения для
системы (1).

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образо-
вания Российской Федерации в рамках реализации программы Московского центра фунда-
ментальной и прикладной математики по соглашению № 075-15-2019-1621.

Литература. 1. Дружинина, О.В. Математическое моделирование систем конвейерного транспор-
та с интеллектуальным управлением / О.В. Дружинина, О.Н. Масина, А.А. Петров // Транспорт:
наука, техника, управление. — 2021. — № 4. — С. 3–8. 2. Liberzon, D. Switching in Systems and Control /
D. Liberzon. — Boston : Springer, 2003. — 233 p.

А. К. Деменчук (ИМ НАН Беларуси, Минск, Беларусь) “Сильно нерегулярное периоди-
ческое решение линейной периодической системы с программным управлением” (19.02.2024).

Будем рассматривать линейную систему управления

�̇�=𝐴(𝑡)𝑥+𝐵𝑢, 𝑡∈R, 𝑥∈R𝑛, 𝑛⩾ 2, (1)

в которой 𝐴(𝑡) — непрерывная 𝜔-периодическая 𝑛×𝑛-матрица, 𝐵 — постоянная 𝑛×𝑟-матрица
(𝑟⩽𝑛), 𝑢 — управление. Вопросы управляемости линейных систем изучались во многих рабо-
тах в предположении совпадения частот решения и самой системы (см., например, [1]). Такой
подход был обусловлен тем, что до середины XX века исследования по периодическим реше-
ниям дифференциальных систем базировались на предположении о соизмеримости периодов
решения и самой системы, поэтому другие возможные соотношения частот не изучались.

По-видимому, первым, кто более детально исследовал данную проблему, был Х. Массера.
В 1950 г. он показал, что периодические дифференциальные системы могут иметь перио-
дические решения с иррациональным отношением периодов решения и системы [2]. Этот
результат послужил началом нового направления в качественной теории дифференциальных
уравнений, которое впоследствии развивалось для различных классов систем и их решений в
работах [3–9] и др. Такие периодические решения ввиду их необычности, в сравнении с ранее
изучавшимися, были названы сильно нерегулярными, их частотный спектр — асинхронным,
а описываемые ими колебания — асинхронными.

Сложившееся мнение о невозможности, а затем об исключительности сильно нерегу-
лярных колебаний отчасти было продиктовано схожей ситуацией в прикладных областях.
В теории механических колебаний широко использовалось предположение о том, что под-
держиваемые внешней гармонической силой колебания всегда происходят с частотой этой
силы или кратной ей. Одна из причин такого предположения состоит в рассмотрении от-
носительно простых систем, а также игнорировании целого ряда специфических эффектов
(инерционных, термических и др.), вносящих временны́е сдвиги между значениями действу-
ющей силы и значениями динамических функций колебаний, которые могут привести к
асинхронному возбуждению незатухающих колебаний. Между тем ещё в середине 30-х гг.
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XX века в исследованиях под руководством Л.И. Мандельштама и Н.Д. Папалекси изуча-
лась возможность параметрического воздействия на двухконтурные системы, при котором
возбуждение колебаний осуществлялось на частотах, находящихся практически в любом от-
ношении с частотами параметров системы [10]. Позднее в этом направлении исследовался,
в частности, ряд систем, преобразующих энергию источника высокочастотных колебаний в
низкочастотные колебания, частота которых практически не зависит от частоты источника
(см., например, [11]).

Задача построения периодических дифференциальных систем, функционирующих в асин-
хронном режиме, сформулирована в работе [12] как задача управления асинхронным спек-
тром. Далее в качестве управляющего воздействия 𝑢(·) в системе (1) будем использовать
непрерывные на вещественной оси периодические 𝑟-вектор-функции, множество частот кото-
рых содержится в модуле частот матрицы коэффициентов. Тогда применительно к линейной
системе (1) задача управления асинхронным спектром с целевым множеством 𝐿 состоит в
следующем: выбрать из указанного допустимого множества такое программное управление
𝑢=𝑈(𝑡), чтобы система

�̇�=𝐴(𝑡)𝑥+𝐵𝑢(𝑡) (2)

имела сильно нерегулярное периодическое решение с заданным спектром частот 𝐿 (целевым
множеством). Если же требовать наличия у системы (2) только сильно нерегулярного перио-
дического решения, без предварительного задания целевого множества, то такую (несколько
менее жёсткую) задачу будем называть задачей синтеза асихронного режима (задачей воз-
буждения асинхронных колебаний).

Вопросы разрешимости сформулированных задач для системы (1) на основе вида среднего
значения матрицы коэффициентов исследовались в статьях [13, 14]. Случай максимального
ранга матрицы (равного числу её столбцов) при управлении изучен в [15].

В настоящей работе, предполагая, что ранг матрицы при управлении меньше числа её
столбцов, укажем строение сильно нерегулярного периодического решения системы (2).

Для непрерывной на всей числовой оси 𝜔-периодической вещественнозначной матри-
цы 𝐹 (𝑡) определим её среднее значение 𝐹 =𝜔−1

´ 𝜔
0 𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡 и осциллирующую часть 𝐹 (𝑡) =

=𝐹 (𝑡)−𝐹 . Через rankcol 𝐹 обозначим столбцовый ранг матрицы 𝐹 (𝑡) — наибольшее число
её линейно независимых столбцов. Подобным образом можно определить и строчный ранг
матрицы. Отметим, что в общем случае строчный и столбцовый ранги матрицы 𝐹 (𝑡) могут
не совпадать.

Далее считаем, что ранг постоянной матрицы 𝐵 при управлении не является максималь-
ным:

rank𝐵= 𝑟1<𝑟, 𝑑1=𝑛−𝑟1.

Тогда найдётся постоянная неособенная 𝑛×𝑛-матрица 𝑆 такая, что у матрицы 𝑆𝐵 будет
𝑑1 нулевых первых строк. Введём замену фазовых переменных 𝑦= 𝑆𝑥, приводящую (1) к
системе

�̇�=𝐶(𝑡)𝑦+𝐷𝑢, 𝐶(𝑡)=𝑆𝐴(𝑡)𝑆−1, 𝐷=𝑆𝐵, (3)

и соответствующей ей системе

�̇�=𝐶(𝑡)𝑦+𝐷𝑢(𝑡). (4)

Через 𝐶𝑑1,𝑛(𝑡) обозначим матрицу размерности 𝑑1×𝑛, составленную из первых 𝑑1 строк
матрицы 𝐶(𝑡), а через 𝐶𝑑1,𝑛(𝑡) — её осциллирующую часть.
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Укажем необходимое условие существования решения задачи возбуждения асинхронных
колебаний.

Лемма. Для разрешимости задачи возбуждения асинхронных колебаний в системе (3)
необходимо выполнение оценки

rankcol𝐶𝑑1,𝑛= 𝑟2<𝑛. (5)

Оказывается, что в случае разрешимости между компонентами искомого решения систе-
мы (2) существует линейная зависимость, тесно связанная с оценкой (5), т.е. справедлива

Теорема. Пусть для системы (3) разрешима задача возбуждения асинхронных колеба-
ний и 𝑦= 𝑦(𝑡) = col(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) — сильно нерегулярное периодическое решение системы (4).
Тогда найдутся два набора попарно различных натуральных индексов (их можно считать
упорядоченными)

1⩽ 𝑖1< . . .< 𝑖𝑛−𝑟2 ⩽𝑛, 1⩽ 𝑖𝑛−𝑟2+1< . . .< 𝑖𝑛⩽𝑛

и некоторая постоянная 𝑟2×(𝑛−𝑟2)-матрица 𝐹 такие, что между координатами вектора
𝑦 будет линейная зависимость вида

col(𝑦𝑖𝑛−𝑟2+1 , . . . , 𝑦𝑖𝑛)=𝐹 col(𝑦𝑖1 . . . , 𝑦𝑖𝑟2 ).

Замечание. Аналогичный результат имеет место и в случае задачи управления асин-
хронным спектром.

Исследование выполнено в рамках гранта Президента Республики Беларусь на 2024 г.
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менчук // Тр. Ин-та математики НАН Беларуси. — 2019. — Т. 27, № 1-2. — С. 23–28. 15. Хорн, Р.
Матричный анализ / Р. Хорн, Ч. Джонсон. — М. : Наука, 1989. — 666 с.
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В.Е. Хартовский (ГрГУ имени Я. Купалы, Гродно, Беларусь) “К вопросу асимптоти-
ческой наблюдаемости линейных непрерывно-дискретных систем” (26.02.2024).

В настоящей работе исследуются линейные автономные гибридные непрерывно-дискрет-
ные системы с известным выходным сигналом, измеряемым в дискретные моменты времени:

�̇�1(𝑡)=𝐴11𝑥1(𝑡)+𝐴12𝑥2(𝑡𝑘), 𝑡∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), (1)

𝑥2(𝑡𝑘+1)=𝐴21𝑥1(𝑡𝑘)+𝐴22𝑥2(𝑡𝑘), 𝑘=0, 1, . . . , (2)

𝑦(𝑡𝑘)=

𝑚∑︁
𝑗=0

(︀
𝐶1𝑗𝑥1(𝑡𝑘−𝑗)+𝐶2𝑗𝑥2(𝑡𝑘−𝑗)

)︀
, 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . , (3)

где 𝐴𝑖𝑗 ∈R𝑛𝑖×𝑛𝑗 , 𝑖, 𝑗=1, 2; 𝐶𝑖𝑗 ∈R𝑙×𝑛𝑖 , 𝑖=1, 2, 𝑗=0,𝑚; 𝑦 — наблюдаемый выходной сигнал;
𝑡𝑘 = 𝑘ℎ, 𝑘=0, 1, . . ., ℎ> 0 — шаг квантования.

Обозначим 𝑋(𝑡)= col[𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)]. Начальное состояние для системы (1), (2) имеет вид

𝑋(0)= col[𝑎1, 𝑎2], 𝑎𝑖 ∈R𝑛𝑖 , 𝑖=1, 2. (4)

Под решением системы (1), (2) с начальным условием (4) понимается пара функций
{𝑥1(𝑡), 𝑡⩾0, 𝑥2(𝑡𝑘), 𝑘=0, 1, . . .}, удовлетворяющих уравнениям (1), (2) и начальному условию
(4), где 𝑥1(𝑡), 𝑡⩾0, — непрерывная функция, дифференцируемая при 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 , 𝑗=0, 1, . . .; 𝑥2(𝑡𝑘),
𝑘=0, 1, . . . , — дискретная функция. В уравнении (1) при 𝑡= 𝑡𝑘 понимается правосторонняя
производная.

Системы вида (1)–(3) можно интерпретировать [1] как непрерывные системы при воздей-
ствии регуляторов дискретного действия. Различные свойства наблюдаемости таких систем
при 𝑚=0 подробно изучены в работе [1]. Предлагаемый нами подход, в отличие от [1], ос-
новывается на решении задачи асимптотической наблюдаемости [2, 3], а также на методах
построения наблюдателей из [4].

Предположим, что начальное условие (4) неизвестно. Цель исследования — по измерениям
наблюдаемого выхода (3) восстановить вектор 𝑋(𝑡0), где 𝑡0>0 — достаточно большой момент
времени.

Определение 1. Будем говорить, что система (1), (2) финально наблюдаема, если су-
ществует число 𝑘0 ∈N такое, что из условия 𝑦(𝑡𝑘)= 0, 𝑘=𝑚, 𝑘0, следует 𝑋(𝑡𝑘0)= 0.

Введём матрицы

𝐴=

[︃
𝑒𝐴11ℎ

´ ℎ
0 𝑒

𝐴11(ℎ−𝜏) 𝑑𝜏 𝐴12

𝐴21 𝐴22

]︃
, 𝐶𝑗 =

[︀
𝐶1𝑗 , 𝐶2𝑗

]︀
, 𝐶(𝜆)=

𝑚∑︁
𝑗=0

𝜆𝑗𝐶𝑗 .

Следуя идеям работы [1], можно доказать следующее утверждение.
Теорема 1. Для того чтобы система (1), (2) была финально наблюдаемой, необходимо

и достаточно, чтобы

rank

[︃
𝐼𝑛−𝜆𝐴
𝐶(𝜆)

]︃
=𝑛, 𝜆∈C. (5)

Предположим, что условие (5) нарушается. В этом случае представляет интерес возмож-
ность восстановления текущего состояния 𝑋(𝑡0) с некоторой ошибкой, стремящейся к нулю
с возрастанием 𝑡0.
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Определение 2. Будем говорить, что система (1), (2) асимптотически наблюдаема,
если из условия 𝑦(𝑡𝑘)= 0, 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . ., следует

⃦⃦
𝑋(𝑡𝑘)

⃦⃦
→ 0 при 𝑘→+∞.

Далее понадобятся некоторые обозначения. Пусть 𝐵𝑗 =𝐶т
𝑗 . Построим уравнение

𝐵0𝑔(𝑘+1)+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖𝑔(𝑘+1− 𝑖)= 0, 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . (6)

Последовательность 𝑔(𝑘), 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . , определяемая уравнением (6) и начальными усло-
виями 𝑔(𝑖)= 𝑔𝑖, 𝑖=1,𝑚, 𝑔𝑖∈R𝑙, существует в том и только в том случае [5], если 𝑔𝑚−𝑖=𝑇𝑖𝑐,
𝑖=1,𝑚, где 𝑇𝑖 ∈R𝑙×𝑟 (𝑟∈N) — некоторые матрицы, 𝑐∈R𝑟 — произвольный вектор (один и
тот же для всех матриц 𝑇𝑖). Способ построения матриц 𝑇𝑖 основан [5] на решении конечной
цепочки алгебраических линейных систем. Набор матриц {𝑇𝑖, 𝑖= 1,𝑚} назовём базисным
набором матриц для уравнения (6). Если матрицы 𝑇𝑖 образуют базисный набор, то лю-
бой другой базисный набор матриц образуют матрицы {𝑇𝑖𝐾, 𝑖=1,𝑚}, где 𝐾 — некоторая
невырожденная матрица.

Зафиксируем произвольный базисный набор матриц {𝑇𝑖, 𝑖=1,𝑚} и определим множество
матриц

S=

{︂
𝑆 ∈R𝑟×𝑟 : 𝐵0𝑇1𝑆+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖𝑇𝑖=0, 𝑇𝑘𝑆=𝑇𝑘−1, 𝑘=2,𝑚

}︂
.

В статье [6] предложен способ выбора из множества S матрицы с заданным спектром (или
с заданной частью спектра) и получены условия возможности такого выбора. Пусть

𝐺(𝜆, 𝑆)=

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖
𝑖∑︁

𝑗=0

𝐵𝑗𝑇𝑆
𝑖−𝑗 ,

где 𝑆 ∈S, 𝜌(𝑆) — спектральный радиус матрицы 𝑆.
Теорема 2. Пусть существует матрица 𝑆0 ∈S такая, что 𝜌(𝑆0)< 1 и

rank

⎡⎣ 𝐼𝑛−𝜆𝐴
𝐶(𝜆)(︀

𝐺(𝜆, 𝑆0)
)︀т
⎤⎦=𝑛, 𝜆∈C. (7)

Тогда система (1), (3) асимптотически наблюдаема.
Схема доказательства. Если выполняется условие (7), то [7] существуют полиноми-

альные матрицы 𝑀𝑖𝑗(𝜆), 𝑖=1, 2, 𝑗=1, 3, подходящих размеров такие, что⃒⃒⃒⃒
⃒𝐼𝑛−𝜆𝐴−𝜆𝑀11(𝜆)𝐶(𝜆)−𝜆𝑀13(𝜆)

(︀
𝐺(𝜆, 𝑆0)

)︀т −𝜆𝑀12(𝜆)

−𝜆𝑀21(𝜆)𝐶(𝜆)−𝜆𝑀23(𝜆)
(︀
𝐺(𝜆, 𝑆0)

)︀т
𝐼𝑙−𝜆𝑀22(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒≡ 1.

Пусть 𝑀𝑖𝑘(𝜆)=
∑︀𝑚0

𝑗=0 𝜆
𝑗𝑀 𝑗

𝑖𝑘, где 𝑀 𝑗
𝑖𝑘 — постоянные матрицы подходящих размеров. Опре-

делим систему с дискретным временем:

𝑧1(𝑡𝑘+1)=𝐴𝑧1(𝑡𝑘)+

𝑚0∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑧1(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚0∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
12𝑧2(𝑡𝑘−𝑗)+

𝑚0∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
13𝑧3(𝑡𝑘−𝑗)−

𝑚0∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
11𝑤(𝑡𝑘−𝑗),

𝑧2(𝑡𝑘+1)=

𝑚0∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑧1(𝑡𝑘−𝑗−𝑖)+

𝑚0∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
22𝑧2(𝑡𝑘−𝑗)+

𝑚0∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
23𝑧3(𝑡𝑘−𝑗)−

𝑚0∑︁
𝑗=0

𝑀 𝑗
21𝑤(𝑡𝑘−𝑗),
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𝑧3(𝑡𝑘+1)=𝑇 т
𝑚

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑧1(𝑡𝑘−𝑖)+𝑆
т
0𝑧3(𝑡𝑘)−𝑇 т

𝑚𝑤(𝑡𝑘), 𝑘= 𝑘0, 𝑘0+1, . . . , 𝑘0⩾𝑚0+𝑚, (8)

где матрица 𝑇𝑚 берётся из описанного выше базисного набора матриц. Начальные условия
для системы (8) возьмём в виде

𝑧1(𝑡𝑘)= 𝑏1𝑘, 𝑘= 𝑘0−(𝑚+𝑚0), 𝑘0; 𝑧2(𝑡𝑘)= 𝑏2𝑘, 𝑧3(𝑡𝑘)= 𝑏3𝑘, 𝑘= 𝑘0−𝑚0, 𝑘0, (9)

где 𝑏1𝑘, 𝑏
2
𝑘, 𝑏

3
𝑘 — некоторые векторы подходящего размера. Легко видеть, что если наруша-

ется условие (5), то среди матриц 𝑀 𝑗
𝑖3 по крайней мере одна является ненулевой. Пусть

произвольное, но фиксированное начальное состояние (4) системы (1)–(3) порождает выход
𝑦(𝑡𝑘)= ̂︀𝑦(𝑡𝑘), 𝑘=𝑚,𝑚+1, . . . Считаем, что 𝜌(𝑆0)<1. Тогда, используя подход [4], можно пока-
зать, что если 𝑤(𝑡𝑘)= ̂︀𝑦(𝑡𝑘), 𝑘=𝑘0, 𝑘0+1, . . ., то каково бы ни было начальное условие (9) для
соответствующих решений систем (1)–(3) и (8) выполняется соотношение ‖𝑧1(𝑡𝑘)−𝑋(𝑡𝑘)‖→0
при 𝑡→+∞. Теорема доказана.
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В.М. Марченко // Дифференц. уравнения. — 2013. — Т. 49, № 11. — С. 1421–1435. 2. Ильин, А.В. Синтез
наблюдателей для асимптотически наблюдаемых систем с запаздыванием / А.В. Ильин, А.В. Будано-
ва, В.В. Фомичев // Докл. РАН. — 2013. — Т. 448, № 4. — С. 399–402. 3. Хартовский, В.Е. К вопросу об
асимптотической оценке решения линейных стационарных систем нейтрального типа с соизмеримыми
запаздываниями / В.Е. Хартовский // Дифференц. уравнения. — 2019. — Т. 55, № 12. — С. 1701–1716.
4. Хартовский, В.Е. Синтез наблюдателей для линейных систем нейтрального типа / В.Е. Хартов-
ский // Дифференц. уравнения. — 2019. — Т. 55, № 3. — С. 409–422. 5. Хартовский, В.Е. Об одном
линейном автономном дескрипторном уравнении с дискретным временем. I. Приложение к задаче
0-управляемости / В.Е. Хартовский // Вестн. Удмуртск. ун-та. Математика. Механика. Компьют. на-
уки. — 2020. — № 2. — С. 290–311. 6. Хартовский, В.Е. Об одном линейном автономном дескрипторном
уравнении с дискретным временем. II. Каноническое представление и структурные свойства / В.Е. Хар-
товский // Изв. Ин-та математики и информатики Удмуртск. гос. ун-та. — 2020. — Т. 55. — С. 102–121.
7. Хартовский, В.Е. Спектральное приведение линейных систем нейтрального типа / В.Е. Хартов-
ский // Дифференц. уравнения. — 2017. — Т. 53, № 3. — С. 375–390.

А. И. Мачтакова, Н. Н. Петров (УдГУ, Ижевск, Россия) “Задача группового пресле-
дования в линейных нестационарных дифференциальных играх с дробными производными”
(25.03.2024).

В пространстве R𝑘 (𝑘⩾ 2) рассматривается дифференциальная игра 𝑛+1 лиц: пресле-
дователей 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 и убегающего 𝐸, описываемая системой

𝐷(𝛼)𝑧𝑖=𝐴𝑖(𝑡)𝑧𝑖+𝑢𝑖−𝑣, 𝑧𝑖(𝑡0)= 𝑧0𝑖 , 𝑢𝑖 ∈𝑈𝑖, 𝑣 ∈𝑉. (1)

Здесь 𝐷(𝛼) — производная по Капуто порядка 𝛼, 𝛼∈ (0, 1), 𝐴𝑖(𝑡) — непрерывные матричные
функции порядка 𝑘×𝑘, 𝑧𝑖, 𝑢𝑖, 𝑣 ∈ R𝑘, 𝑈𝑖, 𝑉 — компакты в R𝑘, 𝑖 ∈ 𝐼 = {1, . . . , 𝑛}. Заданы
терминальные множества 𝑀*

𝑖 =𝑀𝑖+𝑀
0
𝑖 , где 𝑀𝑖 — линейные подпространства пространства

R𝑘, 𝑀0
𝑖 — выпуклые компакты из 𝐿𝑖 — ортогонального дополнения к 𝑀𝑖 в R𝑘. Считаем,

что 𝑧0𝑖 /∈𝑀*
𝑖 для всех 𝑖∈ 𝐼.

Определение 1. Будем говорить, что задана квазистратегия 𝒰𝑖 преследователя 𝑃𝑖,
если определено отображение 𝑈0

𝑖 , ставящее в соответствие начальным позициям 𝑧0 = 𝑧0𝑖 ,
𝑖 ∈ 𝐼, моменту 𝑡 и произвольной предыстории управления 𝑣𝑡(·) убегающего 𝐸 измеримую
функцию 𝑢𝑖(𝑡) со значениями в 𝑈𝑖.

Обозначим данную игру 𝐺(𝑛, 𝑧0).
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Определение 2. В игре 𝐺(𝑛, 𝑧0) происходит поимка, если существуют момент 𝑇 > 0 и
квазистратегии 𝒰1, . . . , 𝒰𝑛 преследователей 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 такие, что для любой измеримой
функции 𝑣(𝑡) ∈ 𝑉 , 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], существуют момент 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] и номер 𝑝 ∈ 𝐼, для которых
𝑧𝑝(𝜏)∈𝑀𝑝.

Введём следующие обозначения [1]: 𝐸 — единичная матрица порядка 𝑘×𝑘; Int𝐴, co𝐴 —
соответственно внутренность и выпуклая оболочка множества 𝐴; 𝜋𝑖 : R𝑘 → 𝐿𝑖 — оператор
ортогонального проектирования;

Γ(𝛽)=

+∞ˆ

0

𝑠𝛽−1𝑒−𝑠 𝑑𝑠; 𝜏𝐽𝑡𝑓(𝑡)=
1

Γ(𝛼)

𝑡ˆ

𝜏

(𝑡−𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠) 𝑑𝑠;

𝐺0
𝑖 (𝑡, 𝜏)=

(𝑡−𝜏)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝐸, 𝐺𝑙+1

𝑖 (𝑡, 𝜏)=𝜏 𝐽𝑡(𝐴𝑖(𝑡)𝐺
𝑙
𝑖(𝑡, 𝜏)), 𝑙=0, 1, . . . ; Φ𝑖(𝑡, 𝜏)=

+∞∑︁
𝑙=0

𝐺𝑙
𝑖(𝑡, 𝜏);

�̃�0
𝑖 (𝑡, 𝜏)=𝐸, �̃�𝑙+1

𝑖 (𝑡, 𝜏)=𝜏 𝐽𝑡(𝐴𝑖(𝑡)�̃�
𝑙
𝑖(𝑡, 𝜏)), 𝑙=0, 1, . . . ; Ψ𝑖(𝑡, 𝜏)=

+∞∑︁
𝑙=0

�̃�𝑙
𝑖(𝑡, 𝜏);

𝑊𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣)=𝜋𝑖Φ𝑖(𝑡, 𝜏)
(︀
𝑈𝑖−𝑣); 𝑊𝑖(𝑡, 𝜏)=

⋂︁
𝑣∈𝑉

𝑊𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣).

Предположение. Для всех 𝑖∈ 𝐼, 𝑡⩾ 𝑡0, 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡] выполнено условие 𝑊𝑖(𝑡, 𝜏) ̸=∅.
Из теоремы об измеримом выборе [2, теорема 8.1.3] следует, что для каждого 𝑖∈ 𝐼 при

любом 𝑡⩾ 𝑡0 существует хотя бы один измеримый селектор 𝛾𝑖(𝑡, 𝜏)∈𝑊𝑖(𝑡, 𝜏) для всех 𝑡⩾ 𝑡0,
𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡]. Выберем произвольные измеримые селекторы 𝛾𝑖(𝑡, 𝜏), зафиксируем их и обозначим

𝜉𝑖(𝑡)=𝜋𝑖Ψ𝑖(𝑡, 𝑡0)𝑧
0
𝑖 +

𝑡ˆ

𝑡0

𝛾𝑖(𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏.

Теорема 1. Пусть выполнено предположение и существуют 𝑇 > 𝑡0, 𝑙 ∈ 𝐼 такие, что
𝜉𝑙(𝑇 )∈𝑀0

𝑙 . Тогда в игре 𝐺(𝑛, 𝑧0) происходит поимка.
В дальнейшем будем считать, что 𝜉𝑖(𝑡) /∈𝑀0

𝑖 для всех 𝑖∈ 𝐼, 𝑡⩾ 𝑡0.
Определим далее

𝜆𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣)= sup
{︀
𝜆⩾ 0: 𝜆(𝑀0

𝑖 −𝜉𝑖(𝑡))∩
(︀
𝑊𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣)−𝛾𝑖(𝑡, 𝜏)

)︀
̸=∅

}︀
, 𝛿(𝑡, 𝜏)=min

𝑣∈𝑉
max
𝑖∈𝐼

𝜆𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣).

Теорема 2. Пусть выполнено предположение и lim𝑡→+∞
´ 𝑡
𝑡0
𝛿(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠=+∞. Тогда в игре

𝐺(𝑛, 𝑧0) происходит поимка.
Пример. Рассмотрим игру 𝐺(2, 𝑧0), в которой система (1) имеет вид

𝐷(𝛼)𝑧𝑖1= 𝑡 ·𝑧𝑖2, 𝐷(𝛼)𝑧𝑖2=𝑢𝑖−𝑣, 𝑧𝑖(0)= 𝑧0𝑖 .

Здесь 𝐼= {1, 2}, 𝑧𝑖=(𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2)∈R2, 𝑈𝑖=𝑉 =[−1, 1], 𝑀*
𝑖 = {(𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2)∈R2 : 𝑧𝑖1=0}, 𝑧01 =(−1,−1),

𝑧02 =(1, 1). Обозначим

𝑝(𝑡, 𝜏)=
(𝑡−𝜏)𝛼−1

Γ(𝛼)
, 𝑞(𝑡, 𝜏)=

𝛼(𝑡−𝜏)2𝛼−1(𝑡+𝜏)

Γ(2𝛼+1)
, 𝑟(𝑡, 𝜏)=

(𝑡−𝜏)𝛼(𝑡+𝛼𝜏)
Γ(𝛼+2)

, 𝑓(𝑡)=1+
𝑡𝛼+1

Γ(𝛼+2)
.

Тогда [1]

Ψ𝑖(𝑡, 𝜏)=

(︂
1 𝑟(𝑡, 𝜏)
0 1

)︂
, Φ𝑖(𝑡, 𝜏)=

(︂
𝑝(𝑡, 𝜏) 𝑞(𝑡, 𝜏)

0 𝑝(𝑡, 𝜏)

)︂
, 𝜋𝑖=

(︂
1 0
0 0

)︂
.
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Поэтому 𝑀0
𝑖 = {0},

𝑊𝑖(𝑡, 𝜏, 𝑣)= 𝑞(𝑡, 𝜏)(𝑉 −𝑣), 𝑊𝑖(𝑡, 𝜏)= {0}, 𝛾𝑖(𝑡, 𝜏)= 0,

𝜉1(𝑡)=𝜋1Ψ1(𝑡, 0)𝑧
0
1 =−𝑓(𝑡), 𝜉2(𝑡)=𝜋2Ψ2(𝑡, 0)𝑧

0
2 = 𝑓(𝑡),

𝜆1(𝑡, 𝜏, 𝑣)=
𝑞(𝑡, 𝜏)(1−𝑣)

𝑓(𝑡)
, 𝜆2(𝑡, 𝜏, 𝑣)=

𝑞(𝑡, 𝜏)(1+𝑣)

𝑓(𝑡)
, 𝛿(𝑡, 𝜏)=

𝑞(𝑡, 𝜏)

𝑓(𝑡)
.

Так как lim𝑡→+∞
´ 𝑡
0 𝛿(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠=+∞, то выполнены все условия теоремы 2, и, значит, в игре

𝐺(2, 𝑧0) происходит поимка.
Теорема 3. Пусть в системе (1) 𝑡0 =0, для всех 𝑖∈ 𝐼 𝐴𝑖(𝑡)= 𝑎𝑖𝐸 при 𝑡⩾ 0, 𝑀*

𝑖 = {0},
𝑈𝑖=𝑉 = {𝑣 : ‖𝑣‖⩽ 1}, 𝑎𝑖⩽ 0 и 0∈ Int co{𝑧0𝑖 , 𝑖∈ 𝐼}. Тогда в игре 𝐺(𝑛, 𝑧0) происходит поимка.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Российской
Федерации в рамках государственного задания № FEWS-2024-0009.

Литература. 1. Matychyn, I. Game-theoretical problems for fractional-order nonstationary systems /
I. Matychyn, V. Onyshchenko // Fract. Calc. Appl. Anal. — 2023. — V. 26. — P. 1031–1051. 2. Aubin, J.P.
Set-Valued Analysis / J.P. Aubin, H. Frankowska. — Boston : Birkhauser, 1990. — 461 p.

С. Н. Попова, Э. А. Фахразиева (УдГУ, Ижевск, Россия) “О свойстве локальной
достижимости линейных управляемых гибридных систем” (08.04.2024).

Рассмотрим линейную управляемую гибридную систему

�̇�(𝑡)=𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡)+𝐴12(𝑘)𝑦(𝑘)+𝐵11(𝑡)𝑢(𝑡)+𝐵12(𝑘)𝑣(𝑘),

𝑦(𝑘+1)=𝐴21(𝑘)𝑥(𝑘)+𝐴22(𝑘)𝑦(𝑘)+𝐵21(𝑘)𝑢(𝑘)+𝐵22(𝑘)𝑣(𝑘), (1)

где 𝑡∈ [𝑘, 𝑘+1), 𝑘∈N0={0, 1, 2, . . . }, 𝑥∈R𝑛1 , 𝑦∈R𝑛2 , 𝑢∈R𝑚1 , 𝑣∈R𝑚2 ; функции 𝐴11 : [0,+∞)→
→R𝑛1×𝑛1 и 𝐵11 : [0,+∞)→R𝑛1×𝑚1 кусочно-непрерывны, могут иметь лишь разрывы первого
рода и непрерывны справа в точках разрыва; управление 𝑢 : [0,+∞)→R𝑚1 кусочно-непре-
рывно, может иметь лишь разрывы первого рода и непрерывно справа в точках разрыва;
функции 𝐴𝑗2 : N0 → R𝑛𝑗×𝑛2 , 𝐵𝑗2 : N0 → R𝑛𝑗×𝑚2 (𝑗 = 1, 2) и 𝐵21 : N0 → R𝑛2×𝑚1 произвольны;
управление 𝑣 : N0→R𝑚2 произвольно.

Под решением системы (1) при выбранных управлениях 𝑢(·) и 𝑣(·) понимаем функцию

𝑧= 𝑧(𝑡)=

(︂
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑘)

)︂
∈R𝑛1+𝑛2 , 𝑡∈ [𝑘, 𝑘+1), 𝑘∈N0,

такую, что 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑘) удовлетворяют системе (1) при 𝑡∈ (𝑘, 𝑘+1), при этом функция 𝑥(𝑡)
непрерывна на промежутке [0,+∞).

Выберем в системе (1) управления 𝑢(𝑡)≡ 0 ∈R𝑚1 , 𝑣(𝑡)≡ 0 ∈R𝑚2 и получим свободную
систему

�̇�(𝑡)=𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡)+𝐴12(𝑘)𝑦(𝑘), 𝑦(𝑘+1)=𝐴21(𝑘)𝑥(𝑘)+𝐴22(𝑘)𝑦(𝑘). (2)

Пусть 𝑋(𝑡, 𝑠) — матрица Коши системы

�̇�(𝑡)=𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡).
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Положим

𝑍(𝑘+1, 𝑘)=

(︃
𝑋(𝑘+1, 𝑘)

´ 𝑘+1
𝑘 𝑋(𝑘+1, 𝑠) 𝑑𝑠𝐴12(𝑘)

𝐴21(𝑘) 𝐴22(𝑘)

)︃
, 𝑘∈N0,

𝑍(𝑘, 𝑙)=𝑍(𝑘, 𝑘−1)𝑍(𝑘−1, 𝑘−2) . . . 𝑍(𝑙+1, 𝑙)=
𝑘−1∏︁
𝑗=𝑙

𝑍(𝑗+1, 𝑗), 𝑘, 𝑙∈N0, 𝑘 > 𝑙.

Тогда для произвольного решения 𝑧(·) системы (2) справедливо равенство

𝑧(𝑘)=𝑍(𝑘, 𝑙)𝑧(𝑙), 𝑘, 𝑙∈N0, 𝑘 > 𝑙.

Будем называть матрицу 𝑍(𝑘, 𝑙), 𝑘, 𝑙∈N0, 𝑘> 𝑙, матрицей Коши гибридной системы (2)
в целочисленные моменты времени.

Замкнем систему (1) линейной обратной связью

𝑢(𝑡)=𝑈(𝑡)𝑥(𝑡), 𝑣(𝑘)=𝑉 (𝑘)𝑦(𝑘),

где функция 𝑈 : [0,+∞)→R𝑚1×𝑛1 кусочно-непрерывна, может иметь лишь разрывы первого
рода и непрерывна справа в точках разрыва; функция 𝑉 : N0→R𝑚2×𝑛2 произвольна. В итоге
получим замкнутую систему

�̇�(𝑡)=
(︀
𝐴11(𝑡)+𝐵11(𝑡)𝑈(𝑡)

)︀
𝑥(𝑡)+

(︀
𝐴12(𝑘)+𝐵12(𝑘)𝑉 (𝑘)

)︀
𝑦(𝑘),

𝑦(𝑘+1)=
(︀
𝐴21(𝑘)+𝐵21(𝑘)𝑈(𝑘)

)︀
𝑥(𝑘)+

(︀
𝐴22(𝑘)+𝐵22(𝑘)𝑉 (𝑘)

)︀
𝑦(𝑘). (3)

Положим 𝑊 (𝑡) = (𝑈(𝑡), 𝑉 (𝑘)), 𝑡∈ [𝑘, 𝑘+1), 𝑘 ∈N0. Система (3) имеет вид (2), поэтому для
неё также можно определить матрицу Коши в целочисленные моменты времени, которую
будем обозначать 𝑍𝑊 (𝑘, 𝑙), 𝑘, 𝑙∈N0, 𝑘 > 𝑙.

Определение 1. Пусть 𝑘, 𝑙∈N0, 𝑘>𝑙. Система (3) называется локально достижимой на
отрезке [𝑙, 𝑘], если найдётся такое 𝑟>0, что для любой матрицы 𝐻 ∈R(𝑛1+𝑛2)×(𝑛1+𝑛2), удовле-
творяющей неравенству ‖𝐻−𝐸‖⩽ 𝑟 (𝐸∈R(𝑛1+𝑛2)×(𝑛1+𝑛2) — единичная матрица), существует
управление 𝑊 (𝑡)=(𝑈(𝑡), 𝑉 (𝑗)), 𝑡∈ [𝑗, 𝑗+1), 𝑗∈{𝑙, . . . , 𝑘−1}⊂N0, такое, что 𝑍𝑊 (𝑘, 𝑙)=𝑍(𝑘, 𝑙)𝐻.

Определение 2 [1]. Пусть 𝑘, 𝑙 ∈N0, 𝑘 > 𝑙. Система (1) называется вполне управляемой
на отрезке [𝑙, 𝑘], если для любых 𝑥0, 𝑥1∈R𝑛1 и 𝑦0, 𝑦1∈R𝑛2 найдутся допустимые управления
𝑢 : [𝑙, 𝑘)→R𝑚1 и 𝑣 : [𝑙, 𝑘−1]∩N0→R𝑚2 такие, что решение (𝑥(·), 𝑦(·)) системы (1) с начальными
условиями 𝑥(𝑙)=𝑥0, 𝑦(𝑙)= 𝑦0 и с выбранными 𝑢(·), 𝑣(·) удовлетворяет равенствам 𝑥(𝑘)=𝑥1,
𝑦(𝑘)= 𝑦1.

Теорема. Пусть 𝑘, 𝑙∈N0, 𝑘 > 𝑙. Если система (1) вполне управляема на отрезке [𝑙, 𝑘],
то соответствующая замкнутая система (3) локально достижима на этом отрезке.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Российской
Федерации в рамках государственного задания № FEWS-2024-0009.

Литература. 1. Марченко, В.М. Гибридные дискретно-непрерывные системы. II. Управляемость
и достижимость / В.М. Марченко // Дифференц. уравнения. — 2013. — Т. 49, № 1. — C. 111–122.

Т. С. Быкова, В. А. Зайцев (УдГУ, Ижевск, Россия) “Об управлении спектром пока-
зателей линейных нестационарных систем в гильбертовом пространстве” (22.04.2024).

Пусть X — сепарабельное гильбертово пространство; ⟨·, ·⟩ — скалярное произведение в X;
‖𝑥‖X :=

√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩ — норма в X; 𝐼 : X→X — тождественный оператор в X. Мы отождествляем
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двойственное пространство X* с X. Через ℒ(X1,X2) обозначим банахово пространство ли-
нейных ограниченных операторов 𝐹 : X1→X2 с нормой ‖𝐹‖ℒ(X1,X2) := sup{‖𝐹𝑥‖X2 : ‖𝑥‖X1 ⩽1}
(далее будем опускать индекс в обозначениях норм).

Рассмотрим линейную систему дифференциальных уравнений

�̇�(𝑡)=𝐴(𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡∈R, 𝑥∈X. (1)

Предполагаем, что функция 𝐴(·) удовлетворяет следующим условиям:
1) 𝐴(𝑡)∈ℒ(X,X) для всех 𝑡∈R;
2) функция R∋ 𝑡 ↦→𝐴(𝑡)∈ℒ(X,X) кусочно строго непрерывна;
3) sup𝑡∈R ‖𝐴(𝑡)‖=: 𝑎<+∞.
Под решением системы (1) понимаем решение интегрального уравнения 𝑥(𝑡) = 𝑥0+

+
´ 𝑡
𝑡0
𝐴(𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑠, где 𝑥(𝑡0)=𝑥0.

Через Φ(𝑡, 𝜏) обозначим эволюционный оператор системы (1) [1, с. 147], т.е. решение
операторной системы 𝑑𝑋/𝑑𝑡=𝐴(𝑡)𝑋, 𝑋(𝜏)= 𝐼.

Через Σ𝐴 обозначим спектр показателей [1, с. 170] системы (1), т.е. множество всех
(верхних) показателей экспоненциального роста κ= lim sup𝑡→+∞ 𝑡−1 ln ‖𝑥(𝑡)‖ всевозможных
(нетривиальных) решений 𝑥(𝑡) системы (1). В силу условия 3) для некоторого 𝑎1 > 0 вы-
полнено Σ𝐴⊂ [−𝑎1, 𝑎1]. Спектр показателей Σ𝐴 системы (1) характеризует асимптотическое
поведение решений системы (1), в частности, условие supΣ𝐴 < 0 является достаточным
условием экспоненциальной устойчивости системы (1).

Рассмотрим линейную систему управления

�̇�(𝑡)=𝐴(𝑡)𝑥(𝑡)+𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), 𝑡∈R, 𝑥∈X, 𝑢∈U; (2)

здесь U — сепарабельное гильбертово пространство; 𝐴(𝑡) удовлетворяет условиям 1)–3); 𝐵(𝑡)
удовлетворяет следующему условию:

4) для любого 𝑡 ∈ R 𝐵(𝑡) ∈ ℒ(U,X), функция 𝑡 ↦→ 𝐵(𝑡) кусочно строго непрерывна и
sup𝑡∈R ‖𝐵(𝑡)‖<+∞.

В качестве допустимых управлений для системы (2) на некотором конечном промежутке
[𝑡0, 𝑡1] выбираются функции 𝑢(·)∈𝐿2([𝑡0, 𝑡1],U).

Определение 1 [2]. Система (2) называется в точности управляемой на отрезке [𝑡0, 𝑡1],
если для любых 𝑥0, 𝑥1 ∈X существует допустимое управление 𝑢(𝑡), 𝑡∈ [𝑡0, 𝑡1], которое пере-
водит решение системы (2) из состояния 𝑥(𝑡0)=𝑥0 в состояние 𝑥(𝑡1)=𝑥1.

Пусть управление в системе (2) имеет вид линейной обратной связи по состоянию:

𝑢(𝑡)=𝑈(𝑡)𝑥(𝑡), (3)

где 𝑈(𝑡)∈ℒ(X,U) при всех 𝑡∈R, 𝑈(·) кусочно строго непрерывна, sup𝑡∈R ‖𝑈(𝑡)‖<+∞ (в этом
случае управление (3) будет допустимым на любом промежутке [𝑡0, 𝑡1]). Оператор обратной
связи 𝑈(·), удовлетворяющий таким условиям, будем называть допустимым. Замкнутая
система принимает вид

�̇�(𝑡)=
(︀
𝐴(𝑡)+𝐵(𝑡)𝑈(𝑡)

)︀
𝑥(𝑡). (4)

Исследуется задача управления спектром показателей системы (4) в следующей поста-
новке: с помощью допустимого оператора обратной связи 𝑈(·) требуется сдвинуть спектр
показателей системы на произвольную наперёд заданную величину относительно спектра
показателей свободной системы (1). Скажем, что спектр показателей системы (4) допус-
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кает произвольный сдвиг, если для любого числа 𝜆 ∈R существует допустимый оператор
𝑈(·) такой, что Σ𝐴+𝐵𝑈 =Σ𝐴+𝜆.

Аналогичная задача об управлении верхним показателем Боля была решена в работе [3]
для системы (2) с постоянными коэффициентами (𝐴(𝑡)≡𝐴, 𝐵(𝑡)≡𝐵) и в [4] для системы
(2) с периодическими коэффициентами (𝐴(𝑡+𝜔)≡𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡+𝜔)≡𝐵(𝑡)). Для решения этой
задачи использовалось свойство точной управляемости. Здесь мы решаем подобную задачу
для произвольных систем с переменными коэффициентами, при этом для решения нам
будет недостаточно свойства точной управляемости, а потребуется более сильное свойство
равномерной точной управляемости.

Построим грамиан управляемости 𝑊 (𝑡1, 𝑡0) : X→ X системы (2) на промежутке [𝑡0, 𝑡1]
(см. [5]):

𝑊 (𝑡1, 𝑡0)𝑥=

𝑡1ˆ

𝑡0

Φ(𝑡0, 𝑠)𝐵(𝑠)𝐵*(𝑠)Φ*(𝑡0, 𝑠)𝑥 𝑑𝑠.

Система (2) является в точности управляемой на [𝑡0, 𝑡1] тогда и только тогда, когда суще-
ствует 𝛾>0 такое, что для произвольного 𝑥∈X выполнено неравенство ⟨𝑊 (𝑡1, 𝑡0)𝑥, 𝑥⟩⩾𝛾‖𝑥‖2
(см., например, [4, теорема 1]).

Определение 2. Будем говорить, что система (2) является равномерно в точности
управляемой, если существуют 𝜗>0 и 𝛾 >0 такие, что для любого 𝑡0∈R для произвольного
𝑥∈X выполнено неравенство

⟨︀
𝑊 (𝑡0+𝜗, 𝑡0)𝑥, 𝑥

⟩︀
⩾ 𝛾‖𝑥‖2.

Это определение восходит к определению 5.13 классической работы Р. Калмана [5], где
равномерность понимается по 𝑡 ∈ R, на 𝑊 (𝑡0+𝜗, 𝑡0) накладываются ещё три неравенства
в смысле квадратичных форм. В определении 2 подобные условия не накладываются, по-
скольку они будут выполнены автоматически в силу условий 3) и 4).

На основе определения 2 установлены следующие результаты.
Теорема. Пусть система (2) является равномерно в точности управляемой. Тогда

спектр показателей системы (4) допускает произвольный сдвиг.
Следствие. Пусть система (2) является равномерно в точности управляемой. Тогда

она экспоненциально стабилизируема посредством обратной связи по состоянию (3).
Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Российской

Федерации в рамках государственного задания № FEWS-2024-0009.

Литература. 1. Далецкий, Ю.Л. Устойчивость решений дифференциальных уравнений в бана-
ховом пространстве / Ю.Л. Далецкий, М.Г. Крейн. — М. : Наука, 1970. — 536 с. 2. Triggiani, R.
Controllability and observability in Banach space with bounded operators / R. Triggiani // SIAM J.
Control. — 1975. — V. 13, № 2. — P. 462–491. 3. Zaitsev, V. On assignment of the upper Bohl exponent for
linear time-invariant control systems in a Hilbert space by state feedback / V. Zaitsev, M. Zhuravleva //
Mathematics. — 2020. — V. 8, № 6. — Art. 992. 4. Dashkovskiy, S. Assignment of the upper Bohl exponent
for linear periodic control systems in Hilbert spaces / S. Dashkovskiy, V. Zaitsev // Europ. J. Contr. —
2022. — V. 67. — Art. 100703. 5. Kalman, R. Contribution to the theory of optimal control / R. Kalman //
Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana. — 1960. — V. 5, № 1. — P. 102–119.

В. А. Зайцев, И. Г. Ким (УдГУ, Ижевск, Россия) “Матричное модальное управление
блочными системами посредством статической обратной связи по выходу” (13.05.2024).

Пусть K=C или K=R; K𝑛={𝑥=col(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥𝑖∈K}; 𝑀𝑚,𝑛 — пространство 𝑚×𝑛-мат-
риц с элементами из поля K; 𝑀𝑛 :=𝑀𝑛,𝑛; 𝐼 ∈𝑀𝑛 — единичная матрица; т — операция
транспонирования матрицы.
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Рассмотрим линейную стационарную управляемую систему с блочными матричными
коэффициентами с блоками размерности 𝑠∈N:

�̇�=𝐹𝑥+𝐺𝑢, 𝑥∈K𝑛𝑠, 𝑢∈K𝑚𝑠, (1)

𝑦=𝐻𝑥, 𝑦 ∈K𝑘𝑠, (2)

где 𝐹 = {𝐹𝑖𝑗} ∈𝑀𝑛𝑠, 𝐺 = {𝐺𝑗𝛼} ∈𝑀𝑛𝑠,𝑚𝑠, 𝐻 = {𝐻𝛽𝑖} ∈𝑀𝑘𝑠,𝑛𝑠, 𝐹𝑖𝑗 , 𝐺𝑗𝛼, 𝐻𝛽𝑖 ∈𝑀𝑠, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛,
𝛼=1,𝑚, 𝛽=1, 𝑘; 𝑥 — вектор состояния, 𝑢 — вектор управления, 𝑦 — вектор выхода. Пусть
управление в системе (1), (2) строится по принципу линейной статической обратной связи
по выходу

𝑢=𝑄𝑦. (3)

Здесь 𝑄= {𝑄𝛼𝛽}∈𝑀𝑚𝑠,𝑘𝑠, 𝑄𝛼𝛽 ∈𝑀𝑠, 𝛼=1,𝑚, 𝛽=1, 𝑘. Замкнутая система принимает вид

�̇�=(𝐹 +𝐺𝑄𝐻)𝑥, 𝑥∈K𝑛𝑠. (4)

Пусть задан приведённый (старший коэффициент — единичная матрица) матричный
многочлен степени 𝑛 порядка 𝑠:

Ψ(𝜆)= 𝐼𝜆𝑛+Γ1𝜆
𝑛−1+ . . .+Γ𝑛−1𝜆+Γ𝑛, 𝐼,Γ𝑗 ∈𝑀𝑠, 𝑗=1, 𝑛. (5)

По многочлену (5) построим блочную сопровождающую матрицу Φ, соответствующую мат-
ричному многочлену Ψ(𝜆) (см. [1]), т.е.

Φ= {Φ𝑖𝑗}∈𝑀𝑛𝑠, Φ𝑖𝑗 ∈𝑀𝑠, 𝑖, 𝑗=1, 𝑛; Φ𝑖,𝑖+1= 𝐼 ∈𝑀𝑠, 𝑖=1, 𝑛−1;

Φ𝑖𝑗 =0∈𝑀𝑠, 𝑖=1, 𝑛−1, 𝑗=1, 𝑛, 𝑖+1 ̸= 𝑗; Φ𝑛𝑗 =−Γ𝑛+1−𝑗 , 𝑗=1, 𝑛. (6)

Матрицу Φ вида (6) также называют нижней блочной матрицей Фробениуса.
Определение. Скажем, что для системы (1), (2) разрешима задача матричного (блочно-

го) модального управления посредством линейной статической обратной связи по выходу (3),
если для любых матриц Γ𝑖 ∈𝑀𝑠, 𝑖= 1, 𝑛, существует матрица 𝑄 ∈𝑀𝑚𝑠,𝑘𝑠 обратной связи
такая, что матрица 𝐹 +𝐺𝑄𝐻 замкнутой системы (4) подобна матрице Φ из (6).

Если 𝑠=1, то указанная задача совпадает с обычной классической задачей скалярного
модального управления, которая эквивалентна задаче о назначении спектра посредством ли-
нейной статической обратной связи по выходу. Таким образом, мы рассматриваем обобщение
задачи назначения спектра собственных значений на блочные матричные системы.

Зафиксируем 𝑠, 𝑛,𝑚, 𝑘 ∈N и 𝑝∈ {1, 𝑛}. Введём вспомогательные определения и обозна-
чения. Для фиксированного 𝑠 ∈ N определим операцию блочного транспонирования 𝒯 по
следующему правилу: если 𝑋 = {𝑋𝑖𝑗}∈𝑀𝑞𝑠,𝑟𝑠, 𝑋𝑖𝑗 ∈𝑀𝑠, 𝑖=1, 𝑞, 𝑗=1, 𝑟, то

𝑋𝒯 :=𝑌 = {𝑌𝑗𝑖}∈𝑀𝑟𝑠,𝑞𝑠, 𝑌𝑗𝑖 :=𝑋𝑖𝑗 , 𝑗=1, 𝑟, 𝑖=1, 𝑞.

Пусть 𝑋, 𝑌 — блочные матрицы с блоками размерности 𝑠 такие, что число (блочных)
столбцов матрицы 𝑋 совпадает с числом (блочных) строк матрицы 𝑌 :

𝑋 = {𝑋𝑖𝑗}∈𝑀𝑞𝑠,𝑟𝑠, 𝑋𝑖𝑗 ∈𝑀𝑠, 𝑖=1, 𝑞, 𝑗=1, 𝑟;

𝑌 = {𝑌𝑗𝜈}∈𝑀𝑟𝑠,𝑡𝑠, 𝑌𝑗𝜈 ∈𝑀𝑠, 𝑗=1, 𝑟, 𝜈=1, 𝑡.

Для матриц 𝑋 и 𝑌 определим операцию блочного умножения [2] по следующему правилу:

𝑍 =𝑋⋆𝑌 := {𝑍𝑖𝜈}, 𝑍𝑖𝜈 :=

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑋𝑖𝑗⊗𝑌𝑗𝜈 𝑖=1, 𝑞, 𝜈=1, 𝑡.
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Здесь ⊗ — кронекерово произведение матриц. Имеем 𝑍𝑖𝜈 ∈𝑀𝑠2 , 𝑖= 1, 𝑞, 𝜈 = 1, 𝑡, поэтому
𝑍 :=𝑋⋆𝑌 ∈𝑀𝑞𝑠2,𝑡𝑠2 .

Введём отображение VECRR𝑠 : 𝑀𝑞𝑠,𝑟𝑠 →𝑀𝑠,𝑞𝑟𝑠, разворачивающее матрицу 𝑋 = {𝑋𝑖𝑗} ∈
∈𝑀𝑞𝑠,𝑟𝑠 по блочным строкам в блочную строку с блоками размерности 𝑠: VECRR𝑠𝑋 =
= [𝑋11, . . . , 𝑋1𝑟, . . . , 𝑋𝑞1, . . . , 𝑋𝑞𝑟].

Рассмотрим систему (1), (2). Предположим, что коэффициенты этой системы имеют
следующий специальный вид: для некоторого 𝑝 ∈ {1, . . . , 𝑛} первые 𝑝− 1 блочных строк
матрицы 𝐺 равны нулю, последние 𝑛−𝑝 блочных столбцов матрицы 𝐻 равны нулю, матрица
𝐹 является нижней блочной матрицей Фробениуса, т.е.

𝐹 = {𝐹𝑖𝑗}∈𝑀𝑛𝑠, 𝐹𝑖𝑗 ∈𝑀𝑠, 𝑖, 𝑗=1, 𝑛;

𝐹𝑖,𝑖+1= 𝐼 ∈𝑀𝑠, 𝑖=1, 𝑛−1; 𝐹𝑖𝑗 =0∈𝑀𝑠, 𝑖=1, 𝑛−1, 𝑗=1, 𝑛, 𝑖+1 ̸= 𝑗; (7)

𝐺= {𝐺𝑗𝛼}∈𝑀𝑛𝑠,𝑚𝑠, 𝐺𝑗𝛼 ∈𝑀𝑠, 𝑗=1, 𝑛, 𝛼=1,𝑚;

𝐺𝜈𝛼=0∈𝑀𝑠, 𝜈=1, 𝑝−1, 𝛼=1,𝑚; (8)

𝐻 = {𝐻𝛽𝑖}∈𝑀𝑘𝑠,𝑛𝑠, 𝐻𝛽𝑖 ∈𝑀𝑠, 𝛽=1, 𝑘, 𝑖=1, 𝑛;

𝐻𝛽𝜇=0∈𝑀𝑠, 𝛽=1, 𝑘, 𝜇= 𝑝+1, 𝑛. (9)

Рассмотрим матрицы

(𝐻𝒯 )т ⋆𝐺, (𝐻𝒯 )т ⋆𝐹𝐺, . . . , (𝐻𝒯 )т ⋆𝐹𝑛−1𝐺.

Имеем (𝐻𝒯 )т ∈𝑀𝑘𝑠,𝑛𝑠, 𝐹 𝑖−1𝐺 ∈𝑀𝑛𝑠,𝑚𝑠, следовательно, (𝐻𝒯 )т ⋆𝐹 𝑖−1𝐺 ∈𝑀𝑘𝑠2,𝑚𝑠2 для всех
𝑖=1, 𝑛. Построим матрицы VECRR𝑠2

(︀
(𝐻𝒯 )т ⋆𝐹 𝑖−1𝐺

)︀
∈𝑀𝑠2,𝑘𝑚𝑠2 , 𝑖=1, 𝑛, и матрицу

Θ=

⎡⎢⎢⎢⎣
VECRR𝑠2

(︀
(𝐻𝒯 )т ⋆𝐺

)︀
VECRR𝑠2

(︀
(𝐻𝒯 )т ⋆𝐹𝐺

)︀
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

VECRR𝑠2
(︀
(𝐻𝒯 )т ⋆𝐹𝑛−1𝐺

)︀
⎤⎥⎥⎥⎦∈𝑀𝑛𝑠2,𝑘𝑚𝑠2 .

Теорема 1. Для системы (1), (2) с коэффициентами (7)–(9) разрешима задача матрич-
ного (блочного) модального управления посредством линейной статической обратной связи
по выходу (3), если выполнено условие rankΘ=𝑛𝑠2.

В частных случаях, когда блоки матриц системы состоят из скалярных матриц, условие
на ранг матрицы Θ может быть понижено. Рассмотрим матрицу

Ω :=

⎡⎢⎢⎢⎣
VECRR𝑠

(︀
(𝐻𝒯 )т𝐺

)︀
VECRR𝑠

(︀
(𝐻𝒯 )т𝐹𝐺

)︀
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

VECRR𝑠

(︀
(𝐻𝒯 )т𝐹𝑛−1𝐺

)︀
⎤⎥⎥⎥⎦∈𝑀𝑛𝑠,𝑘𝑚𝑠.

Теорема 2. Пусть система (1), (2) имеет коэффициенты (7)–(9) и выполнено хотя
бы одно из следующих условий:

(i) блоки матрицы 𝐻 — скалярные матрицы;
(ii) блоки матриц 𝐹 и 𝐺 — скалярные матрицы.
Тогда для системы (1), (2) разрешима задача матричного (блочного) модального управ-

ления посредством линейной статической обратной связи по выходу (3), если выполнено
следующее условие:

rankΩ=𝑛𝑠. (10)
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Предположим, что выполнены одновременно условия (i) и (ii) теоремы 2. Тогда матрицы
(7)–(9) имеют вид 𝐹 =𝐹0⊗𝐼, 𝐺=𝐺0⊗𝐼, 𝐻=𝐻0⊗𝐼, 𝐼 ∈𝑀𝑠, для некоторых матриц 𝐹0∈𝑀𝑛,
𝐺0 ∈𝑀𝑛,𝑚, 𝐻0 ∈𝑀𝑘,𝑛. В таком случае условие (10) равносильно тому, что матрицы

𝐻0𝐺0, 𝐻0𝐹0𝐺0, . . . , 𝐻0𝐹
𝑛−1
0 𝐺0 (11)

линейно независимы. Отсюда получаем
Следствие. Пусть система (1), (2) имеет коэффициенты (7)–(9) и выполнены условия

(i) и (ii) теоремы 2. Тогда для системы (1), (2) разрешима задача матричного (блочного)
модального управления посредством линейной статической обратной связи по выходу (3),
если матрицы (11) линейно независимы.

Замечание. Результаты настоящей статьи обобщают полученные ранее в частных слу-
чаях: когда 𝑠=1 [3, 4] и когда управляемая система задана дифференциальным уравнением
порядка 𝑛 размерности 𝑠 [2]. Следует отметить, что достаточные условия для этих частных
случаев являлись также и необходимыми. В теоремах 1, 2 и в следствии необходимость
пока не доказана.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 24–
21–00311).
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